MATHEMATIK 

t T XD IHRE A.WEXDUNGEN 

IN M O N O G R A P H I E X U N D LEHRBtJCHERN 

J5EGRCNDET VOS 

E. HILB 

HERAU S GEGEBES VON 

E. ARTIN 

U PROFESSOR AN IiEE TNI VERS ITAT HAMBURG 
USD 

G. KOWALEWSKI 

U. PROFESSOR AN DEB TECHNISCHEN HOCHSCHULE 

i*re:sdex 

BANE 13: 

REELLE FUXKTIONEK 
EESTER TEIL 
PUNKTFL'NKTIONEN 

VON 

H. HAHN 



LEIPZIG 1932 

AKA DEMIS CHE VERLAGS GESELLSCHAFT M. B. H. 



B.EELLE FUNKTIONEN 


V ON 

HANS HAHN 

O. PROFESSOR AN DEE UNIVER SITA.T WIEN 


ERSTER TEIL 

PUNKTFUNKTIONEN 



LEIPZIG 1932 


AKADEMISOHE VERLAGS GESELLS CHART M. B. H. 



COPYRIGHT 193 


BY AEADEMISCHE TEE1A6SGESELLSCHAFT M. B. H., LEIPZIG 
PRINTED IN GERMANY 

BUCHDRT CKEEEI G SCHULZE <fc CO., G. M. B. H., GB1P E N H A INI CHEN 



Vorfoemerkungen. 

Im Jahre 1921 habe ich eine ,,Theorie der reellen Funktionen <f ver- 
offentlicht; sie 1st seit langem vergriffen. Die groBen Fortschritte, die 
dieses Wissensgebiet seither gemacht bat, lieBen es zweckmaBig erscheinen, 
statt einer 27euauflage des friiheren Werkes ein ganz neues herauszu- 
geben. Es wird zwei Bande umfassen. Der vorliegende erste behandelt 
die ,,Punktfunktionen 4 ‘; der zweite, der bald folgen soil, wird die „Mengen- 
funktionen“ behandeln. 

An Yorkenntnissen wird lediglicb vorausgesetzt, was jedem Studenten, 
der die Anfangervorlesimgen gehort hat, gelanfig ist. Insbesondere 
werden die erforderlichen Hilismittel aus der Mengenlehre im Buche 
selbst entwickelt; da aber dabei die Mengenlehre nicht Selbstzweck ist, 
wird auf die logisehen Grundlagenfragen nicht- eingegangen. 

Ich habe mich bemiiht, so weit als moglich in die Gebiete der aktuellen 
Forschung hineinzufuhren. Nur wo die Dinge noch allzusehr im Flusse 
sind, muBte ich mir dies versagen; lediglich aus diesem Grunde wurde 
die verheihungs voile Lehre von den projektiven Mengen nicht aufge- 
nommen. 

Einige historische Hinweise findet der Leser am Schlusse jedes Ab- 
schnittes zusammengestellt; sie erheben keinerlei Anspriiche auf Yoll- 
standigkeit; insbesondere war nicht beabsichtigt zu jedem Satze, jedem 
Begriffe seinen ersten Urheber namhaft zumaehen; solche Fragen scheinen 
mir fur die Mathematik wenig bedeutnngsvoll. 

Die Satze sind, inn das Nachschlagen zu erleichtern, durchgehend 
numeriert mit Xnmmern wie 27*4*81; dabei bedeutet die Zahl vor dem 
ersten Punkt den Paragraph, die Zahl zwischen erstem und zweitem Punkte 
den Abschnitt des Paragraphen, in dem sich der Satz findet (Satz 27*4*81 
steht also in § 27, Abschnitt 4); die Ziffern nach dem zweiten Punkte 
sind zu lesen wie die Stellen ernes Dezimalbruch.es, so daB also Satz 
27*4*72 dem Satze 27*4*8 vorangeht, hingegen Satz 27*4*81 dem Satze 
27*4*S nachfolgt. 

In ahnlicher Weise wurden auch einzelne Formeln mit Nummern ver- 
sehen. Die Formeln § 33 (5), § 33 (5-1) z. B. findet man in § 33, Ab- 
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Vorwort. 


sehnitt 5. Wo eine Formelnummer ohne Angabe des Paragraphed zitiert 
1st, ist immer der Paragraph selbst gemeint, den man eben liest. 

Eine Reihe von Fachgenossen hahen inich freundlichst durch Ver- 
besserungs- und Erganzungsrorsehlage unterstiitzt: ich danke den Herren 
Godel, Hausdorff, Hurewicz, Knaster, Kuratowski, Linden- 
baum. Menger, Xdbeling, Radakovic, Sierpiriski, Szpilrajn fiir 
ihre giitige Unterstiitzung. Besonders aber mochte ich noch betonen, 
daB Ich aus Ha usd orffs Darsteilungen der Mengenlehre mehr Nutzen 
gezogen habe, als dureh Zitate belegt werden kann. 

Noch habe ich der Akademisehen Verlagsgesellschaft und den Heraus- 
gebern der Saminlung , ,Mathematik nnd ihre Anwendungen in Mono- 
graphien und Lehrblichern 4 ' zu danken, daB sie — trotz der Ungunst 
der Zeit — den Druek meines Buches ermoglichten. Moge dieses Buch 
einem sehonen und ertragreichen, in Deutschland noch zu wenig be- 
kannten Zweige der Mathematik neue Kenner und Forscher zufiihren! 


Wien, August 1932. 


Hans Hahn. 
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Erstes Kapitel. 

Grimdbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 

§ 1. 3Ienge, Relation. 

1. Aussagen. Ilm zu den Begriffen „Menge ££ , „Relation t£ zu gelangen, 
gehen wir aus vom Begriffe der Aussage. Seien p, q, r, . . . Aussagen, wie 
z. B.: „Der Schnee ist weiB;“ ,,Sokrates war ein Griecbe ££ . Jeder Aussage 
kommt einer nnd nur einer der beiden Wahrbeitswerte w (wabr) oder 
/ (falsch) zu. Zwei Aussagen p und q, die denselben Wahrbeitswert haben, 
beiBen Equivalent, in Zeichen pz=q. Je zwei wabre Aussagen sind 
also aquivalent, ebenso je zwei falscbe. Zu jeder Aussage p gibt es ibre 
FTegation ~ p: die Aussagen p und — p baben entgegengesetzte Wahr- 
beitswerte. 

Aus je zwei Aussagen p und q konnen durcb ,,Verknupfung ££ neue Aus¬ 
sagen gebildet-werden; wir fuhren an: die Sum me p V q \ sie sagt aus, daB 
sei es p, sei es q den Wert w bat, d. b. daB mindestens eine der beiden Aus¬ 
sagen p und q wahr ist; es bat also p\J q den Wert/dann und nur dann, wenn 
sowobl p als q den Wert / bat; in alien anderen Fallen hat p\J q den Wert w. 
Sodann das Produkt p . q; es sagt aus, daB sowohl p als q den Wert w 
bat; p . q bat also den Wert w dann und nur dann, wenn sowobl p als q den 
Wert w bat; in alien anderen Fallen bat p . q den Wert/. Endlieb die Im- 
plikationp^g, die nur eine andere Schreibweise fur die Summe ( p)Vq 
ist; sie bat also den Wert / dann und nur damn, wenn p den Wert w und q 
den Wert / bat, in alien anderen Fallen bat sie den Wert w. 

2. Aussagenfunktionen. Wir gehen nun aus von irgendeiner Gesamtbeit 
von Gegenstanden (den ,,Individuen“), die wir auch den,, Grundbereich' c 
nennen; wir bezeicbnen diese Gegenstande mit x, Es heiBe cp (x) eine ,,Aus- 
sagenfunktion ££ , wenn <p (x) fur jedes Individuum x eine Aussage ist; z. B. 
„x ist weiB ££ . Gilt fur jedes x die Aquivalenz <p(x)~y) (x), so scbreiben wir 
<p (x) = a ip (x) und nennen <p(x) und ip (x) formal aquivalent; gilt fiir 
jedes x die Implikation p(x)^)ip (x), so scbreiben wir cp ( x ) ^) x ip (x) (f or- 
male Implikation). 
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3. Meugen. Eine Aussagenfunktion q (x) wird fur gewisse x den Wert w, 
fur andere den Wert / haben. Wir sagen: die Aussagenfunktion q (x) defi- 
niert eine lienee 1 ) JUT, namlieh die Menge aller x, fiir die q (x) den Wert <to 
hat; und wir setzen fest: formal aquivalente Aussagenfunktionen definieren 
diesel be Menge. 1st 11 die dureli q {x) definierte Menge, so sagen wir: ,,x ist 
Element von 11" oder ,,x gehort zu 21", in Zeichen xa M, wenn q (x) den 
Wert w hat. liingegen: ..x gehort nieht zu J/ ie , in Zeichen x — a M, wenn 
q (x) den Wert / hat. Die dureh <jr (x definierte Menge bezeichnen wir mit 
[q (ij ]. Es ist also die Aussage xa[q (x)] aquivalent mit der Aussage <p(x). 

Es gibt Aussagenfunktionen, die fiir alle x den Wert w haben, z. B. 
q (x) Z r t i <ri: also bildet der Grundbereich selbst eine Menge, die 
voile Menge, in Zeichen V. — Es gibt auch Aussagenfunktionen, die 
fiir kein x den Wert ic haben, z. B. q (or) . ( — q (x)) ; also gibt es auch eine 
Menge, die kein Element besitzt. die leere Menge, in Zeichen A. Je zwei 
Aussagenfunktionen. die fur kein x den Wert w haben, sind formal aquiva- 
lent, definieren also dieselbe Menge: es gibt (bei gegebenem Grundbereiche) 
nur eine leere Menge. Die Aussagenfunktion x = a (das Zeichen = bedeutet 
Identitat) definiert die nur aus deni Elemente a bestehende Menge, 
die mit {a} bezeicknet wird. Ebenso definiert, wenn a =f= b, die Aus¬ 
sagenfunktion {x — a) \ ix — b) die aus den beiden Elementen a und b 
bestehende Menge {a, 6 } usf. Wir bezeichnen die aus den endlicb vielen 
Elementen a 2 . . . .. a n bestehende Menge mit {a l3 ar 2 , - . ., cc n }. 

Es definiere q (xj die Menge 31 und y (x) die Menge A r . Gilt q (x) 3)® V 3 ( x )» 
so gehort jedes Element von -If auch zu A": wir sagen: M ist Teil von N, 
in Zeichen 31 ~ X, oder A" ~ 31. Ist insbesondere M — A, d. h. hat q (x) 
fiir alle x den Wert /, so gilt sicker q (x ) ZxW (x); d. h. fiir jede Menge JV 
gilt: -1 ^ A\ die leere Menge ist Teil jeder Menge. 

Da q (x) Zjc9' (x), gilt auch 21 ^ 21. Gilt q. (x) Z) X V } aber nieht 
y (x) Z x 9 ( x )* so gilt 31 5 ^"> aber nieht A r £ M : es gibt mindestens ein x. 
das zu A”, aber nieht zu 31 gehort. In dem Falle sagen wir: M ist ecliter 
Teil von X s in Zeichen: 31 Z A\ oder A" Z M 

Die Aussagenfunktion q (x) hat fiir jedes x den entgegengesetzten 
Wert, wie q (x). Ist 31 die dureh q (x) definierte Menge, so heiJBt die durch 
— q (*r) definierte Menge das Komplement von M, in Zeichen — M. 
Aus 31 ^ A' folgt — 31 ~ — X. Wegen ( — q (x)) =^ 9 ? (x) ist — (— M) 
= 21 . 

4. Relationen. Wir haben bisher Aussagenfunktionen q? (x) betrachtet, 
die von einem variablen Gegenstande abhangen; wir betraebten nun Aus- 

1 ) In der Logik sagt man. ,,Klasse“ statt ,,Menge 64 . 
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sagenfunktionen cp (x, y) (z. B. „x ist Solin von z/ 4e ), wobei sehr wohl x 
und y versekiedene Grundbereiclie durchlaufen konnen. Gilt fiir jedes x 
und jedes y die Aquivalenz cp (#, y) == y (x, y), so sagen ■wir aueh 
kier: cp t_x, y) und y(x,y) sind formal aquivalent und sckreiben 
<F (*- V) = x y V (*> V'h 

Eine Anssagenfunktion cp (#, y) wird fiir gewisse Paare [x 9 y) den Wert w, 
fiir andere den Wert / haben. Wir sagen: die Aussagenfunktion cp (x, y) 
definiert eine Relation i? (und zwar definieren formal aquivalente Aus- 
sagenfunktionen dieselbe Relation); wir sagen ,,von x zu y besteht die 
Relation R i: , in Zeieken: xRy, vrenn cp (x, y) den Wert w kat; anderenfalls : 
x ~ R y. Die durck die Aussagenfunktion cp (x, y) definierte Relation 
bezeicknen wir auek mit [cp (x. y)]. Dureh die (untereinander formal aqui- 
valenten) Aussagenfunktionen cp (x, y), die fur alle Paare (x } y) den Wert/ 
baben, wird eine Relation JR definiert, fiir die x R y stets falsch ist; sie keiBt 
die leere Relation. 

Zu jeder Relation gibt es eine inverse Relation P -1 , die definiert ist 
durck : (x P -1 y) == x y [y R x). Es ist (P -1 ) -1 = R. 

1st R eine gegebene Relation, und bezeicknen wir mit cp ( x) die (nur von x 
abhangige) Aussage: ,,Es gibt mindestens ein y , fiir das x R z/gilt 44 , so keiBt 
die durck cp (x) definierte Menge [cp ( x )] der Bereick der Relation P, 
in Zeieken JB(R); analog keiJSt die durck die Aussage: ,,Es gibt mindestens 
ein x, fiir das x R y gilt 44 definierte Menge der Gegenbereick von R, 
in Zeieken 3 (JR). Offenbar ist 3(R) = P(P _1 ). 

Sind JP und Q zwei Relationen, und bezeicknen wir mit cp (x, y) die (nur 
von x und y abkangige) Aussage: ,,Es gibt mindestens ein s, fiir das x P z 
und zQ y gilt 44 , so keiBt die durck cp (x, y) definierte Relation: die a us P 
und Q zusammengesetzte Relation, in Zeieken JP| Q. Diese Zusam- 
mensetzung zweier Relationen ist i. a. nickt kommutativ. Offenbar ist 
(JP | Q)" 1 = Q~ J j P -1 . Von besonderem Interesse ist der Eall, daB 3 (P) 
2 & (Q) j l n diesem Ealle ist B (P j$) = P (P); ebenso: ist 3 (P) 2 JB ( Q ), 
so ist 3(P\Q) =3(Q). 1st also 3(P) = B(Q), so ist B(P \Q) = B(P), 
3(P Q) = 3(Q). 

Wir bezeichnen in iiblieher Weise eine Relation R auck als eine Ab- 

N. ___ 

Ml dung des Bereickes B(JR) auf den Gegenbereich 3 (JR). Ist xeB(R), 
so heiBt jedes y t fur das xRy gilt, ein Bild von x; ist ys 3(R), so heiBt 
jedes x } fiir das xRy gilt, ein Urbild von y. Die Menge aller Bilder 
von x keiBt die Bildmenge von#, in Zeichen R (x); die Menge aller TJr- 
bilder von y keiBt die Ur bildmenge von y\ sie kann offenbar mit 
P -1 ( y ) bezeichnet werden. Ist A 2 B (R), so heiBt die Menge aller Bilder 
aller xe A die Bildmenge von A, in Zeichen R (A); ist G Q=3(R), so 
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heiBt die Menge alter UrbiIcier aller yeC die Urbildmenge von C; sie 
harm offenbar mit i?" 1 (C) bezeichnet werden. Offenbar gilt fur jedes 
A £ und jedes (7 £ £7 i„f?): 

(4) P' 1 (R(Aj) Si: R (R-HG)) £ C . 

1st R = P Q und 8" (P) £ jB (C), so ist (fiir jedes A £ J3 (P)): 
B (A) = Q (P {A;). 

5. Eindeutige Relationen. Funktionen. Die Relation. (Abbildung) 2? 
lieiOt mehr-eindeutig oder kurz eindeutig, wenn jedes x & B (R) nur 
ein Biid hat: sie heiBt ein-mekrdeutig, wenn jedes y s 3J (P) nur ein 
Urbild hat; sie heiBt ei n-eindeutig Coder sc hlicht), wenn sie sowohl mehx- 
eindeutig a Is ein-mehrdentig ist. Ist P mehr-eindeutig, ein-mehrdeutig, ein- 
eindeutig, so ist i?" 1 ein-mehrdeutig, mehr-eindeutig. ein-eindeutig. 

1-5-1. Ram it fiir jedes A £ B (i?) gelte: 2?” 1 (P (A)) = A, ist notwendig 
und hinreichend, daft P ein-mehrdeutig sei. 

Notwendig: 1st P nicht ein-mehrdeutig, so giht es ein y e £7 (R) mit 
zwei versehiedenen Urbildern x 1: x. 2 . Sei nun A = {a^}, so ist ysP(A); 
also {x 19 jt 2 } £ P " x (JR (A)), also 7T 1 (JR (A)) jj) A. Hinreichend: 
Sei X£ if 1 (B (dh): d. h. es gibt ein y e P (A), so daB x R y\ d. h. es 
gibt ein so daB z R y und x P y; da R ein-mehrdeutig, folgt aus z P y 

und xPy a her: z — x, und weil z e A, ist auch x e A. Also : aus 
x e IB 1 (R 1-4)) folgt x e A, d. h. i? -1 (B (A)') £ A. Da nach (4) auch 
R- 1 (R lA)) £ A, ist also I?" 1 (P (A)) = A. 

Ersetzt roan in 1*5*1 P dureh i? -1 , so erhalt man: 

1*5*11. JDamit f iir jedes C £ £7 {P) gelte: R (R~ 1 ( C )) = G , ist Tiotwendig 
und Mnreichend , dafi R mehr-eindeutig sei. 

1*5*2. JDamit fiir je zicei fremde Mengen A B (R),A f £23 (JR) auch 
die Bildmengen R (-4), P (A r ) fre-md seien, ist notwendig und hinreichend , 
da/3 P ein-mehrdeutig sei. 

Dies folgt unmittelbar aus der De fini tion. 

Eine eindeutige Relation (Abbildung) ordnet jedem xe B (P) genau ein 
Bild y zu: es ist also in diesem Falle P (x) — {y}. Wo kein MiB verstandnis 
moglieh, schreiben wir statt dessen auch R (x) — y. Man sagt auch: eine 
me hr-eindeutige Relation P definiert auf (oder in) B ( R) eine Funktion; 
R (P) heiBt auch der Bereieh dieser Punktion. Zur Rezeiehnung der ein- 
deutigen Eunktionen verwenden wir statt der Buchstaben P, P, Q nsf. auch 
die Buchstaben /, g, h usf. 

Sei A eine beliebige Menge; wir betrachten die mehr-eindeutige Relation, 
die jedem xeA die Zahl 1, jedem x — e A die Zahl 0 zu ordnet. Die dureh 
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diese Relation definierte Funktion (ihr Bereich ist die voile Menge V) heiBfc 
die cliarakteris rise lie Funktion. der Menge A. 

Literatur zu Nr. 1—5: A. N. Whitehead n. B. Russell, Principia Mathema- 
tica I, Cambridge 1910 *2. Anil. 1925). Zur Einfiihrung: R. Carnap, AbriB der 
ILogistik, Wien 1929. 

6. Komplexe, Folgen. Bestelit der Bereich J B (B) der eindeutigen Rela¬ 
tion B aus den natiirlichen Zahlen 1, 2, , so ordnet B jeder natiirlichen 

Zahl i (1 <J i ■<. n) ein Element ?y - e SJ(JR) zu; ist dann £7* (JR) ^ M , so sagt 
man: die Elemente ?/ x , ?/ 2 , . . y n bilden einen ?i-gl iedr igen Komplex 
oder ein ?z-tupel aus 31: wir bezeiehnen einen solehen Komplex mit 
<#i’ # 2 ’ • • Enl¬ 
ist sodann der Bereich B (B) der eindeutigen Relation B die Menge 
a Her natiirlichen Zahlen, so ordnet B jeder natiirlichen Zahl n ein Ele¬ 
ment y n e Q {JR) zu; ist dann & (B) ^ 31, so sagt man: die Elemente 
y 1} y 2 , . . y n , . . . bilden eine Folge aus J/: wir bezeiehnen sie abgekiirzt 
mit {{y n )). Sind <Z. ?i 2 <C . . - <C n t C . . . wachsende natiirliebe Zahlen, 

so bilden auch y ni , y n *, .. ., y n ., . . . eine Folge {(y n .)) ( y ni ist der natiir- 

lichen Zahl i zngeordnet); sie heiBt eine Teilfolge von ((y„)). Ha hen in 
einer Folge ({y n )) a lie Glieder mit hochstens endlieh vielen Ausnahmen 
eine Eigenschaft (d. li. gibt es eine natiirliche Zahl n*, so daB y n fur n 2> n* 
diese Eigenschaft bat), so sagen wir: fast alle Glieder der Folge haben 
diese Eigenschaft. 

Sei nun eine Folge von Folgen gegeben: 

#n s #12 s • • •» y i»»* * • 

#21 5 #22 3 * - -J #2n ! * • • 

(6) . 

#7Hl 7 #772 2 3 • - *J> #7nn» * * * 

Wir sagen: die y mn bilden eine Doppelfolge, xmd zeigen: 

1-6-1. Die Glieder einer Doppelfolge konnen in eine einfache Folge geordnet 
werden. 

Das kann auf versehiedene Arten gescheken: Wir konnea z. B. die Ele¬ 
mente des Schemas (6) ,,nach Diagonalen 44 ordnen: 

#12’ #12» #217 #13’ #22 > #31 > #14’ #23’ #32’ #41’ * * ~ 

Oder wir konnen sie ,,dyadisch 4 *' ordnen: die Elemente der ersten Zeile in (6) 
werden der Reihe nach mit Zj , z 3 , z s , . . die der zweiten mit z 2 , z e , . . .. 
die der m-ten Zeile mit , s 3 . 2 ^-i ? 2 5 . 2 m-i, . . . bezeichnet. 







6 1. Kapitel. Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 

§ 2. Yerkiiupfuiigen yon Mengen. 

1 . Summe, Durclisclmitt, Differenz. Seien <p (x), y> (x) zwei Aussagen- 
fiinktioiien, {ff (an] — A, [y (ar)] — B die dureh sie definierten Mengen. Die 
dutch die Aussagenfunktion <f (x) Y y {x) definierte Menge wird bezeich.net 
mit A — B und heiBt die Sum me der Mengen A und B; sie besteht aus 
alien Elenient en. die zu mindestens einer der beiden Mengen A und B ge- 
horen. Die dureh die Aussagenfunktion <p (x) . yj (x) definierte Menge wird 
bezeicknet mit A.B oder A B und heiBt der Durchschnitt der Mengen A 
und B: sie besteht a us alien Elementen, die sowohl zu A als zu B gehoren. 
Offenkundig gelten die korumutativen und assoziativen Gesetze: 

A — B = B — A, (A -f B) A- C = A + (J? + C)\ 

{ 1 A B = B A, (A B) C = A (B C); 

ferner erkennt man unmittelbar das Bestehen der beiden Distributiv- 
gesetze: 

(1-2) A . (B — C) = A B — AC; A + B C = (A + B) . (A -j- C) . 

Die folgenden drei Aussagen sind zu je zweien Equivalent: 

(1*3) A SB, A ~-B = B, A B = A . 


Die Differenz zweier Mengen wird definiert dureh: 

A — B = A . (— B) , 

wo — B das Complement von B hedeutet; sie besteht aus alien nicht zu B 
gehorenden Elementen von A. Bedeutet V die voile Menge, so ist: 
— B = T~— B . Ist B £ A, so bezeichnen wir die Differenz A — B auch 
als das Complement von B zu A. Man erkennt ohne weiteres: 

( 1 - 4 ) (A — B) ~ B = A -f- B , A — (A — B) = A B , 

— (A — B) — {— A) B. 

Fur die Differenzbildung gilt: 

( 1 - 5 ) A — (B C) = (A — B) . {A — C) = (A — B) — C, 

A — B C — (A — B) A- {A — C); 
insbesondere also fur die Complement bildung: 

a-50) — (B -f- C) = (— B) . (— C); — (B G) = (— B) -j- (— C) . 

Wegen B — C = B . (— C) folgt aus der zweiten Formel (1-5), indem man. 
C dureh — C ersetzt: 

(1-51) A — (B—C) = (A— B) +AO. 

Fur die Differenzbildung gelten die Distributivgesetze: 

( 1 - 6 ) (-4 + £)- C= (A— C)+(B~ C), 

A (B — C) — A B — A C — A B — C = (A — C) (B — C). 
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§ 2 . Verkniipfungen von Mengen. 

1st A B — A , so heiBen A und B fremd. Durcb 
(1*7) A = A B — (A — B) 

ist eine Zerlegung der Menge A in zwei fremde Summaiiden gegeben. Die 
Summe A — B wird dureh die fceiden folgenden Form el n in eine Surame ver- 
wandelt. deren Summanden (zu je zweien) fremd sind: 

(1-71) A — B = A -j- (B — A); A -f -B == A B -f- (A — B) -f (B — A). 

Aus der Definition von Summe und Durchschnitt zweier Mengen ergibt 
sick umnitteibar aueb die Definition von Summe und Durcbscbnitt endlich 
vieler Mengen A ls A 2 , . . A t . Wir sehreiben: 

A, - A s A -.. . - A h = S A i7 A, A 2 ... A h = D A i ; 

£ —1 t=*l 

die Summe ist die Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen 
A lt A 2 , ...» A k gehoren; der Durchscbnitt ist die Menge aller Elemente, die 
zu samtlicben Mengen A ls A 2t . . A k gehoren- Auf folgende Weise wird aueb 
Summe und Durcbscbnitt aus unendlich vielen Mengen definiert. 

Sei M eine Menge von Elementen m; durcb eine eindeutige Relation, deren 
Bereich 31 ist, sei jedeni m e M eine Menge A m zugeordnet. Die durcb die 
Aussagenfunktion: ,,Es gibt ein m e 31, so daB are A m ce definierte Menge wird 
bezeiehnet mit £ und beiBt die Summe der Mengen A m ; sie besteht 

m eM 

aus alien Elementen x, die zu mindestens einer Menge A m geboren. Die 
durch die Aussagenfunktion: .,Fiir alle m s 31 gilt x e A m t6 definierte 
Menge wird bezeiehnet mit JD A m und beiBt der Durcbscbnitt der 

m&Jl 

Mengen A m ; sie besteht aus alien Elementen x, die zu samtlichen Mengen 
A m geboren. 1st 31 die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, . . n, . . 
so baben wir es mit einer Mengenfolge A l7 A 2 , . . A n , . . , zu tun, 

oc oo 

deren Summe und Durchscbnitt wir mit S A n und D A n oder kurz 

« = 1 n =1 

mit SA n und D bezeicbnen. Ist 31 die Menge (k, n) der Paare 

n n 

naturlic-her Zahlen, so baben wir es mit einer Doppelf olge von 
Mengen A t zu tun, deren Summe und Durcbscbnitt wir mit S A kn , 

k,n 

JD A k bezeicbnen. Ist 31 = A, so ist aueb S A m — A, bingegen D A m 

n meM meM 

= V s denn die den Durcbscbnitt definierende Aussagenfunktion karrn als 
formate Imputation gesebrieben werden: {y e M) s A y ); ist nun 

M = A y so hat y e 31 fur alle y den Wahrheitswert /, die Implikation bat 
also fiir alle y den Wabrbeitswert tc, definiert also die voile Menge. 
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C- D A m = S (C—A m ). 

ms31 msM 


In Yerallgemeinerung Ton (1*5) gelten, wie uninittelbar einzusehen, die 
For mein : 

(1-S) C — S A m = D (C — A r 

me 31 me 31 

Sei nun R eine Relation, 23 (R) ihr Bereich und sei A m £= JB (3?), 
A ~ B (JR). A' ~ B (Pt): dann gilt: 

P( S A m )= S P(A m ); R( D A m ) g D R (A m ); 

(l.Qi me 31 me 31 me 31 Me 31 

R (A'— A) 3 Jt (A r ) — JR (A). 

2-1*1. Hamit stet-s gelte R ( D A m ) — DR. (A m ), ist notwendig und hin- 

me 31 me 31 


reickend, daft R ein-mehrdeutig sei. 

Notwendig: Ist R nicht ein-mehrdeutig, so gibt es ein y e RE (R) mit 
zwei Tersehiedenen Tfrbildern x^, x 2 . Sei A 1 = A 2 = {x 2 }; dann ist 

A t A 2 — - I, also aueh R (A x A 2 ) — A, hingegen gilt ye R (A-ftj . R (A 2 ); also 
ist R . R (A*) =4= A. Hinreichend: Wegen (1*9) ist nur mehr zu 
zeigen: D R (A m ) ^ R {£> A m ). Sei yeDR(A m ), d. h. ysR(A m ) fiir 

m m ni 

a lie m £ JM; da JR ein-mehrdeutig, hat y nur ein Urbild x, und wegen 
y e R (A m ) ist x e A m fiir alle m £ JR, d. li. es ist xeJD A m , und fiir das Bild 

m 

y von x gilt also: y e R (D A m ). Aus y s D R (A m ) folgt also: y s JR ( JD A m ) s 

mm m 

d. h. es ist JD R (A m ) JR [D A m ). 

■m m 

2*1*2- Damit sieis gelte R (A' — A) = JR ( A') — JR (A), ist notwendig und 
hinreichend , daft JR ein-mehrdeutig sei. 


Xotwendig: Es hahe y zwei verschiedene Urhilder x lt x 2 and sei 
A' — {-r 2 }, A = {:r 2 }, also y £ R (A 7 ), y e R (A), und mithin: y ~ s R(A') 
— R (-.4): da aber A' — A — {arj, ist y e JR (A' — A), also R ( A ' — A) 
4 = JR (A 7 ) — R {A). Hinreichend: Wegen A' — A JJJA' ist R (A / — A) 
~= JR {A '): nach 1*5*2 ist R {A' — A) fremd zu JR (A) ; also ist R (A' — A) 
= JR \A f ) — JR (A). Aus (1*9) folgt also die Behauptung. 

Aus 2 * 1-1 nnd 2 * 1-2 folgt, indent man R dnrch i ? -1 ersetzt: 


2*1*3. 1st R eindeutig, so gilt : 

R~ L (D A m ) = D i ?" 1 (A m ); (A' — A) = R~\A') — Rr 1 (A). 

me 31 me 31 


2. Auswaiil, Produkt. Die Summe S A m nnd der Durchschnitt D A m 

me 31 meM 

sind offenkundig kommutativ und assoziativ. Um fiir sie auch die Distri- 
butivgesetze formulieren zu konnen, benotigen wir die Definition des 
Mengenproduktes P A m . 
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Enter einer Auswahlrelation, oder kiirzer : einer Aiu¥a1il-au3-d@&- 
A m (ms JI) verstehen wir eine elndeutige Relation/, deren Bereipli 
1st, und fiir die / (m) s A m (fiir a lie m a JI ) ist; sie ordnet also jeder 
Menge A m eines ihrer Elemente zu. Die Aus wahlrelation., die jeder Menge 
A m (m e JI) das Element a m s A m zu ordnet, bezeielinen wir als die Auswahl 

((a m )) (m £ Al). 

Besteht die Menge JI aus den natiirlichen Zahlen 1,2,.. h, so ist eine 
Auswahl aus A L ,A 2 , . . A h niehts anderes als ein &-tupel (a l5 a 2 , .. a k ) mit 
ctj £ A^ ( i — 1, 2 , . . k). Besteht die Menge JI aus alien natiirlichen Zahlen, 

so ist eine Auswahl aus den A n (n — 1, 2,. . .) niehts anderes als eine Folge 
((a n » mit a n s A n (n = 1, 2, . . .). 

Das Auswahlaxiom besagt: 1st A m J= _1 fiir al 1 e rn e JI, s o gi bt es 
eine Auswahl aus den A m . Wahrend diese Aussage fiir endliehe 
Mengen JI ohne weiteres bewiesen werden kann, seheint sie fiir unendliche 
Mengen JI von den iibrigen Prinzipien der Dogik unabhangig zu sein. Sie 
stellt eine zur Regriindung vieler Satze der Mengenlehre — wie es seheint — 
unent bebtrliche Annahme dar. 


Enter dem Produkte P A m versteht man die Menge aller Auswahlen 

me 21 

aus den A m (rn £ JI). Besteht JI aus den natiirlichen Zahlen 1,2, . . k, so 

k 

sehreiben wir das Produkt in der Form ijX-hX . . . X A k oder P A ± \ es 

besteht dann aus alien Etupeln a. 2 , . . a k ) mit a i e Ai (i = 1 , 2, . . k). 

Insbesondere ist also A X B die Menge aller Paare ( a , b ) mit a e A, be B. 
Offenbar gilt: 

(A X B) — (A' x B f ) = ((A - A') X B) -j- (A X (B — B')) 

= ((A — A') x (B — B')) 4- ((A — A') X B B') -f (A A' X (B — B')), 
und in dieser letzten Darstellung sind die drei Summanden zu je zweien 
fremd. 

Es ist A X B P '1 dann und nur dann, went sowohl A 3 A als B 3 Zl. 
2 - 2 * 1 . Darn it A' x B' £ A X B sei, ist Tiinreichend , und wenn 

A' 3 -'1j B' 3 A ist, auch notivendig , daft A ' ^ A, B' B sei. 

2 - 2 - 11 . JDamii A' X B' 3 A X B sei , ist, wenn A' 3 ~1, B r 3 A t frw>£- 
wendig , und wenn A P A, B P A, Tiinreichend, dafi sei es A' 'P. A, B r 3 B, 
sei es A' 3 A, B' Pz B gelte. 

Es gelten (wenn JI 3 A) die Distributivgesetze: 


(2-1) ( S A m ) x B = S (A m X B) ; 

m e 21 me 21 


( D A m )X B= B (A m X B) , 

me 21 meM 


sowie analoge Gesetze fiir den zweiten Faktor. 
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1st 3/ = A s so gibt es genau eine Auswahlrelation aus den A m : die leere 
Relation X (§ 1,4). Also ist: 

(2-2j P A m = {X} fur 31 = XL 

m «-lf 


Xun sind wir in der Rage, die Distributivgesetze fur Summen und Durch- 
sehnitte a 11 ere mein zu formulieren: Es sei zu bilden D S A m i und 

msM le L m 

S D A ml : sei P die 3Ienge aller Auswablen aus den L m , also: 

m f M It L 

P = P Z m . und sei p c P, etwa p = ^ir setzen: 

»i« M 


X> = D A r 


£ » 5 


dann lauten die Distributivgesetze: 


(2*3) 


D S A m i = 

WfJf leL m peP 


S D 

weJLf leL m 


= DJS P 

peP 


Literatnr: Die Bedeutung des Auswahlaxioms hat zuerst E. Zermelo erkannt. 
Kafaeres bei W. Sie rpiiiski, Bull. Crao. 191S, S. 97; Fund. math. 2 (1921) S. 112; 
A. Tarski, Fund. math. 5 (1924) S. 145; A. Fraenkel, Berl. Ber. 1922, S. 253; 
Whitehead- Russell, Princ. Math. I, Part II, Sect. 3> (Selections). 


3. Potenz. Die Potenz A B wird definiert als das Produkt P A h , in 

bsJS 

dem alle Eaktoren A b — A sind. Es ist also A B die Menge aller Funktionen 
/ { b), deren Bereick = 33 ist, und fur die f{b) a A fur alle b e 33. Aus (2*2) 
folgt insbesondere: 

(3) A A = {X}, 

wo X die leere Relation bedeutet. 


§ 3. 3IengeBsysteme, Mengenfolgen. 

1. Xbgeseh lossene Mengensysteme. Eine Menge von Mengen wollen 
wir als ein 31 engensystem bezeichmen. Wir nennen ein Mengensystem 
disjiinkt, weirn je zwei versebiedene seiner Mengen fremd sind. Sei ein 
Mengensystem 93? gegeben und eine endliche Anzahl Verkniipfungen 
r ls r 2 , . . V k , die aus je zwei Mengen von 901 wieder eine Menge her- 
leiten: wir nennen das System 331 abgeschlossen hinsiclitlich der Ver- 
kniipfungen T 1 , F 2 5 . , Y k , wenn jede dieser "Verlmupfungen, ange- 
wendet auf zwei 3Iengen aus 901, wieder eine Menge aus 931 ergibt. 

3-1*1. Zu jedem Mengensystem 30?: gibt es ein kleinstes System 931 i§ 301, 
das hinsichtlich der Ver kniipf ungen V 1 , V 2 , . . V k abgeschlossen ist. 

Wir fiigen zu 33? alle Mengen hinzu, die aus je zwei Mengen von EDI duxch 
Anwendung der Verkniipfungen F 1? F 2 , - . V k hervorgeben; das so ent- 
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stanclene Mengensystem heiBe In derselben Weise entstehe 931 2 aus 

3D^i, 9J1 3 aus 9312 usf. Wirzeigen: vfli = S 931„. Jedenfalls muB jedes 931 ent- 

n 

haltende, hinsichtlich der Verkniipf ungen F 1 , F 2 , - - F* abgeschlossene 
System ^ S' M n sein. Es ist also nur mehr zu zeigen, daB S 931 „ hinsicht- 

n n 

lich der Verknlipf ungen F x , V 2 , . . V k abgeschlossen ist. Sei As S 3?1 K , 

n 

Be S 931„; dann gibt es ein n' und ein n'\ so daB A s 931 , B e W n ,,; sei 

etwa n' ^ n" \ wegen 931„, £ 931 n „ ist dann aueli A e 331 n „. Entsteht C 

aus A und B dureli Anwendung von I 7 *, so ist Ce 931 n ,,„ I9 also auch 

CeSm n . 

» 

Offenbar gilt: 

3*1-2. Sind die Mengensysteme 931 91 abgeschlossen hinsichtlicli der 

Verhrvii'pfungen Y ly F 2 ,. . ., F^., so auch ihr Durchschnitt 93191. 

2. Hinge. Ein erstes Reispiel erhalten vdr, venn wir fiir die obigen Ver- 
kniipfungen V ± Summen- und Durchschnittsbildung Trahlen. Ein Mengen¬ 
system, das hinsichtlich Summen- und Durelischnittsbildung aus je zwei 
Mengen des Systemes abgeschlossen ist, heiBt ein Ring. Eeispiele: Das leere 
Mengensystem: jedes Mengensystem, das nur aus einer einzigen Menge be- 
steht: das System alter Teile einer gegebenen Menge. 

Wegen der Oiiltigkeit der Distributivgesetze zvischen^ Summen- und 
Durehscbnittsbildung vereinfacht sich die Eonstruktion des kleinsten 
Hinges 91 2 9J1 (des ,,kleinsten Ringes iiber 9Jl“) gegenuber dem eben 
auseinandergesetzten Verfahren in folgender Weise: Man fiige zunaehst 
zu 911 die Durchschnitte aus je endlichvielen Mengen von 931 hinzu; da- 
durch entstehe das Mengensystem 231'; sodann fiige man zu 931' die 
Summen aus je endlich vielen Mengen von 931' hinzu; das so ent- 
stehende System 91 ist der kleinste Ring iiber 931. Da offenbar jeder 
Ring iiber 931 das System 91 entha.lt, braueht nur gezeigt zu Tver den, 
daB 91 ein Ring ist; sei also A e 91, Be 91, etvra A = P 1 A- j P 2 -j- - * • ~r- B m , 
B — Qi -A Qz ~r * . - -f- Qn* wo jedes E* e 9 )V und jedes e 931'; daB nun auch 
A A- B e 91, liegt auf der Hand; und naeh dem ersten Distributivgesetz 

(§ 2, (1-2)) ist A B — S PiQAi — 1, 2, . . m; j = 1, 2, . . n ); da hierin 
ij 

P i Q. e 931', ist A Be 91. — Ebenso hatte man den kleinsten Ring 91 iiber 931 
auch erhalten, indem man zuexst zu 931 die Summen aus je endlich 
vielen Mengen von 931 hinzufiigt , wodurch das System SOI" entstehe, und 
dann zu 931" die Durchschnitte aus je endlich vielen Mengen von 9)1" him 
zufiigt. 
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3*2*1. IstWl ein Ring, so kannjede Summe 1 ) S Ai (Ai e SD2) in der Form 

i—X 

CO CO 

dargestellt werden : S A { — S B is wo Ai £ 501 mid Ai £ R* £ B ir x . 

i=i i=i 

Man hat nur zu setzen: ~~ -4 2 + M*. 

CO 

3*2*11. /-si 501 € 2 ?i Ring , so harm jeder Durchschnitt 1 ) D Ai (Ai s 201) in der 

£== 1 

CO CO 

Farm dargestellt werden : D A t D B i7 wo B ± e 031 £ -Z?f 2 ^i+x* 

i = l i--l 

Man hat nur zu setzen: -4 2 . . . M*. 

3. Korper. Ein zweites Beispiel erhalten wir, wenn wir fur die Verkniip- 
fungen l\ Sammen- mid DIfferenzenbildung wahlen. Ein Mengensystem, 
das kinsicbtlieh Summen and Differenzenbildung aus je zwei Mengen des 
Systemes abgeseblossen ist, heiBt ein Ik or per. Beispiele: Das leere Mengen - 
system: das nur aus der leeren Menge bestehende Mengensystem; jedes 
Mengensystem, das aus der leeren and einer nicht leeren Menge besteht; 
das System alier Teile einer gegebenen Menge. 

Da vermbge der zwei ten Formel § 2, (1*4) Durcbschnittsbildung durcb 
Differenzenbildung ausgedrtickt werden kann, ist jeder Korper auch hin- 
sichtlieh der Durcbschnittsbildung abgeseblossen; d. h. jeder Korper ist 
auch ein Ring. 

Jeder nicht leere Korper 2)31 enthalt die leere Menge A : denn aus A s 
folgt .4 — A sM, d. b. A e 591. 

3*3*1. 1st das Mengen-systein 2D1 abgescJilossen hinsichtlich der Summen- 
bildung aus je ziceien seiner Mengen, gibt es ein E e 9ft, so daft A £ E filr 
alle A e 5D$, und gilt neben A e 331 stets E — As 501, so ist 201 ein Korper. 

Denn nach § 2, (1*5) (erste Formel) ist: A — B = E — ((E — A) J- B). 

Kacb 3* 1-1 gibt es liber jedem Menge nsysteme 501 einen kleinsten Korper 
£; wir zeigen, wie er gebildet werden kann. Da A (— B) — A — B, 

M ( B) { C) — (-4 — B) — C usf., muB SI alle Durcbscbnitte M 1 M 2 . . . M h 
enthalten, in denen ftir jeden Faktor sei es M i£ 201 sei es — e 501, und 
fiir niindestens einen Faktor Mi s 5DI gilt. Man fiige alle diese Dxircbscbnitte 
zu 59* binzu, wodurch 502' entstehe. Mt ft bezeichnen wir das System, das 
aus m r hervorgebt, indern man zu 20$' alle Summen aus endlieb vielen in 
vorkommenden Mengen hinzufiigt. Da offenbar jeder Korper Tiber 20$ 
das System & entbalt, ist — um zu beweisen, daB ft der kleinste Korper 
iiber m 1st— nur mehr zu zeigen, daB ft ein Korper ist; und da aus 

jc je 

Satz 3*2.1 gilt auch fiir Summen S f Satz 3-2-11 auch fiir Durchschnitte _D. 

i==1 im* 1 
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M s X e & gewiB folgt: 31 4- X e ist nur me hr zu zeigen, claB auch 
M — X a S£. Sei also 31 = — JI 2 4 - .. . -f 31 m , X = 3T X — . 

4“-V n , wo -IT* e 932', X,£ 932'; dann ist nach § 2 (1*50) (erste Forme!): 
— X = (— X ± ) . (— X 2 ) . . . (— X n ), also nach § 2 (1*2) (erste Forme!): 

M - X = Jtfi (— A’) + J/ 2 (- A*) + ■ • ■ -r (- X) 

(3) = (- JYi) (- *V„). . . (- X n ) -31 2 (- JVj) (- X 2 ) ...(- X„) 4- 

. . . + M m (- A* ) (- A',) . . . {- -V.). 

Wegen J\ T ? . e 932' ist hierin jedes X. Durchschnitt endlich vieler Mengen, 
die selbst, oder deren Komplemente zu 932 gehoren; also ist nach § 2 (1*50) 
(zweite Formel) — X- Summe endlich vieler Mengen, die selbst, oder 
deren Komplemente zu 931 gehoren; also ist in (3) jeder Summand 
31+ (— Xf) (— V 2 ) . . . (— X n ) Summe endlich vieler Summanden aus XI', 
dasselbe gilt daher fur 31 — X, also ist 31 — X e §£, w. z. b. w. 

so 

3*3*11. 1st 932 ein Korper, so kauri jede Summe*) S A, (4. *£902) inderForm 

£=*1 

oo 

dargestellt werden: S C, (C, e XI), ico C, g A+ und je zwei C+fremd sind. 

i=1 

i-l 

Man hat nur zu setzen: C-+ = A 1 , C , = A + — S' A ? - ftir i > 1 . 

1 =i 

Sei 931 ein Mengensystem; wir bezeichnen mit 9}2_j_ das System aller 
Mengen, die Summen endlich vieler Mengen aus 93? sind. Dann gilt: 

3-3*2. TFe72?2 aus 31 £ 932, 31' s 932 folgt : 31 — 31' sXI ^ so ist 932_i_ ein 

K orper. 

Da 932_i_ jedenfalls binsichtlich Summenhildung abgeschlossen ist, ist nur 
zu zeigen: aus Xe 932 X's 932 4 . folgt X — X'e 9J2_i_. Sei also X = 31-+ -f 31 z 
4- - * - 4- 31 m , X' = 31[ 4 - M' -4 • • • 4- 3I' n (31, e 9 It, 31+ e 932). Da dann 

m 

X — X'= S (Mi — (Jf' — M'„ —. M’ n )) und daSR + abgeschlossen hin- 

% — 1 

sichtlieh Summenhildung, geniigt es zu zeigen, daB 31, — (31 x 4~ 31 2 4~ • - * 
4- 31 * n ) e 932_|_. Das ist nach Voraussetzung richtig fiir n = 1 ; wir haben also 
noch zu zeigen: ist 31, — (31 ' 4- 3/' 4- * * * 4- 31 „) e 932_j. und 31' n _ x e 932, 
so ist auch 31, — {3l[ 4 - 3I 2 4 - . . . 4- 3l' n ^ 1 ) e 932+- Sei also 31, — (M\ 4 - 31' u 
+ -■■■ -M'„) = M* ■ ■ ■ 4- M* (M*e 9J1); dann ist Mi— +M' 

k 

f-. .. 4- 31' n + x ) — S (3lf — 31' n+ x ); da nach Voraussetzung 31* — 3d' tl+ x s 902_^, 
7=1 

so ist auch 31, — (3l' x 4- 3f' 2 4- - • - 4- 3l' n+x ) e 9D2_|_, w. z. b. w. 

1 ) Satz 3*3*11 gilt auch fiir Summen S- 
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3-3*21. 1st (fur alle 31 e 3)1, M' eMI) M — M' Summe endlich vieler dis - 
junkter Summanden am 9)1, so isi aucJi jede Menge am 9JLf Summe endlich 
vieler disjunkter Summanden aus < 3Jt. 

Sei A' e d. h. A’ = AI 2 -f 31 2 -f. . . -f- M n e 3)1). Die Behauptung 
ist riehtig fiir ?z = 1. TTir haben. also nocb zu zeigen: gilt die Behanptung fur 
V, und ist 31 n _ x e 93 t so gilt sie auch fiir iV-f- df. Sei also A = d/' -f- 
. . . — 31 ' , wo die 31 [ e 331 und disjunkt. Dann ist N + M n+ x = M[ -j- 
. . . — JLT' — (31 n _ 1 — {31 [ -f- - * * -r -M*)), und es geniigt zu zeigen, dafi 
Jf — ( JLT' — ... — J-/*) Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus 
SI ist. Das ist nach Voraussetzung riehtig fiir&=l; bleibt also noch zu zeigen: 
ist JLf w — (31 [ -r- ... ~r 31' k ) Summe endlich vieler disjunkter Summanden 
aus Wc und ist 31 x e 9)h so ist auch 31 nJrl — {31 x -f- - . . + 31 k+1 ) Summe 
endlich vieler disjunkter Summanden aus 33 1. Sei also 31 n+1 — (31 [ + . . . 
4- 31%) = 31" — ... — 31 " t , wo die 31"e 331 und disjunkt; dann ist 
3T n ^-(3l[ - ... - -3l’^ 1 )~(3l'[-M' k+ i) +-4- (M'{ - M' k+1 ); 

liierin ist nach Voraussetzung jeder Summand Summe endlich vieler dis¬ 
junkter 31engen aus 331, und da die Summanden 31" — 31 k+x selbst disjunkt 
sind, ist auch J/ n _ 1 — (3l[ — . . . -f- 3d k+1 ) Summe endlich vieler disjunkter 
Mengen aus 931, w. z. b. w. 

3*3*22. Seien 91 und 33 Mengensysteme, in denen die Differenz je zweier 
3/engen des Systems Summe endlich vieler disjunlcter Mengen des Systernes ist , 
and sei das System alter Jlertgen A XB (A B e 33); dann ist ein 
Kdr per, und jede Menge aus ist Summe endlich vieler disjunkter Mengen 
aus iB. 

Sei Nach 3*3*2 sind 9Lj_ und 33_j_ Edrper; da 

jeder Edrper ein King, ist A A's 31a., B B' & 33_|_; nach 3-3-21 ist also 
A A' Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus 31, und nach 
Voraussetzung gilt das auch fiir A — A'; ebenso sind BB' und B — B f 
Sumnien endlich vieler disjunkter Summanden aus 33. Nach § 2 (2) ist 
also, auf Grand des Distrihutivgesetzes § 2 (2-1), auch (A XB) — (A'XB') 
Summe endlich vieler disjunkter Summanden ans Nun folgt die 
Behanptung aus 3*3*2 und 3*3*21. 

Jr. cr-Systeme, <5-Systems. Betraehten wir nun an Stelle der in Nr. 1 
betrachteten Terkniipfungen V 1 , V 2 , . . .,V h3 die je zweiMengen aus 331 eine 
Menge zuordneten, irgendwelehe Operationen W l3 W 2 , . . W k , die jeder 
Mergenfolge aus 3)1 (oder auch nur gewissen solehen Mengenfolgen) eine 
Menge zuordnen. Gehoren die einer solehen Mengenfolge durch die ge- 
nannten Operationen zugeordneten h Mengen stets wieder zu 3)1, so heiBt 331 
hinsichtlich der Operationen Tip, W 2 , - - ., JV k abgeschlossen. Auchhier 
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kann man zeigen, daB es zn jedeni Mengensystem 9)2 ein kleinstes System 
932 2 932 gibt* das hinsichtlieh TTy, W 2 , . . TTj. abgeschlossen ist; doeh gehen 
wir auf diesen allgemeinen Satz nicht ein. 

Zvrei Beispiele erbalten wir, wenn wir die Summenbildung oder die 
Durciiscimittsbildung aus einer Menge nfolge betraehten. Ein Mengen- 
systezn, das Mnsichtlich der Summenbildung (der Durchschnittsbildung) 
aus Mengenfolgen abgeschlossen ist, heiBt ein or-System (ein S -System). 
Beispiele: Das lee re Mengensystem; jedes Mengensystem, das nur aus 
einer einzigen Menge besteht; das System aller Teile einer Menge. Often- 
bar isfc jedes g -System (jedes 6 -System) auch abgeschlossen hinsichtlich 
der Summenbildung (der Durchschnittsbildung) aus je zweien seiner 
Mengen, denn A B — A-\- B A A-A B A * - - - Also ist ein Mengen¬ 
system, das sowoM o- als auch 6 -System ist, ein Ring. 

Wir bezeichnen mit 902 o (mit 9ft 5 ) das Mengensystem, das entsteht, 
indem man zu 9)2 die S um m en S (die Durchschnitte JD 31 v ) aller Mengen- 

V V 

folgen ((M v )) aus 902 hinzufiigt. Jede Menge 31 a 902^ kann in der Form 
geschrieben werden: 31 = S 31 v (3X v s ( 3k): ist 3fsTft a —902 , so folgt 

V 

dies aus der Definition von 902 a : ist 31 e 932, so setze man alle M v = 31. 
Ebenso: jede Menge 31 e 9ft 5 kann in der Form geschrieben werden: 
31 = D 31 v (JLT r e9K). 

V 

3*4*1. 932 c ist das kleinste a-System, 932,5 das kleinste d-System iiber 9ft. 

Da offenbar 2)2 c in jedem a -System iiber 902 enthalten ist, bleibt nur zu 

zeigen, daB 932^ ein a- System ist ; d. h. wir haben zu zeigen: ist A h s 932,-. 

{k = 1, 2, . . .) und A — S A h , so ist auch A e 232 a . Wegen A k a 9ft a ist 
£ 

A k = S A kn mit A i:ft £9}2, und daher A — S A kn . Xach 1 - 6-1 kann die 

n %,n 

Doppelfolge der -4*„ in eine einfache Folge B x , B 2 , . . ., B v , . . . geordnet 
werden; somit ist auch A — S B v , und wegen B v a 9ft ist also A s 932^, wie 
behauptet. 

Aus 3-4-1 folgt unmittelbar: 

3*4*11. Die A ussage : 932 a =932 ist dquivalent mit: ,,902 ist ein g-S ystem^. 
Die A ussage : 932 5 —902 ist dquivalent mit: ,,992 ist ein b-System ^. 

3*4*2. Bilden die 31engen A ein a-System (ein d-System) und ist C eine 
beliebige Menge, so bilden die Mengen C — A ein 6-System (ein a-System ). 
Dies folgt unmittelbar aus § 2, (1*8). 

Wir nennen den "Chergang von 902 zu 932 0 (zu 902 5 ) den cr-ProzeS (den 
<5 -Pr oze B). Das dureh den cr-ProzeS aus932 a entsfcandene System bezeichnen 
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wir mit9R a4J , und analog ist die Bedeutung von Wl 5S . Aus 3-4-1 und 3*4.11 
folgt: 

<4) m GG = m a , an 8fl =src fl . 

Die Aufgabe, iiber einem Mengensystem SOc: das kleinste System zn bilden, 
das sowohl ein a -System als auch ein (3-System ist, werden wir in § 33, 1 
behandeln. 

5. cr-Ringe, d-Riiige. Ein a -System (<5-System), das gleichzeitig ein Ring 
ist, heist ein er-Ring (6 -Ring). 

3 . 5 * 1 . 1st 90 l ein Ring , so ist 90i o ein a-Ring , 90 l B ein d-Ring. 

Nach 3-4-1 ist ein a-System, also abgesehlossen hinsichtlich der 

Summenbildung: es ist also nur mehr zu zeigen: ist A € , B s fffl G , so ist 

auch A . Sei also A = S A k {A k e 9ER), B — S B n ( R n s OR); nach 

k n 

dem ersten Distribute vgesetz § 2, (2*3) ist A B = S A k B n , und weil 90 ft 

k, n 

ein Ring, ist A k B n £ 9D£; nach 1-6-1 konnen die A k B n in eine einfache 
Folge geordnet werden; also ist A BedJl 0} w. z. b. w. 

3*5*11. 1st 31 der kleinste Ring uber 9R, so ist der kleinste or-Ring f 
der kleinste d-Ring iiber 90L 

Derm jedenfalls muB SR ff im kleinsten cr-Ring iiber 3R entbalten sein; ande- 
rerseits 1st aber nach 3-5-1 9t a selbst ein cr-Ring. 

Wir nennen die -Mengenfolge ((A n )) mo no ton wachsend, wenn 
-4 H ^ A n _ x , in o 11 oto 11 abnehmend, wenn A n ^ A n , 2 . 

3*5*2. 1st 9R ein Ring, so ist jede Menge A s 90 ^ G in der Form da/rstellbar 
A = S A ns ico ((A n )) eine monoton tvachsende Mengenfolge aus 9R, und jede 

Menge As 50?$ in der Form A = D A n , wo ((A n )) eine monoton abnehmende 

n 

Mengenfolge aus 9JL 

Sei A e Wl G7 d. h. A = S B n mit B n s 90c; wir setzen A n = B k -f- B 2 

4- B n : dann ist anch A = S A n , ferner A n C^=A n+1 , und weil OR ein Ring, 
ist A n £ m. 

6. u-Korper, d-Kdrper. Ein o -System (d-System), das gleichzeitig ein 
X dr per ist, heifit ein a-Korper (5 -EB or per). 

3-6*1. Jeder a-Korper ^ ist auch ein d~Korper l ). 

x ) Hingegen ist keineswegs jeder u-Ring auch ein <5-Ring. Beispiel: 90? bestehe aus 
denMengen^d^ 1,2, .. .), wo A„ +1 gi„ A v =f= A, B A v = A. DaA^sWt, 
ist 3S kein System. v 
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Es ist- zu zeigen, daB aus A n e St auch folgt: D A n e Si. Wir setzen 

n 

B 1 = A ± , B n — A x A 2 . . . A n (n > 1) ; damn ist B n e $t, B n _ 1 ^ B n und D A n 
= JD B n ; ferner ist: I) B n — — 5 — B n _ x ); da liierin i? n — 2? x a- it, 

n n 7i 

und $£ ein a- System, ist aueh S (B n — B n _ x ) € St, und da £ ein Korper, 
ist auch B 1 — £ (B n — jB m _ x ) e St; d. h. JD B n s St, d. h. D A n e St, v. z. b. w. 

n n n 

3*6*11- Jeder 6-Korper in dem es eine grofite Menge gibt x ), ist auch ein 

<j-Korper . 

Sei E die groBte Menge von St (d. h. es sei E e St und A ^ E fiir alle 
A s &•); wir biiden zu jedem A e St die Menge E — A ; veil St ein d-System, 
ist nach 3-4-2 das System aller dieser Mengen E — -4 ein a-System; veil 
aber Si ein Korper, ist das System aller Mengen E — A identisch mit St, 
d. h. & ist ein o-Korper. 

Ein Analogon zu 3-5-1 gilt fiir Korper nicht: ist 3)1 ein Korper, so vird 
i. a. weder ))1 G noch 3)1,5 ein Korper sein. Lementspreehend kann auch die 
Aufgabe, zu einem Mengensystem 3)1 den kleinsten cr-Korper liber 3)1 zu 
finden, nicht so einfacb gelost verden, vie in 3-5-11 die Aufgabe gelost 
wuxde, den kleinsten cr-Ring zu finden. Mit der Auffindung des Meinsten 
cr-Korpers fiber 3)1 verden wir uns in § 33, 2 beschaftigen. 

7. Limesbildnng. Sei ((A n )) irgendeine Mengenfolge. Wir bezeichnen 
mit kirn A n die Menge aller Elemente x, die unendlich vielen A n angehbren 

{x e A n fiir unendlich viele n) t mit Lim die Menge aller x, die fast alien A n 

angehbren (x a A n fiir fast alle n). Diese beiden Mengen kbnnen aus den A n 
durch Summon- und Durchsehnittsbildungen hergestellt verden; man setze : 
(7) S n = S A t = A n +A„^ - D n = D A, = A n A n+1 

dann ist: 

(7*1) Lim A n = S D n ; Lim A n — JD S n . 

Mithin gilt fiir alle Jc: 

(7*11) D A t S Lim A n ; S A f ^ Lim A„ . 

ifeifc n tSX- n 

LaBt man aus ((_4, w )) endlieh viele Mengen veg oder fiigt endlich viele hin- 

zu, so andern sich Lim A n , Lim A n nicht. Man beweist ohne Schvierigkeit: 
» « 

(7-2) Lim A n JE Lim A n . 

- 1 ) Ohne diese V oraussetzung ware der Satz nicht rich tig; Beispiel: das System 
aller endliehen Teile einer unendliclien. Menge. 

Hahn, Heelle Fniiktionen. 


2 
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(7*21) Lim (E — A n ) = E — Lim A n ; Lim {E — A n ) = E — lAm. A n . 


Lim ~4 ra — Lim £ Lim {A n -r -B„) £ Li™ -4 n -f Lim .B n 
(7*3) ” 

5 Lim (A n A- E n ) — Lim A n -J- Lim B n - 

n " 

Lim A„ . Lim B„ = Lim = Lim . Lim B n £ Lim 

n n » n 7 

* A Lim A n . Lim B n . 

I Lim A n — Lim ^, 

—ZL —— 

Lmi-4 n — Lim 

n n > 

£ Lim (_4 n — J2J s Lim A n — Lim 2?„ - 

n » re 

3-7-1. 1st A n £ B n fiir fast alle n , z'sif.* 

Lim -4 n 2 = Lim E n : Lim A n £ Lim JB n . 

_____ __ 

3-7-11. Fiir jede Teilfolge ((A n .)) von ((AJ) gilt: 

Lim A n £ Lim A n . £ Lim A n £ Lim A n . 

~~n ~i * 

3-7-12- Lrt -4 £ £ Lim _4 n (bz«r. -4 f £ Lim GL n ) fiir alle i, so ist: 

» n 

Lim A n = S A { ( bzw . Lim 4L„ = L A t ) . 

n i n _ i 

Denn nach Voraussetzung ist S £ Lim A n , und nach (7*11) ist 
SAj £ lim A n . 

i n 


Gilt in (7-2) das Zeichen —, so setzen wir: 

Lim A n — Lim A n = Lim A n . 

n n n 

Lie GleielnmgLim A n = A besagt also: ist a s A, so auch. a e A n fiir fast 

n 

alle n : ist a — e A, so auch a ~ s A n fiir fast alle n. 

3-7-2. 1st Lim A n = Lim C n und 4„ g B n £ C n fiir fast alle n, so ist 

n n 

auch Lim A n = Lim B n = Lim C n . 

m re n 

Lies folgt aus 3-7-1. 

3-7-21. 1st Lim A n — A, so auch fiir jede Teilfolge : Lim A n . = A . 

» i % 

Lies folgt aus 3.7.11. 

3-7-22. 1st A n — A fur fast alle n, so ist auch Lim A n 


= A. 
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3-7-3- 1st ((A n )) monoton tracks end, so 1st Lim A n = S A n ; ist {{A n )) mono- 
ton. abnehmend , so ist Lim A n = D A n . 11 n 

n n 

I^enn ist ((A n )) monoton waehsend, so ist in (7): S n = S A v , D n = A n9 

also nach (7*1): Lim A n = Lim A n = S A n . 

n ~ar~ n 

Aus (7-21) folgt, wenn Lim A n existiert: 

n 

(7-6) Lim (E — A„) = E — Lim A n . 

n n 

Aus (7*3), (7-4), (7-5) folgt, 'wenn Lim A n und Lim B n existieren: 

n n 

Lim ( A n -j- B n ) = Lim A n -f-Lim^ n ; LimA„ B n =LimA„ . Lim B n \ 

( r 7* r j) n n n n n n 

Lim (A n — B n ) = Lim A n — Lim B n . 

n n n 

Bezeichnen wir die eharakteristischen Eunktionen (§ 1,5) von A n , 

Lim A n , Lim A n , Lim A n der Reihe nach mit f n , /, f, /, so gilt: 

« ~7T“ » — 

( 7 ’ 8 ) / = lim/„, / = lim/ M , /==lim/„, 

n — » 71 

die letzte Beziehung natiirlieh mix. -wenn Lim A n existiert. 

n 

Bezeichnen wir mit 431 afi und SDl, 5a die Mengensysteme, die aus 4H ty bzw. 
4)1 6 dureh Anwenduug des <5-Prozesses, bzw. des cr-Prozesses entstehen, so 
entnehmen wir aus (7) und (7*1): 

3-7*4- 1st ((A n )) eine Mengenfolge aus so ist Lim A n s . a5 , 

n 

Lim A n s und somit, wenn Lim A n existiert: Lim A n e %Jl a5 - 331 5cy . 

8 . A-Systeme. Ein Mengensvstem 4)1, das abgesehlossen hinsichtlich der 
Limeshildung ist, d. h. das neben jeder Mengenfolge ((A n )), fiir die Lim A n 

n 

existiert, auch die Menge Lim A n enthalt, nennen wir ein X- System. 

n 

3*8*1- Damit der Bing 4)1 ein A-Systeyn sei , ist notwendig und hinreichend ■, 

daft er soicohl ein a-System als aueli ein d-System sei. 

Notwendig: Sei A e 2JI&; nach 3-5-2 gibt es in 4)1 eine monoton 
waehsende Mengenfolge ((_4 n )), so daB A — S A n ; nach 3-7-3 ist dann 

rt 

auch A = Lim A n , und da 431 ein A-System, gilt: A s Al ; es ist also 201 CT £ 4)1, 

n 

d. h. %R a = 331, d. h. 4)1 ist ein a- System; ebenso zeigt man, daB 4)1 ein 
b- System. Hinreichend: Ist 4)1 ein a-System undein (5-System, so ist nach 
3-4-11 m a = m, also auch m 0& = m s = mt, m 5a = 4Ji c = m. 

2 * 
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Xaeh 3-7-4 ist also fiir jede Folge ((-4 n )) aus 232, fur die Lim A u existiert: 
Li in A n e 932, d. h. 302 ist ein A-System. 

5-8-2. Dam it der Korper ft ein /.-System sei , ist notwendig und thin - 

reickend , rfa./3 er em a-System sei . 

Xotwendis: folgt aus 3-S-l* Hinreichend: 1st ft ein cr-System, so 
naeh 3-0-1 auch ein d-System: also folgt die Behauptung aus 3-8-1. 

Mit der Bilduna ties kleinsten A-Systemes iiber einem gegebenen Systeme 
232 werden wir uns in 33. 2 befassen. 

Lit era t nr zu § 3: E. Hausdorff, Mengenlehre (Leipzig 1927) § 17, 18. 
M. Freeh et, Fund. math. 4 (1923) S. 331. A. T arski, Fund. math. 16 (1930) 
S. 181. Die in Xr. 7 besprochenen Mengen Lim A n , him A n wurden zuerst von 
£. Borel betrachtet. n ” 


§ 4. Die Maehtigkeiten. 

1. GleieMteltsrelationeii. Sei x R y eine Relation, bei der x und y 
demselben Grundbereieli angehdren (§ 1, 2). Wir bezeichnen (§ 1, 4) C (R) 
— B{R'i — ST {JR} a is das Feld von R. Die Relation heiBt reflexiv, 
veim fiir jedes r e C {R) gilt: x JR x : sie heiBt symme trisch, wenn 
die beiden Aussagen x R y und y R x fiir alle x, y a equivalent sind, 
as y mine trisch. wenn x R y und y JR x niemals gleichzeitig gelten, d. h. 
wenn {{x R y\ . iy R x}) gilt fiir alle x e C (JR) und y £ C (R); R heiBt 
transitiv, wenn aus xRy und y Rz folgt x Rz, d. h. wenn ( xR\Rz ) 
3 f xRz\. 

Eine Relation R. die reflexiv, symme trisch und transitiv ist, nennen wir 
eine Gleiehheitsrelation; fiir eine Grleichheitsrelation gilt B(R) = 
= C (Ri. Sei Reine Gleiehheitsrelation; wir bilden zu jedem xeC (JR) 
die Menge ailer y, fiir die x R y gilt. Dadurch ist C (R) in ein System 
fremder Mengen zerlegt, so daB jedes x e C (R) zu einer und nur einer dieser 
Mengen gehdrt. und zwar so, daB y und z zur selben oder zu verschiedenen 
dieser Mengen gehdren, je nachdem y Rz gilt oder nicht gilt. 

Literature Whitehe ad-Russell, Principia Mathematica 3STr. 72; X. Lusin, 
Fund. math. 10 { 1927) S. 83. 

2. Xquivalenz, Maclitigkeit. Wir nennen nun zwei Mengen A und A* 
aqui valent (in Zeichen: A *— A'), wenn es eine eineindeutige Abbildung 

L 5) von A auf A' (d. h. eine eineindeutige Relation JR mit B(R) — A, 
H(R) = A') gibt. Offenbar ist diese Aquivalenz eine reflexive, symmetrische, 
transitive Relation zwischen Mengen, deren Feld das System ailer Mengen 
ist. Es zerfallt also das System ailer Mengen in fremde Teilsysteme, so daB 
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je zwei Mengen desselben Teilsystemes equivalent, je zwei Mengen verse hie- 
dener Teilsysteme nicht Equivalent sind. Jedem dieser Teilsysteme denken 
wir uns ein Symbol zugeordnet. das wir als die Machtigkeit oder Kardi- 
nalzahl jeder diesem Teilsysteme angehorenden Menge bezeiehnen 1 ). Es 
haben also zwei aquivalente Mengen dieselbe Machtigkeit, nicht aquivalente 
Mengen verschiedene Machtigkeiten. Eines der genannten Teilsysteme 
besteht nur aus der leeren Menge; diesem Teilsysteme ordnet man die 
KLardinalzahl 0 zu; ein anderes Teilsystem besteht aus alien denjenigen 
Mengen, die nur ein einziges Element enthalten; diesem Teilsysteme wir'd die 
Kardinalzahl 1 zugeordnet. Offenbar deekt sich der so eingefiihrte Begriff 
der Kardinalzahl einer Menge, wenn es sich um endliehe Mengen handelt, 
vollig mit dem, was man seit jeher unter Kardinalzahl einer endlichen Menge 
verstanden hat. 

Zum Unterschiede von den endlichen Mengen kann eine unendliehe 
Menge sehr wohl dieselbe Machtigkeit wie ein echter Teil von ihr hahen 
(dies trifft sogar nach 5-1-62 stets zu). So sieht man z. B., indem man n 
und 2n einander zuordnet, daB die Menge aller und die Menge aller ge- 
raden natiirlichen Zahlen Equivalent sind, und also gleiche Machtigkeit 
haben. 

3. Keehnen mit Machtigkeiten. Wir definieren nun die Verkniipfungen 
von Machtigkeiten. Dabei bezeiehnen wir (provisorisch) die Machtigkeiten 
mit kleinen deutschen Buchstaben, und zwar die Machtigkeit von -4 mit a, 
die Machtigkeit von A m mit a m usf. Man wird ohne wei teres sehen, daB, 
wenn es sich um endliehe Mengen handelt, die zu definierenden Verkniip- 
fungen sich auf die bekannten Verkniipfungen der endlichen Zahlen re- 
duzieren. 

1st das System der Mengen A m (m e 31) disjnnkt, und ist A = S A m , 

meJf 

so heiBt a die Summe der Machtigkeiten a m , in Zeichen: a == 2 a m . 

me M 

Diese Definition beruht darauf, daB, wenn auch das System der 
Mengen JB m (me 31) disjnnkt ist, aus A m — B rn folgt: S A„ ~ S B Tn . 

vi eM " V i e 21 

Offenbar ist diese Addition der Machtigkeiten assoziativ und kommutativ. 
Ist JI die Menge {1, 2, . . A’}, so schreiben wir: a = a ± ~r % -b G* 5 

sind also die Mengen A ± , A 2 , . . A h zu je zweien fremd, so ist oq -f- a 2 ~r 
... -fai die Machtigkeit von 4- A 2 -f- . . . -f- A b . 


x ) Rein logisch betrachtet ist es ganz iiberfliissig zwischen einem solehen Teil- 
systeme und dem ihm zugeordneten Symbole zu unterscheiden: man kann das be- 
treffende Teilsystem selbst als die Machtigkeit jeder ihm angehorenden Menge be- 
zeichnen. Dies ist die Auffassung von Frege und Russell. 
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1st (§ 2, 2): A — P A m (diesmal brauclit das System der A m niebt dis- 

in e 31 

junkt zu seln), so heiBt a das Produkt der a m , in Zeiehen a = U ci m . Diese 

vi sM 

Definition bernlit darauf, daB a us A m B m folgt: JP A m ~ P B m - Diese 

ms 31 vi e 31 

Multiplikation der Mac ht igkeiten ist assoziativ nnd kommutativ. 1st M 

die Menge {1,2, . . ., k}, so schreiben vir: a — a z . a 2 . a k . Also: 

4-3-1. Hat Ai die Mach tig be it a* (i = 1, 2, . . so hat die Menge 

alter k-tupel (a* , a 2 , . . a k ) 7nit a* s Ai (£=1,2,..., k) die Mdchtiglceit 
% * a 2 - 

Es gilt das Distributivgesetz: 


(3) 


a . J7 b m = £ a . h„ 

meJd m eM 


Sind in einer Sum me alle Sum man den gleich: a m — h, so ist £ a m — m &, 
vo m die Maehtigkeit von 31 bedentet. m e M 

Enter a 5 verstehen wir die Maehtigkeit von A B (§ 2, 3) wenn a die 
Maehtigkeit von A, b die von B ist. Diese Definition beruht darauf, 
da£ aus A — A'. B — B' folgt: A B — A' B \ Es gelten die Rechenregeln: 

(3-1) a B l m =na^- n a m 6 = (77 a ra ) B ; a 6c =(a 6 )'- 

m e 31 me 31 me 31 


Sind in einem Produkt alle Faktoren gleich: a m = b, so ist U a m = b™, 
wo m die Maehtigkeit von M bedentet. meM 

Aus der Definition von A B (§ 2, 3) folgt ulimittelbar: 

4-3-2. Bat A die Maehtigkeit a, B die Maehtigkeit b, so hat die Menge alter 
Funktionen f (6), deren Bereich B ist , und fur die f {b ) a A ist 3 die Mdchtig - 
keit a 6 . 

Ist insbesondere B die Menge {1, 2, . . k }, so erhalt man hieraus: 

4*3-21. Hat A die Maehtigkeit a, so hat die Menge aller k-tupel aus A die 
Maehtigkeit a*. 


Aus § 2 (3) folgt: a 0 = 1 . 

4*3*3. Bat B die Maehtigkeit b, so hat das System alter Teile von B die 

Maehtigkeit 2 s . 

In der Tat, denkt man sich zu jedem Teile von B die charakteristische 
Funktion gebildet (§ 1-5), so sieht man: die Menge der Teile von B ist 
aquivalent der Menge der Funktionen des Bereiehes B, die nur die Werte 
0, 1 annehmen. Nun folgt die Behauptung aus 4-3.2, indem man dort 
A = {0, 1} setzt. 

Wir wollen nun zeigen, daB 2 b =# b ist; dazu benotigen wir den Hilfssatz: 
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4-3*4. 1st jedem x e B ein Teil B x von B zugeordnet , so ist die Menge B* 
der der Beziekung x ~~ a B x geniigenden Elements von B versch ieden von alien 
B x (xe B). 

In der Tat, fur a lie xe B gilt die Aussagenaquivalenz: (x e B*) 
= (x ~ e B x ). Gabe es min ein x* s B, so daB B * = B x * , so wiirde fur 
dieses x* unsere Aussagenaquivalenz lauten: (x* e B xm ) == {x* B xm ), 
was unmoglieh. 

4-3*5. Filr jede MdchiigJceit b ist 2 6 4= b . 

Sei in der Tat B eine Menge der Maehtigkeit b, und sei B eineindeutig 
abgebildet auf ein System 99 von Teilen von B . Aus 4-3-4 folgt, daB 29 
nieht das System aller Teile von B sein kann, d. h. B kann nicht aqui- 
valent sein dem System aller Teile von B, d. h. nach 4-B-3: b =#= 2 6 . 

Literatur zu §4. Ter Inhalt dieses Paragraphen stammt im wesent lichen 
von G. Cantor. Xaheres in den Lehrbiichern der Mengenlehre, insbesondere: 
F. Hausdorff, Mengenlehre, Leipzig 1927; A. Fraenkel, Einleitung in die 
Mengenlehre, 3. Aufl., IBerlin 1928; W. Sierpiiiski, Lemons sur les nombres 
transfinis, Paris 1928; White head-Russell, Principia Matbematica I, H. 

§ 5. Beispiele Ton Machtigkeiten. 

1. Abzahlbar e Men gen. Eine Menge, die aqui valent ist der Menge aller 
naturlichen Zahlen, heiBt abzahlbar unendlieh. „A ist abzahlbar un- 
endlich 44 heiBt also soviel wie: ,,es gibt eine eineindeutige Abbildung von. A 
aui die Menge der natiirlichen Zahlen 4 c ; bezeichnen wir das dabei der Zahl n 
zugeordnete Element von A mit a n> so sehen wir: Jede abzahlbar un endliche 
Menge kann als Folge 

(1) cq , a 2 , . . ., a n , . . . 

mit lauter verschiedenen Gliedern gesehrieben werden; umgekehrt: sind in 
einer Folge je zwei Glieder versehieden, so bilden sie eine abzahlbar un- 
endliche Menge 1 ). 

Xaeh Definition haben alle abzahlbar unendliehen Mengen diesel be Maeh- 
tigkeit: sie wird mit K 0 bezeichnet (wegen dieser Bezeiehnung vgl. § 8, 3). 

5-1*1. Bedeutet k erne endliche Kardinalzakl =f= 0, so ist: 

(M) -f- k = X 0 , k . K 0 = . X 0 = K 0 , K* = K 0 . 

In der Tat, ist A die Menge der Elemente (1) und B die endliche Menge 
b x , b 2 , . . b k , so kann A — B als Folge: 

, bey j • • • j ^jfcj > ^2 ) ■ * * > ®ji , • • • 

x ) Der Name abzahlbar unendlieh 1 * riihxt daher, daB diese Mengen mit Hilfe 
aller naturlichen Zahlen durehnumeriert (abgezahlt) werden konnen, wie eine 
Menge aus n Elementen mit Hilfe der Zahlen 1, 2, . . ., n. 
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gesehrieben werden: das ist die erste Gleichung (1*1). 1st A z die Menge 

der Elemente a zl , a t2 s ... , a 2n , . . . (i = 1, 2, . . . , k ), so kann A^-t- A 2 

— ... — A L . als Folge: 

a il * a 2.1 ?*•*■* a kl ? °V2 ? °22 : * • ‘ » ^1-2 - °13 j ^23 » * * * » » * * * 

gesehrieben werden: das ist die zweite Gleichung (1*1). Die dritte Glei- 

ehung (1*1) ist eine unmittelbare Folgerung aus 1*6*1. Die vierte Glei- 
ehung (1*1) foigt durcii wiederholte Anwendung der dritten. 

5-1*2. Hat A die Mdchtigkeit X 0 , so anch die Menge aller k-tupel aus A. 
Denn nach 4-8*21 hat die Menge aller A-tupel aus A die Machtigkeit 
X*, und naeli 5*1*1 ist — K 0 . 

5*1*21- Hat A die Mdchtigkeit X 0 , so auch die Menge M alter endlichen 
Komplexe (J 1. 6i aus A. 

Denn bedeutet M t die Menge aller £*-tupel aus A, so ist M — S M k ; 

k 

nack 5-1-2 hat hierin M k die Machtigkeit X 0 , also hat M die Machtigkeit 
X 0 . X 0 . und nach 5*1*1 ist X 0 . X 0 = X Q . 

5-1-22. Hat A die Machtigkeit a, so hat die Menge aller Folgen aus A die 
Mdchtigkeit a*** . 

Dies foigt aus 4*8*2. denn eine Folge ((a n )) aus A ist eine Funktion/, 
deren Bereich die Menge der naturliehen Zahlen ist, und fur die 
/ {n) — a n . und a n £ A. 

IVir fassen die leere Menge, die endlichen Mengen und die abzahlbar 
unendlichen Mengen zusammen unter die Bezeichnung abzahl bare Men¬ 
gen. Eine Menge, die nieht abzahlbar ist, heiBt unabzahlbar. Man er- 
keimt unmittelbar: 

5*1*3- Jeder Teil einer abzahtbaren Menge ist abzahlbar. 

5*1*31. Die Sum me abzahlbar vieler abzdhlbarer Mengen ist abzahlbar. 
Xaeh 5-1*8 geniigt es, den Beweis fiir Summen aus unendlich vielen 
Summanden zu fiihren. Sei also: A = S A n . Wir setzen B^ = A x , 

n 

B n — — {A x A d 2 -r • • • 4- d n _ 1 ) (n > 1) ; dann ist auch A — S JB n , und 

n 

das System der B n ist disjunkt. Wegen 5-1*8 konnen wir uns auf den 
Fall besehranken, daB alle B n abzahlbar unendlich sind: dann aber hat 
-4 die Machtigkeit X 0 . X 0 = X 0 , ist also abzahlbar. 

5*1*4. Die Menge It aller rationalen Zahlen hat die Mdchtigkeit X 0 . 

Ist P die Menge aller posit iven, N die aller negativen rationalen Zahlen, 
so ist B ~ P ■— JY — {0} , und da P JV , geniigt es nach 5-1*81 zu zeigen, 
daB P die Machtigkeit X 0 hat. Jede positive rationale Zahl hat die Form ^, 

q 
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wo p und. q teilerfremde natiirliehe Zahlen sind; also ist die Menge P aqui- 
valeiit einem Teil der Menge aller Paare (m, ?i) naturlicher Zahlen; nach 
5-1*2 aber hat die Menge aller Paare naturlicher Zahlen die Machtigkeit 
X 0 , nach 5-1-3 also auch die Menge P. 

In 5-1*4 ist vermoge 5-1*3 enthalten: 

5-1-41. Die Menge aller ganzen Zahlen (jg; 0) hat die Machtigkeit K 0 . 

5*1*42. Jedes disjunJcte System von Intervallen reeller Zahlen ist ab- 
zdhlbar . 

Penn jedes Intervall reeller Zahlen enthalt eine rationale Zahl; jedes 
disjunkte System von Intervallen ist also aqui valent einem Teil der Menge 
aller rationalen Zahlen. Pie Behauptung folgt somit aus 5*1*4 und 5*1*3. 

Bedeutet g eine natiirliehe Zahl ;> 1 und (( g n )) eine Folge natiirlieher 
Zahlen mit 0 g n g — 1, so bezeiehnen wir den Ausdruck 2j — als 

n 

einen Systembruch der Grundzahl g (fur g = 2 als einen Dual bruch); 
der Systembruch heiBt endlieh, wenn fast alle g n = 0 sind, anderenfalls 
unendlieh. Wir betrachten zwei Systembriiehe der Grundzahl g als 
verschieden, wenn die Folgen (( g n )) ihrer ,,Stellen“ verschieden sind. 
Bekanntlich stellen zwei versehiedene endliehe Systembriiehe der Grund¬ 
zahl g stets versehiedene Zahlen dar, ebenso zwei versehiedene unendliche 
Systembriiehe; liingegen gibt es zu jedem endliehen Systembruch der 
Grundzahl g, in deni nicht alle Stellen = 0 sind, etwa dem mit der 
Stellenfolge g L . g. 2 , . . g n , 0, 0, ... (g n =# 0), einen und nnr einen unend- 
lichen, der dieselbe Zahl darstellt; namlich den mit der Stellenfolge; 
g l9 g 2 , . . . , g n ~i» 9 n —1 - 9 — 1 s 9 — 1 , . . . Pie durch einen endliehen 
Systembruch der Grundzahl 2 (bzw. 3) darstellbaren Zahlen heiBen dya- 
disch (bzw. triadiseh) rational. 

5-1*43. Die Menge E der endliehen Systembriiehe der Grundzahl g hat die 
21 dch t igke it X 0 . 

Penn da jeder endliehe Systembruch eine rationale Zahl darstellt und 
versehiedene endliehe Systembriiehe versehiedene Zahlen darstellen, ist E 
aquivalent einem Teile der Menge der rationalen Zahlen, und die Behaup- 
tung folgt aus 5*1*4 und 5-1-3. 

Bezeiehnen wir, wie es in der analytisclien Geometrie iiblich ist, die 
Menge aller w-tupel reeller Zahlen als den R n (vgl. §9,3), so gilt: 

5-1*44. j Die Menge aller rationalen Punkte des P n hat die Machtigkeit X 0 . 

Pies folgt aus 5-1-4 und 5-1-2. * 

5*1*5. In jeder une?idlichen Menge M gibt es einen Teil der Machtigkeit X 0 - 



26 


I. KLapitel. Gmndbegriffe der allgememen Mengenlehre. 


Denn zu jeder nattirlichen Zahl 71 gibt es einen axis n Elementen be- 
stehenden Teil A n = {a nl , a n2 , ..., a n „} von M. Man setze a 1 = a n , und werni 
a-j , a 0 . ... & n _i sehon bestimmt sind, wahle man fiir a n ein von a 1 , a 2 , . . 
<z„_ 1 versehieden.es Element von _4 7I . Dann sind je zwei a n verschieden, die 
a n {n — 1, 2. . . .) bilden also einen abzahlbar nnendliehen Teil von M. 

5-1*6. 1st A eine abzdhlbare , B ehie unendliche Menge, so haben B und 
A — B dieselbe J Idchtigkeit. 

In der Tat, naeh 5*1*5 gibt es in JB einen Teil A / der Machtigkeit K 0 . 
1st dann b die Machtigkeit von £ und B' die von B — A', so ist: 

(1-2) £> = K 0 4-&'- 

Perner ist: 

(1-3) A — £ = (A — B) — A ' -r (B — A') . 

Hierin ist A — B als Teil der abzahlbaren Menge A nacli 5-1-3 abzahlbar; 
also ist nach 5-1-31 auch (A — B) — A ' abzahlbar; und da in (1*3) 
(A — B) — A' und B — .4' fremd sind, hat A B die Machtigkeit K 0 -j- 
also nach (1*2) die Machtigkeit b von B. 

5-1-61- Ist .4 ein abzdhlbarer Teil der unendlichen Menge B, und ist die 
Menge B — A unendlich, so haben B und B — A dieselbe Machtigkeit. 

Demi we gen B = A — { B — A) folgt die Behauptung ans 5-1-0, 
indem man dort B durch B — A ersetzt. 

5-1-62- In jeder unendlichen Menge B gibt es einen echten Teil von der - 
selben Machtigkeit icie B. 

Denn ist b irgendein Element von B, so haben nach 5-1-01 B und 
B —{ b } dieselbe Machtigkeit. 

2. Die llaehtigkeit des Kontmnums. Nach 4-3-5 ist 2 K ° =f= N 0 . 

Wir setzen 

(2) 2 X “ = X (X #= X 0 ), 

und bezeichnen diese Machtigkeit \vegen der in 5-2-3 ausgesprochenen 
Tatsaehe als die Maehtigkeit des Kontinuums. Aus 4-3-3 folgt: 

5*2*1- Das System alter Teile einer abzahlbar unendlichen Menge hat die 
Machtigkeit K. 

5-2-2. Die Menge alter Dualbriiche hat die Machtigkeit X. 

Dies folgt aus 5*1*22, indem man dort A — {0. 1}, also a — 2 setzt. 
5-2-21. Die Menge alter unendlichen Dualbriiche hat die Machtigkeit K. 
Dies folgt aus 5-2-2 vermoge 5-1-43 und 5-1-01. 
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5*2*3. Jedes ( abgeschlossene, offene, halboffene) Intervall reeller Zahlen 
hat die Machtigkeit N. 

Da jede Zahl aus (0, I] dnrcli genau einen iinendlicheii Dualbruch dar- 
gestellt wird, sind das Inter vail (0,1] und die Menge der unendlielien Dual- 
briiche Equivalent; nach 5-2-21 hat also das Intervall (0, 1] die Machtig¬ 
keit X. Da dureh x' = (b — a) x — a das Intervall (0, I] eineindeutig 
auf (a, 6] abgebildet wird, hat auch (a, b] die Machtigkeit X, dalier wegen 
5*1-6 auch [a, 6], und wegen 5-1-61 auch [a, b) und {a, b). 

5*2*31. Jede (abgeschlossene, offene) Halbgerade hat die 2Idchtigkeit X. 

Wegen 5-1-6 geniigt es, die Behauptung fur offene Halbgeraden naeh- 
zuweisen. Da die Halbgeraden x > a nnd x' <C a durch die eineindeutige 
Abbildung x' — 2 a — a: in einander iibergehen und die Halbgerade x ;> a 
dureh die eineindeutige Abbildung x r = x — a in die Halbgerade x' > 0 
iibergeht, geniigt es, die Behauptung fiir die Halbgerade x / > 0 zu beweisen. 
End da diese dureh die eineindeutige Abbildung oc ,f = ^ ins Inter¬ 

vall (0, 1) iibergeht, folgt die Behauptung aus 5-2-3. 

5*2*32. Die 21 enge aller reellen Zahlen hat die Machtigkeit X. 

Denn sie geht durch die eineindeutige Abbildung x* — x -- aus der 

Halbgeraden x > 0 hervor. 

5-2-33. Die 21 enge aller irrationalen Zahlen , die 21 enge aller irrationalen 
Zahlen eines Intervalles , einer Halbgeraden hat die Machtigkeit X. 

Dies folgt aus 5-2-3, 5-2-31, 5-2*32 vermoge 5-1-4 und 5-1-61. 

5*2*4. Bedeutet k eine endliche Kardinalzahl =4= 0, so gelten die Gleichungen: 
(2-0) X + k = X , X — x 0 = X , k . X = X , X 0 . X = X , X* = X , X N ° = X . 

Die beiden ersten Gleichungen folgen aus 5-1-6. Die dritte folgt aus 
der Zerlegung: [0, k) = [0, 1) -f- [1, 2) -f- * • • -h — D k) , in der die 
Menge links und jeder Summand rechts nach 5-2-3 die Machtigkeit X 
hat. Ebenso folgt die vierte G-leichung (2*0) vermoge 5-2-31 aus der Zer¬ 
legung der Halbgeraden a? ^ 0 in [0, 1) -|- [1,2) A . . . -f- [n — 1 , n) -f- . . . 
Die beiden letzten Gleichungen (2*0) ergeben sich aus (vgl. 5-1-1 und die 
Rechenregeln § 4, (3*1): 

__ = 2^ = 2 X ° = X ; = (2^°)^° = = X . 

Die vorletzte Gleichung (2*0) besagt vermoge 4-3-21: 

5-2*41- Hat A die Machtigkeit X, so auch die Menge aller k-tupel aus A. 

Ganz wie 5*1*21 beveist man vermoge der vieTten Gleichung (2*0): 
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5*2*42. Hat A die Maehtigkeit X, 60 aiicTi die Menge aller endlichen Kom - 
plexe aus A. 

Die letzte Gleichung (2*0) besagt vermoge 5-1*22: 

5*2-43- Hat A die Mdcktigkeit X, so aack die Menge aller Folgen aus A. 

5*2*5. 1st g eine natiirUcJie Zahl > 1, so hat die Menge aller Systembruche 
der Grundzahl g die Maehtigkeit X. 

Die Menge aller unendliehen Systembruche der Grundzahl g ist Equivalent 
dem Inter vail (0, I ], hat also die Maehtigkeit S. Xun folgt die Behauptung 
aus 5-1-43 und 5*1*6. 

Setzt man in 5*1*22 *4 — {0, 1, . - - ? g — 1} , also a = g , so sieht man, 
daB die Menge aller Systembriiehe der Grundzahl g die Maehtigkeit g^o 
hat. 5-2*5 besagt also: 

(2*1) gX o = X (g eine natiirliche Zahl >> 1) . 

5-2-51- Hat A die Maehtigkeit X 0 . so hat die Menge aller Folgen aus A die 
Maehtigkeit X . 

Sei ((£„)) eine Folge natlirlicher Zahlen: wir ordnen ihr denjenigen unend- 
lichen Dnalbrueh 1|, zu, fur den g ti = 1 , = 1 , S^+x-.+i-, = 1 usf -> 

wahrend a lie anderen g v — 0 sind. Dies ist eine eineindeutige Ahbildung 
der Menge F aller Folgen natiirlicher Zahlen auf die Menge aller unendliehen 
Dualbrtiche. Xach 5*2*21 hat also F die Maehtigkeit X. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Zufolge 5-1-22 hat die Menge aller Folgen aus einer Menge der Mach tig - 
keit X 0 die Maehtigkeit X^°; 5*2*51 besagt* also: 

(2*2) xf° = X . 

3. Die Maehtigkeit 2*. Xach 4*3*5 1st 2** #= X . Xach 4*3*3 ist 2** die 
Maehtigkeit des Systernes aller Teile einer Menge der Maehtigkeit X, 
insbesondere also die Maehtigkeit des Systemes aller Mengen reeller 
Zahlen. Aus X x — (2**o) K = 2 N ° N folgt naeh 5*2*4: 

(3) S K = 2* . 

I. nter einer reellenFunktion auf A verstehen wir eine Funktion, deren 
Bereieh A ist, und fur die f (a) fur alle a s A eine reelle Zahl ist. Dann gilt: 

0-3*1. Hat A die Maehtigkeit X, so hat die Menge aller reellen Funktionen 
auf *4 die Maehtigkeit 2 K . 

Denn naeh 4-3-2 hat diese Menge die Maehtigkeit X**, die Behauptung 

folgt also aus (3). 

Literal ar zu § 5: wie zu § 4. 
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§ 6. Geordiiete Mengeno 

1. Ordnende Relationen. Sei A eine Menge, JR eihe asymmetrisclie, 
transitive Relation, deren Reid die Menge A ist: C (B) — A (§ 4, 1); fiir 
je zwei verschiedene Elemente x, y von A gelte eine (und wegen der Asyna- 
metrie von B nur eine) der beiden Aussagen x B y s y B x. Dann nennen wir 
R eine ordnende Relation, oder kurz eine Ordnung von A, und A heiBt 
eine geordnete Menge, genauer: dureh B geordnet. Statt x R y sehreifcen 
wir; x << y (a* vor y) oder y >> x {y nach x). Die aus ein und derselben Menge 
dureh verseMedene ordnende Relationen entstehenden geordneten Mengen 
werden als verschiedene geordnete Mengen betrachtet, und sind dem- 
gemaB dureh verschiedene Symbole zu bezeichnen 1 ). 

Gleiehzeitig mit einer Menge A ist auch jeder ihrer Teile geordnet. Wo 
nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt wil'd, nelunen wir immer, Venn von 
einem Teile einer geordneten Menge A die Rede ist, an, seine Elemente 
seien ebenso geordnet, wie in A. 

1st A eine geordnete Menge, a € A, A' 5 A, und gilt a <T a' fiir alle a' e A\ 
so schreiben wir a A'. Analog ist die Bedeutung von A' << a und 
von A' << A". 

Gilt a' -< a" << a'", so sagen wir: a" liegt zwischen a' und a'". Analog 
ist die Bedeutung von: A" liegt zwischen a' und a"', A" liegt zwischen A' 
und A'" usw. — Gibt es kein a " zwischen a' und a f ", so sagen wir: a'" f olgt 
unmittelbar auf a' (a' geht a unmittelhar voran). Giht es kein a" 
zwischen A' und A'", so sagen wir: A"' folgt unmittelbar auf A' usw. 

Biegt zwischen je zwei Elementen von A znindestens ein Element, so 
heiBt A dicht geordnet. Ist A' ZZ A , und liegt zwischen je zwei Ele¬ 
menten von A mindestens eines von A', so heiBt A' dicht geordnet 
in A. Beispiele: die Menge der der GroBe nach geordneten rationalen 
Zahlen ist dicht geordnet, ebenso die Menge der der GroBe nach geord¬ 
neten reellen Zahlen. Die erste ist dicht geordnet in der zweiten. 

Gibt es in A kein Element vor (nach) a , so heiBt a erstes (letztes) Ele¬ 
ment von A. 

Aus einer geordneten Menge A entsteht wieder eine geordnete Menge, 
indem man alle Ordnungsbeziehungen umkehrt (indem man a << a' in 
a' < a verwandelt); die so geordnete Menge heiBt die Inverse von A, in 
Zeichen A*. 

1 ) Wir miiBten also streng genommen zur Bezeichnnng der geordneten Mengen 
andere Symbole verwenden als zur Bezeichnung der (ungeordneten) Mengen- Es 
wird aber zn keinen MiBverst andnissen ftihren, wenn wir anch die geordneten Mengen 
mit groBen lateiniscben Buchstaben A, B . . bezeichnen. 
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2. Ximliehe Abbildungen. Ordnungstypen. Seien A nnd^ geordnete 
Mengen; eine eineindeutige Abbildung von A auf B, bei der fur je zwei Ele- 
mente ci\ a" von A und ihre Bilder b" in B die Aussagen a! < a" nnd 
b r -<J b f/ Equivalent sind, heiBe eine ahnliche Abbildung. Gibt es eine 
ahnliche Abbildung von A auf JB, so heiBen A und B ahnlich, in Zeichen: 
A =** JB. Diese Ahnlichkeit zweier geordneter Mengen ist eine Gleichheits - 
relation (§ 4, 1), deren Feld das System aller geordneten Mengen ist. Es 
zerfallt also (§ 4, 1) das System aller geordneten Mengen in Teilsysteme, so 
daB je zwei Mengen desselben Teilsystemes ahnlich, je zwei Mengen ver- 
sehiedener Teilsysteme nieht ahnlich sind. Jedem dieser Teilsysteme 
derxken wir uns ein Symbol zugeordnet, das wir als den Ordnungstypus 1 ) 
jeder diesem Teilsysteme angehorenden geordneten Menge bezeiehnen. Es 
haben zwei geordnete Mengen dann und nur dann denselben Ordnungs- 
typus, wenn sie ahnlich sind. Wir bezeiehnen Ordnungstypen mit kleinen 
grieehiscben Buehstaben. Ist a der Ordnungstypus von A, so wird der 
Ordnungstypus der Inversen A* mi t a* bezeicb.net (der zu cc inverse 
Ord mmgstypus). 

Ahnliche Mengen sind aueb Equivalent; Mengen von gleicbem Ordnungs- 
typus oc haben also aueh gleiehe Maehtigkeit: man nennt sie :die Macbtig- 
keit des Ordnungstypus a- Die Ordnungstypen abzahlbarer Mengen 
heiBen auch abzahlbare Orchiungstypen. 

Seien A und B zwei geordnete endliehe Mengen gleicher Kardinalzahl n. 
Sie seien gegeben durcli a 1 << a 2 -< . .. -< a n , bzw. -< 6 2 << .. . << b n . 
Ordnet man a x und b z einander zu (i = 1, 2, n), so sieht man, daB 

A und B ahnlich sind. Also: a lie geordneten endlichen Mengen gleicher 
Kardinalzahl haben denselben Ordnungstypus. Er kann also, ohne daB 
MiS verstandnisse zu befiirchten wa-ren, mit demselben Symbole n be- 
zeichnet werden, wie diese Kardinalzahl 2 ). Eiir unendlicbe Mengen trifft 
dies, wie wir sogleieh an mannigfaehen Beispielen sehen werden, nieht zu. 

Hat eine Menge vom Ordnungstypus oc ein erstes (letztes) Element, so 
gilt dies von alien solchen Mengen; wir sagen dann: a ist ein Ordnungs¬ 
typus mit erstem (letztem) Element. Analog bezeiehnen wir den 
Ordnungstypus einer dieht geordneten Menge als einen dichten Ord- 
nungstvpus. 

Den Ordnungstypus der Menge der der GroBe nach geordneten naturlichen 
Zahlen bezeiehnen wir mit m. Es ist ein Typus mit erstem, aber ohne letztes 

1 ) Als „Ordiualza,liIen tc werden nur spezielle Ordnungstypen bezeietmet (§ 7, 3). 

2 ) Insbesondere sehreiben wir der leeren Menge den Ordnungstypus 0, den aus 
einem einzigen Element bestehenden Mengen den Ordnungstypus 1 zu. 
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Element. Sein inverser co* 1st umgekehrt ein Typus mit letztem, ohne erstes 
Element. Also ist co* =|= co. Hier haben wir schon ein Eeispiel zweier ver- 
seliiedener Ordnungstypen gleicher Machtigkeit. 

3. Addition von Ordnungstypen. Was die Verkniipfungen von 

Ordnungstypen anlangt, so begniigen wir uns 3 die Addition zweier (und 
damit endlich vieler) Ordnungstypen zu definieren. Seien A und B fremde, 
geordnete Mengen mit den Ordnungstypen a und /?. Wir mac ben A -f- B 
zu einer geordneten Menge dureh die Vorsehrift: ist a e A, a' £ A und 
a a' in A so soil auch a in i -f- -B sein; analog fur b s B, b' e B~ 

Ist bingegen a e A, b e B, so soli a << b in A -f B sein. Enter oc -~f- {$ ver- 
stehen wir den Ordnungstypus der so geordneten Menge A -f- JB. (Das ist 
eine zulassige definition, da bei dieser Ordnung der Summenmenge aus 
A =* A', B ^ B' folgt: A — B =« A' — B'). Diese Addition ist offenbar 
assoziativ; sie ist aber nicbt kommutativ. Z. E. ist offenbar 1 -f- co = co* 
wahrend co ~r I ein Ordnungstypus mit letztem Element, also =#= co ist. 
Wir bemerken noeh, daB co* - f- co der Ordnungstypus der Menge der der 
GroBe nach geordneten ganzen Zahlen 0) ist. 

4. Der Ordnungstypus Wir baben in co, co*, co -3-1, co* -J- ct> vier 
Eeispiele verscbiedener abzahlbarer Ordnungstypen vor uns. Ein weiteres 
Eeispiel liefert der Ordnungstypus rj der Menge der der GroBe nacb geord¬ 
neten rationalen Zahlen; er ist ein Tvpus ohne erstes und letztes Element 
und, zum TTnterschiede von den eben genannten, dicht. Ourch diese Eigen- 
sehaften ist r\ vollig charakterisiert; denn es gilt: 

6*4*1. r] ist der einzige abzahlbare, dicTite Ordnungstypus ohne erstes und 
letztes Element. 

Seien in der Tat A und B geordnete Mengen, beide abzahlbar, dicht ge- 
ordnet, ohne erstes und letztes Element; wir haben zu zeigen: A ^ JB- Da 
die Mengen A und B abzahlbar unendlich sind, konnen ihre Elemente den 
naturlicben Zahlen zugeordnet werden 1 ): 

(4) > a 2 .5 fl 3 J • • * > Q n! * * * 

(4*1) b t , b t9 b 3 b n ,... 

Em eine ahnliche AbbOdung von A auf B herzustellen, bilden wir % auf b x ah, 
und setzen == a 1 , b ± = b 1 ; sodann bilden wir b 2 — 6 2 auf das in der Folge 
(4) zuerst kommende Element a 2 ab, das zu u 1 dieselbe Ordnungsbeziehnng 

1 ) Die gegebene Or dnun g der Elemente in A und B ist nattirlicb eine ganz andexe 
als in (4) and (4*1). 
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hat, wie b 2 zu b 1 (d. h. a 2 < a 1 , wenn 6 2 < 6 1 : a 2 > a 1 , wenn 6 2 > b 1 ); so- 
dann bezeiehnen wir mit a 3 das in (4) zuerst kommende, von a 1 and a 2 ver- 
schiedene Element, und bilden es auf das in (4-1) zuerst kommende Ele¬ 
ment b 3 ab, das zu 6 1 und b 2 dieselben Ordnnngsbeziehungen hat, wie a 3 
zu a 1 und a 2 (6 3 < b 1 oder b 3 > , je nachdem a 3 < a 1 oder a 3 > a 1 ; 6 3 << 6 2 

oder b 3 > 6 2 , je nachdem a 3 < a 2 oder a 3 > a 2 ). Sodann bezeiehnen wir mit 
b 1 das in (4-1) znerst kommende, von b 1 , 6 2 , 6 3 versehiedene Element, und 
bilden es anf das in (4) zuerst kommende Element a 4 ab, das zu a 1 , a 2 , a 3 
dieselben Ordnnngsbeziehungen hat, wie 6 4 zu ft 1 , 6 2 , b 3 , usf. (wobei i mm er 
abwechselnd von (4) und (4-1) auszugeben ist); dieses Verfahren ist unbe- 
grenzt fortsetzbar, weil es in A und B kein erstes und letztes Element gibt 
und zwisehen je zwei Elementen immer noeli andere begen. So erhalten wir 
tatsachlich eine ahnliche Abbildung von A auf JB, d. k. A =« JB, w. z. b. w. 

In 0*4-1 ist enthalten: 

6-4*11. Die 21 enge der der Grope Tiach. geordneten raticnalen Zahlen eines 
offenen Inter voiles (ebier ojfenen Halbgeraden) hat den Ordnungstypus tj. 

6*4*12. Die Jlenge der der Grofie nach geordneten endlichen Systembriiche 
=f= O der Grundzakl g hat den Ordnungstypus p. 

6-4*2. In einer Jlenge B vom Ordnungstypus ?j gibt es zu jedem abzahl- 
baren Ordnungstypus a einen Teil B' vom Ordnungstypus oc. 

Dies ist trivial, wenn a ein endlieker Ordnungstypus. Wir nehmen also 
sogleieh an, a sei ein abzahlbar unendlicher Ordnungstypus. Sei A eine 
Menge vom Ordnungstypus a. Seien wieder (4) und (4*1) die Elemente 
von -4 und B. Wir setzen b x — b 1 , bezeiehnen sodann mit 6 2 das in (4*1) 
zuerst kommende Element, das zu b 1 dieselbe Ordnungsbeziehung bat, 
wie a 2 zu a 1 : sodann mit b 3 das in (4-1) zuerst kommende Element, das 
zu 6 1 und b 2 dieselben Ordnungsbeziehungen hat, wie a 3 zu % und a 2 usf. 
Der von den Elementen 6 1 , b 2 , , b v , . . . gebildete Teil B r von B hat 

dann den Ordnungstypus a. 

Aus 0*4*2 folgt: 

6*4*21. Ist a ein abzd hi barer Ordnungstypus , so gibt es eine Menge ratio - 
Tialer Zahlen, die — der Grofie nach geordnet — den Ordnungstypus a hat. 

5. Der Ordnungstypus a. Sei A eine geordnete Menge ; ist A = A' -f A", 
D ZZ -1* A' A" — A, A' < A", so heiBt das Paar (A.', A") ein 

Sehnitt in A. Gibt es weder in A' ein letztes, nock in A" ein erstes Element, 
so heiBt der Sehnitt ein Luckenschnitt in A. Eine dicht geordnete Menge, 
in der es keine X.iickenschnitte gibt, heiBt stetig geordnet, ihr Ordnungs¬ 
typus heiBt ein stetiger Ordnungstypus. Die Menge der (der Grofie 
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naeh georclneten) reellen Zahlen, ebenso jede (abgeschlossene, offene) Halb- 
gerade, jedes (abgescblossene, offene, halboffene) Interval! sind stetig ge- 
ordnete Mengen. 

Den Ordmingstypu s der Menge der der GroBe naeh geordneten reellen 
Zahlen nennen wir a. 

6-5*1. Jede stetig geordnete Menge A ohne erstes und leiztes Element, die 
einen abzahlbar unendlicken, in A dicht geordneten Beil 3 hat , hat den Ord- 
mingsty'pns Z, u?id es gibt eine ahnlicke Abbildung von A auf die Menge der 
reellen Zahlen , durch die die Menge 3 auf die Menge der rationalen Zahlen 
abgebildet wird. 

Sei X die (der GroBe naeh geordnete) Menge der reellen Zahlen; wir 
ha-ben zn zeigen A X. Da es offenbar in 3 kein erstes and kein letztes 
Element gibt, hat 3 naeh 6-4-1 den Ordnungstypus g ; es gibt also eine 
ahnliehe Abbildung / der Menge JR der rationalen Zahlen anf B ; das dabei 
der rationalen Zahl r entsprechende Element von 3 heiBe b r . Sei mm x 
eine beliebige reelle Zahl mnd R x die Menge aller rationalen Zahlen < x, R'f 
die Menge aller rationalen Zahlen ^ x, nnd seien B x und B" die durch die 
Abbildung / aus R' x und JR" hervorgehenden Teile von B. Wir bezeiehnen 
nun mit A! x die Menge aller a s A, zu denen es ein b s JB' X mit a b gibt, nnd 
setzen A" — A — A' x ; darn ist A' x A" und B' x ^ A' x , B" GJ A", also 

2D A, A x 2D -1 ? somit ist (A' x , A") ein Schnitt in A. Da es nacb Definition 
zu jedem as A' x ein b e B' x mit a «< b gibt und B' x CJ A' x ist, gibt es in A' x kein 
letztes Element, und weil A stetig geordnet, gibt es somit in A'f ein erstes 
Element ; wir bezeiehnen es mit a x und ordnen es der Zahl x zu. Dadurch 
ist eine Abbildung g vonX auf einen Teil A* von A definiert: g (x) = a x ; 
offenbar ist g (r) = b r fur alle rationalen r; die Abbildung g bildet also 
die Menge der rationalen Zahlen auf 3 ah. Wir zeigen, dafi die 
Abbildung g ahnlich ist. Sei x 1 s X, x 2 e X, x x <C x 2 ; dann gibt es ein 
r e R , so daB x, < r < ^ : dann ist r e JR” R' , also b r s B'' 3' , also auch 
b r e A Xi ; mithin gilt a Xj b r , ct x *J> b r , also a Xx -< a Xa , d. h. die Ab- 
bildung g von X auf A* ist ahnlich: A*^ X. Wir habenalso nurmehr zu 
zeigen, da B A* — A, und da A* Q A, geniigt es zu zeigen, daB A £= A*. Sei 
as A, und sei 3' die Menge aller b e 3 mit b <Ja und B" =3 — 3 '; da a 
weder erstes noch letztes Element von A, und B dicht geordnet in A, ist 
B r 3 A, B" 2D A, und in 3' gibt es kein letztes Element; seien R f und R" 
die vermoge der Abbildung / den Mengen JB' und 3" entspreehenden Teile 
von R; dann gibt es in R' kein letztes Element, und {JR', JR") ist ein Schnitt 
in R; es gibt also eine reelle Zahl x, so daB x > r fur alle r s R' und x ^ r 
fur alle re JR"; also ist R' = R' x , R" — R x , also aucb 3' = B' x , 3" — 3". 
Daraus aber folgt a = a x : denn ware a << a^, so gabe es ein be B, so daB 

Hahn. Seelle Funktionen. 3 
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a <6 < a x , dann aber ware b s B" B' x (= B" B'), was unmdglich, und 
ebenso sieht man, daB nicht a x cl sein kann. Also ist <x> = a x und mithin 
a s A*. Aus a s A folgt also a s A*, d. 3a. es 1st A £ A*, w. z. b. w. 

Aus €-5*1 folgt: 

6- 5-11- Die Menge der der Grope nock geordneten Zahlen einer offenen 
Halbge raden , e tries offenen Iniervalles hat den Ordnungstypus X. 

Literatnr zu § 6: wie zu §4. Ferner: C. Kuratowski, Fund. matb. 2 (1921) 
S. 161; W. Sierpiixski, Fund. math. 2 (1921) S. 199; A. Fraenkel, Fund, 
math. 7 (1925) S. 308; Journ. f. Math. 155 (1926) S. 129; E. V. Huntington, 
Ann. of Math. (2) 6 (1905) S. 151; (2) 7 (1906) S. 15. 

§ 7. Hie wohlgeortaeten Mengen. 

1. Wohlgeordnete Mengen. Fine geordnete Menge heiBt wohlge- 
ordnet, wean jeder ihrer nieht leeren Teile ein arstes Element hat. 
Hie leere Menge, jede geordnete endliche Menge, jede Menge vom Ord- 
nungstypus co ist wohlgeordnet; hingegen ist eine Menge vom Ordnungs¬ 
typus co*, co* A co, 7} nicht wohlgeordnet. Ans der Definition folgt an- 
mittelbar: 

7- 1-1. Jeder Teil einer wohl geordneten Me'tige ist wohlgeordnet. 

7-1-2. Ist A wohlgeordnet , a s A, und gibt es ein b s A, so dap a << 5, so 
gibt es in A ein unmittelbar auf a folgendes Element. 

Denn die Menge der anf a folgenden Elemente bildet einen nicht leeren 
Teil von A , der somit ein erstes Element besitzt. 

7-1-21. Ist A wohlgeordnet , A' CJ A, und gibt es ein b e A, so dap A' 
so gibt es in A ein unmittelbar auf A' folgendes Element. 

Denn die Menge der auf A* folgenden Elemente von A ist nicht leer, be¬ 
sitzt somit ein erstes Element. 

7*1*3. 1st die wohlgeordnete Menge A dhnlich abgebildet auf einen Hirer 
Teile , und ist dabei a f das Bild von a, so Tcann nicht a' a sein . 

Denn angenommen, es gabe ein as A, fur dessen Bild a,' a gilt. Die 
Menge A* aller solchen a ist dann nicht leer, besitzt also ein erstes Ele¬ 
ment a 0 1 fiir das Bild von a 0 gilt dann: a' Q << a 0 ; daraus folgt fiir das 
Bild a' 0 von a' Q (wegen der Ahnlichkeit der Abbildung): a' 0 ' a' Q . Es ware 
also auch a^sA*, im Widerspruche damit, daB a 0 erstes Element von A* 
und a^ << a 0 . 

7*1-4. Damit die Menge A wohlgeordnet sei , ist notwendig und hinreichend , 
dap es in ihr Jceine Folge ((«„)) von Elementen mil -< a n gebe. 

Notwendig: Gibt es in A eine solche Folge ((a n )), so bilden die Elemente 
a n einen Teil von A ohne erstes Element. Hinreichend; Ist A nicht wohl- 
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geordnet, so gibt es eine Menge A' ohne erstes Element, so daB A A' g A. 
1st a A', so gibt es daim ein a 2 £ A', so daB a 2 a-^ , sod aim ein a 3 s A 
so daB a 3 << a 2 usf. 

2 . Absehnitte. 1st A wohlgeordnet nnd ae A, so heiBt der durch x a 
definierte Tell von A der Abschnitt von a (in A), in Zeiehen A (a). 1st 
a' <^a 3 also a ' s A (a), so ist der Abschnitt von a ' in A (a) gleichzeitig der 
Abschnitt von a' in A. Ist a das erste Element von A, so ist A (a) — A. 

7-2*1. Eine wohlgeordneie Menge ist heinem Hirer Abschnitte ahnlich. 

Denn bei einer ahnliehen Abbildung von A auf A (a) wiirde a anf ein 
Element a' £ A (a) abgebildet, es ware also a'<^a, entgegen 7* 1*3. 

7-2-11. Zvcei verschiedene Abschnitte einer wohlgeordneten Menge sind nickt 
ahnlich. 

Denn sind A ( a) 3 A ( a ') Abschnitte von A, und ist a'<< a, so ist A (a') 
Abschnitt von A (a), nnd die Bebauptung folgt aus 7-2-1. 

7-2-2. Sind A und B ivokIgeordnet, und gibt es zu jedem Abschnitte von A 
einen ahnliehen Abschnitt von B und umgehehrt , so ist A ^ B. 

Naeh 7-2-11 gibt es zu jedem Abschnitte von A aneh nur einen ahn- 
lichen Abschnitt von B nnd nmgekehrt. Ordnen wir also ein Element a e A 
nnd ein Element be B einander zu, wenn A (a) ^ B (6), so ist dies eine 
eineindeutige Abbildung von A auf B. Es ist noch zu zeigen, daB diese Ab- 
bildung ahnlich ist, d. h. wir haben zu zeigen: Ist A (a)=« B (b ), A (a ') 
^B(b') und a'a , so ist auch b'<j b. Dad (a) B {b) und a'<j a, gihfc es 
ein b" £ B (b), so daB A (a')=^ B (b") ; weil auch A (a') ^ B ( b') 3 ist dann 
B (b")^B (ib ') , also nach 7-2-11: b" = b'; wegen b" e B (b) ist b"<b , also 
auch b , w. z. b. w. 

7-2-21- tSind A und B wohlgeordnet und gibt es in A einen Abschnitt, 
der heinem Abschnitte von B ahnlich ist , so ist B ahnlich einem Ab¬ 
schnitte von A. 

Xach Annahme ist die ZMengeA* alter a s A, zu deren Abschnitte A (a) 
es keinen ahnliehen Absc hni tt von B gibt, A ; da A wohlgeordnet, ent- 
halt A* ein erstes Element a *. Zu jedem Abschnitte von A (a*) gibt es nun 
einen ahnliehen Abschnitt von B. Wir zeigen, daB es auch umgekehrt zu 
jedem Abschnitte von B einen ahnliehen Abschnitt von A (a*) gibt. Anderen¬ 
tails gabe es unter den Elementen b £ B, deren Abschnitt B ( b ) keinem 
Abschnitte von A (a*) ahnli ch ist, ein erstes b*; ist dann be B und b b* } so 
ist auch B ( b) keinem Abschnitte von A (a*) ahnlich ; die den Absehnitten von 
A ( a *) ahnliehen Abschnitte von B sind also auch Abschnitte von B (5*), und 
es ist somit jeder Abschnitt von A {a*) ahnlich einem Abschnitt von B (b*), 

3 * 
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jeder Abschnitt von B (b*) ahnlich einem Abschnitte von A (a*); nach 7-2-2 
ay are aber clann A (a*) z*£(b*), entgegen der Definition von a*. — Es ist also 
jeder Abschnitt von B ahnlich einem Abschnitte von A {&*), und da auch 
jeder Abschnitt von A (a*) ahnlich einem Abschnitte von B war, ist nach 
7-2-2 A (a*')s** B, wie behauptet. 

7-2-3. Sind A und B wok Igeordnet, so trifft eine und nur erne der dreifol - 
genden MoglickJceiten zu : 1. A ^ B ; 2. B ist ahnlich einem Abschnitte von A ; 
3. A ist ahnlich einem Abschnitte von B. 

Denn entweder gibt es zu jedem Abschnitte von A einen ahnlichen Ab¬ 
schnitt von B und umgekehrt, damn ist B nach 7-2-2; oder es gibt 
in A einen Abschnitt, der keinern Abschnitt von B ahnlich ist, dami ist B 
ahnlich einem Abschnitte von A nach 7-2-21; oder es gibt in B einen 
Abschnitt, der keinem Abschnitt von A ahnlich ist, dann ist nach 7-2-21 
A ahnlich einem Abschnitte von B. — Und daB nur eine der drei Mog- 
lichkeiten 1., 2., 3. eintreten kann, folgt aus 7-2-1. 

3. Ordinalzahlen. Die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen 
werden als Ordinalzahlen bezeiehnet. Die Ordnnngstypen 0, 1, 2, . . . , 
n f . . . der geordneten endlichen Mengen, der Ordnungstypus co sind also 
Ordinalzahlen (nicht aber oj*, co* -4- co, r>, ?J). 

Die Summe zweier Ordinalzahlen ist eine Ordinalzahl; denn sind A und B 
fremde wohlgeordnete Mengen, und ordnet man A~\- B, wie dies bei der 
Definition der Summe zweier Ordnnngstypen (§ 6, 3) geschah, so ist auch 
A ~ B wohlgeordnet. 

Seien sc und die Ordinalzahlen der wohlgeordneten Mengen A und B; 
wir definieren: ccC p (oder a), wenn A ahnlich einem Abschnitte von B. 
Xach 7-2-3 gilt dann fiir je zwei Ordinalzahlen a, ft eine und nur eine der 
drei Relationen a = ft, a. <L ft < a, und aus jS <y folgt a+j9<a -f- y. 
Offenbar ist die Relation <C transitiv. Damit sind die Or dinalzahl en der 
GroBe nach geordnet. Auf Grund dieser Definition ist 0 die kleinste Or¬ 
dinalzahl. co die kleinste nicht endliche (transfinite) Ordinalzahl Es be- 
deutet im folgenden stets W(ol) die (der GroBe nach geordnete) Menge aller 
Ordinalzahlen, die < oc sind. 

7-3-1* Ist ol eine Ordinalzahl , so ist die der Grope nach geordnete Menge W(oc) 
aller Ordinalzahlen £ < a wohlgeordnet , und es ist a die Ordinalzahl von 
IF(a) 1 ). 

x ) Dieser Satz besagt, daB die (endlichen und transfiniten) Ordinalzahlen <C a 
ebenso zum ,,Numerieren** der Elemente einer wohlgeordneten Menge der Ordinal¬ 
zahl a verwendet werden konnen, wie die endlichen Ordinalzahlen 0 , 1, 2, • * n — 1 
zum Numerieren der Elemente einer Menge von n Elementen. 
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Sei in der Tat A eine wohlgeordnete Menge der Ordinalzahl a; nach Defi¬ 
nition der Relation < gibt es dann zu jedem £ e W (a) ein (und nach. 7*2-11 
mir ein) as A, dessen Absehnitt A (a) die Ordinalzahl £ hat. Ordnen wir 
jedem £ e W( a) dieses Element a von A zu, so haben wir eine ahnliche 
Abbildung von TF(a) auf A, d. h. auch TT(a) hat die Ordinalzahl a. 

7*3-2. Jede Menge der Grofie nach geordneter OrdinaIzahlen ist wohlgeordnet. 

Sei in der Tat M eine Menge von Ordinalzahlen und A CZ 31' £= 31 ; wir 
haben zu zeigen: unter den Ordinalzahlen £ e M' gibt es eine kleinste. 
Sei a s M' : ist dann a nicht selbst kleinste in 31' , so ist 31' IT(a) und 
nach 7*3*1 und 7*1*1 wohlgeordnet ; also gibt es in M r W(cc) eine kleinste 
Ordinalzahl, die auch kleinste in 31' ist. 

7*3*3. Ist A wohlgeordnet , A' ^ A, und sind <x, cl' die Ordinalzahlen von 
A, A', so ist cl ' ^ cc. 

In der Tat, ware a/ > a, so gabe es eine ahnliche Abbildung von A auf 
einen Absehnitt A' (a) von A'; bei dieser Abbildung wiirde das Element 
a von A abgebildet auf ein Element a' von A' ( a ) ; es ware also a' << a, ent- 
gegen 7*1*3. 

7*3*1. Zu jeder Ordinalzahl cl gibt es eine unmittelbar folgende, ndmlich 

&■ -f 1. 

Xaeh 7*3*1 hat die Menge W (x) die Ordinalzahl x. Die Menge V, die 
aus W (a) dureh Hinzufiigung von a entsteht, hat daher, der GroBe nach 
geordnet, die Ordinalzahl a -j- 1 (§ 6, 3). Da W (x) ein Absehnitt von V ist, 
ist a < a + 1- Da jeder Absehnitt von Y entweder W (a) oder ein Ab- 
schnitt von W (a) ist, ist jede Ordinalzahl, die <C x + 1 ist, auch ^ cl. Also 
folgt a A 1 unmittelbar auf x. 

7-3*41- Zu jeder Menge A von Ordinalzahlen gibt es eine unmittelbar 
folgende 1 ). 

Die Menge B — S (TT(a) -j-{a}) ist wohlgeordnet, nach 7*3*2. Sei {$ die 

ace A 

Ordinalzahl von B ; wir behaupten: es ist die gesuchte. In der Tat, ist ocsA, 
so ist TT(a) ein Absehnitt von B, also nach 7*3*1 :cl Wir haben noch zu 

zeigen: ist /I, so gibt es ein cr.s A, so daB a. Sei also dann 

ist die Ordinalzahl eines Abschnittes B (£) von B. Xach Definition von 
B gibt es ein cls A, so daB £s TF(x) -f {a}, und mithin £ ^ cc; wegen 
is TF(a) {a} und W (a) H-{x} S & folgt aus £' < £ auch £' sB; also ist 
B (A) = IT (£), sornit nach 7*3*1: (d r = £; wegen £ A cl ist also auch 
ft' ^ a, w. z. b. w. 

1 ) Daraus folgt, daB es eine ,,Menge aller Ordinalzahlen 4 ‘ nicht geben kann. 
Anders gesproehen: kein Grand bereieh (§1,2) kann alle Ordinalzahlen enthalten. 
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Die Satze 7*3-1, 7-3-4: lehren, wie man sukzessive immer groBere 

Ordinalzahlen bilden kann, ohne dabei jemals eine auszulassen. Sei M die 
Menge der bereits gebildeten Ordinalzahlen, wobei keine ausgelassen sei 
(d. b. ist /z e AT, und £ < fx, so auch £ e M). Die nachstfolgende ist dann 
nach 7-3-1 nichts anderes als die Ordinalzahl von M. Die erste auf alle 
endlichen Ordinalzablen folgende ist co. Die naehstfolgenden sind co + 1, 
c ,j __ 2, . co 4- n, . , .; die auf alle diese folgende Ordinalzabl wird mit 

co . 2 bezeich.net; es folgen co . 2 4- 1, co . 2 -j- 2, . . . co . 2 -f- n, . . die 
nachstfolgende wird mit oo . 3 bezeichnet usf. Man gelangt so zu Ordinal- 
zahlen der Porm co . Jc -j- n. Die anf alle diese folgende wird mit co 2 bezeich¬ 
net-, und man kommt so zu Ordinalzablen der Form co 1 . a 0 -j- co 2-1 . a x 4~ . * . 
-r co . -f- <z z , wo <2 0 , a ^,. . . , cz z endliche Ordinalzahlen bedeuten. Die 

auf alle diese folgende wird mit cd° bezeichnet. Maher wollen wir auf die 
Bezeichnungsweise und die Arithmetik der Ordinalzablen nicbt eingehen. 

Wir unterscheiden die Ordinalzahlen in isolierte Zahlen und Grenz- 
zahlen. Isolierte Zahlen sind alle diejenigen, zu denen es eine unmittelbar 
vorhergebende gibt (also alle endbeben Zahlen #= 0, ferner z. B. co -f- 1, 
co -f- 2, usw.), Grenzzablen sind alle iibrigen (z. B. 0, co, co . 2, co 2 , co®). 
1st a eine isolierte Zahl, so bezeichnen wir die unmittelbar vorhergebende 
mit a — 1. 

4. Transfmite Indnktion. Dieselbe Rolle, die in der Reihe der natiir- 
lichen Zahlen der Satz von der ,,vollstandigen Induktion* c (der ,,SchluB 
von 7i auf 7i d- l cs ) spielt, spielt in der Behre von den transfiniten Oxdinal- 
zahlen der Satz von der transfiniten Induktion: 

7*4*1. Seien a 0 <C a x zvoei Ordinalzahlen und M eine Menge von OrdinaX- 
zahlen mit folgenden Eigenschaften: 1. oc 0 e M; 2. ist £ & M fur oc 0 ^ £ C a 
< a 1? so ist auch a £ M. Dann gilt a e M fur a 0 ^ a < a x . 

Angenommen in der Tat, es gabe eine Ordinalzahl so daB a 0 ^ fi C a x 
und @ e M. In der woblgeordneten Menge aber der TTngleiehung oc 0 ^ £ 

j3 geniigenden Ordinalzahlen mit £ ~ s M. niuB es dann eine kleinste /? 0 
geben; wegen 1. ist > a 0 ; nun gilt £ e M fur a 0 ^ ; wegen 2. miiBte 

also auch @ 0 e M gel ten, entgegen der Definition von /3 0 . 

Offenbar kann 7-4-1 auch in folgender Form ausgesprocben werden: 

7-4-11. Seien a 0 <C a x ztoei Ordinalzahlen und M eine Menge von Ordinal- 
zahlen mit folgenden Eigenschaften: 1. cc 0 sM; 2. ist a eine isolierte Zahl 

> a o nnd < und ist cc — Is M. so ist auch a e M\ 3 . ist a eine Grenzzahl 

> a o und c a.j und ist £ e M fur a 0 ^ £ < a, so issf auch a e If. Dann gilt 
cle M fitr a 0 ^ a < a x . 

Auf 7-4*1 beruht der Beweis durch transfinite Induktion: 
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7*4*12. Urn zu betceisen, daft ein von einer beliebigen OrdinalzaM a 
handelnder Satz <p (a) fur jede OrdinalzaM x ^ x 0 gilt, geniigt es zu zeigen : 
I. 9 0*o) 2 ‘ 9 ilt 9 (£) f Ur oc 0 ^ < a, so gilt cp (a). 

Sei ft eine beliebige Ordinalzahl; man setze in 7-4-1 x x =/?-{- 1 und 
verstehe unter M die Menge aller der Ungleichung x 0 ^ x x genligenden 
Ordinalzahlen, fur die gp {£) gilt. Xac-h 7-4-1 ist dann (5 e M, d. b. cp (ft) 
gilt, w. z. b. w. 

Genau so erkennt man: Um ct a fiir jede Ordinalzahl a a 0 zu defi- 
nieren, geniigt es: 1. zu definieren, und 2. nnter der Annahme, sei 
fiir a 0 ^^<a schon definiert, zu definieren (Definition dureh trans- 

finite Induktion). 

ALs Beispiel beweisen wir durch transfinite Induktion: 

7*4-2- Jede Ordinalzahl a ist auf e ine und nur eine Weise in der Form dar- 
stellbar: cl — ?] -f- n, uo r f eine Grenzzahl und n eine endlicke Ordinalzahl. 

1. Die Behauptung ist offenJkundig richtig fiir a — 0. 2. Angenommen 

die Behauptung sei richtig fiir alle £ < x. Ist dann x eine isolierte 
Zahl, so gilt sie fiir a — 1; d. h. a — 1 ist auf eine und nur eine Weise 
in der Form ?; -f -n darstellbar; dann aber ist + also 

ist auch a in der behaupteten Form darstellbar; und es kann keine zweite 
Darstellung dieser Form geben; denn aus x = rf -f- n r folgt zunachst 
n/ ;> 0, da a keine Grenzzahl; sodann folgt x — 1 = rf dr — I), also 
nach Annahme rf — r t , id — 1 == n, d. h. id = n 1. Ist hingegen x Grenz¬ 
zahl, so gibt es fiir x genau eine Darstellung der Form r] 4 - n, namlich 
Tj = x, n — 0. 

Auf Grund von 7-4*2 untersc-heiden wir die Ordinalzahlen x in gerade 
und ungerade, je naehdem in der Darstellung cl. — i] -j~ n von 7-4-2 
die endliche Ordinalzahl n gerade oder ungerade ist. Jede Grenzzahl ist 
dann eine gerade Zahl (n = 0). 

Lit eratur zu § 7: wie zu § 4. 


§ 8- Die Yergleichung der Maehtigkeiten. 

1. Der Wohlordnungssatz. Wir wollen nun zeigen, dab jede Menge 
aqui valent einer wohlgeordneten Menge ist. Sei A eine beliebige nicht leere 
Menge, 0£ das System ikrer nicht leeren Telle. Wir denken uns eine Auswahl 
aus (S gegeben {§ 2, 2), d. h. jedem nicht leeren Teile C von A sei eines 
seiner Elemente zugeordnet: es heiBe das ausgezeiehnete Element 
von C. Diese Auswahl aus denken wir uns im folgenden festgehalten. 
Mit W(f3) bezeichnen wir die Menge der Ordinalzahlen £ <C f3. Fine 
eineindeutige Abbildung von TF(/3) auf einen Teil B von A heiBe eine 
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ordinale Abbildung, werm sie folgende Eigenschaft bat: ist B% das Bild 
von W{£) (£ <fi), so ist das Bild a$ von £ das ausgezeiehnete Element von 
A — jB Am Das Element a e A heiBe ein ordinales Bild von £ , wenn es 
ein > £ and eine ordinale Abbildnng von W0) auf einen Teil von A gibt, 
bei der a das Bild von £ ist. Daraus folgt unmittelbar: 

8*1*1* Besitzt die OrdinalzaJil £ ein ordinales Bild , so auch jede Ordinal - 
zaJkl < £. 

8*1*11* Zu einer OrdinalzaJil cc gibt es hochstens ein ordinales Bild . 

Wir beweisendas durcli transfinite Induktion (7.4*12). Die Bebauptung 
ist ricbtig fur oc — 0; denn bei jeder ordinalen Abbildnng von W{(3) (/? > 0) 
ist — zufolge Definition der ordinalen Abbildnng — das Bild ct 0 von 0 das 
ausgezeiehnete Element von A — A — A. Angenommen die Behanptung 
sei riehtig fiir alle £ < ct ; bezeiehnet dann B a die Menge der ordinalen Bilder 
aller £ < a, so muB bei jeder ordinalen Abbildung von W{[$) (/3 >- a) das 
Bild < 2 a von a das ausgezeiehnete Element von A — B a sein. 

8*1*12- 1st a. 4= ad und sind a a , a a , ordinale Bilder von a bzw. cd, so ist 
auch a a #= a a ,. 

Sei etwa od>a :: da ad ein ordinales Bild besitzt, gibt es ein f3>cd 
nnd eine ordinale Abbildnng von W{/3), bei der a a , Bild von ad ist. Wegen 
a. < ad </9 und wegen 8-1*11 ist bei dieser Abbildnng a a Bild von a; nnd 
da jede ordinale Abbildnng eineindeutig ist, folgt die Behanptung. 

8*1*13. Jedes Element von A ist ordinales Bild einer OrdinalzaJil . 

Sei M die Menge der Ordinalzablen, die ein ordinales Bild besitzen; nach 
7*3*41 gibt es eine auf M unmittelbar folgende Ordinalzahl y. ISTach 8-1-1 
und 8-1-11 bat jede Ordi n alzahl £ <Ly ein und nnr ein ordinales Bild a $ . 
Oxdnen wir jedem £ < y sein ordinales Bild zu, so ist dadurcb. eine 
nacb S-l-12 eineindeutige Abbildung von W (y) anf einen Teil A* von 
A gegeben, die offenbar eine ordinale Abbildnng ist. Wir haben zu 
zeigen: A — A* — A. Ware A — A* A, so gabe es ein ansgezeichnetes 
Element a* von A — A*. Ordnen wir nun jeder Ordinalzahl £ < y ihr 
ordinales Bild a^ nnd der Ordinalzahl y das Element a* zu, so hatten 
wir eine ordinale Abbildung von W (y - f- 1) auf A* -f {a*}, nnd es ware 
somit a * ordinales Bild von y, entgegen der Definition von y. Also ist 
A — A* =s A, w. z. b. w. 

8*1*2. Zu jeder Menge A gibt es eine dquivalente wohlgeordnete Menge. 

Sei wieder y die kleinste Ordinalzahl, die kein ordinales Bild besitzt. Ord¬ 
nen wir jeder Ordinalzahl £ <Zy ibr ordinales Bild zn, so ist dies nacb 
8-1-13 eine Abbildnng von W ( y ) anf A, die nacb 8-1.12 eineindeutig 
ist; also ist A ~ W (y); da W (y) nacb 7-3.1 wohlgeordnet ist, ist 8-1*2 
bewiesen. 
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Damit ist aueh gezeigt; 

8*1*21. Ist A eine beliebige Menge, so gibt es eine OrdinalzaM y, so daft die 
Elemente von A mit (£ C y) bezeichneb werden konnen. 

Man driiekt die Satze S-l-2 , 8 * 1-21 oft kurz so aus: Jede Menge A 
kann wohlgeordnet werden. 

Literatur: Der Satz, daB jede Menge wohlgeordnet werden. kann, war von 
G. Cant or vermntet worden; er wurde zuerst bevriesen von E. Zermelo, Math. 
Ann. 59 (1904) S. 514; 65 (1908) S. 107. 

2 . Yergleichung von Machtigkeiten. Um zwei Machtigkeiten ihrer 
GroBe nach vergleichen zu konnen, beweisen wir zunachst den Satz: 

8*2*1. 1st A 2 B 2 Cf und A ~ C, so ist auch A ~ B. 

Nach S-l-2 gibt es eine zu A aquivalente wohlgeordnete Menge A'; 
bei einer eineindentigerL Abbildung von A auf A' gehen B und G liber in 
Mengen B r und C\ fiir die gilt: A r 2 B' 2 C' und A' ~ O'% und da A ~ A\ 
B ~ B' y geniigt es, zu zeigen: A' ~ B r . Sehreiben wir wieder A, B, C statt 
A', B f , G r , so konnen wir also von vornherein A als wohlgeord.net an- 
nehmen; nach 7-1-1 sind dann auch B und C wohlgeordnet. Ware die 
Behauptung nieht richtig, so gabe es nach 7-3-2 unter den wohlgeordneten 
Mengen A, fiir die sie nicht gilt, eine solche von kleinstmoglicher Ordinal- 
zahl a. Sind /3, y die Ordinalzahlen von B und C, so ist nach 7-3-3 y ^ p 
<; a. Da A ~C, gibt es eine eineindeutige Abbildung von A auf O; 
sie fxihre B liber in B* und C in C *; dann ist B — B *, C^~C* 7 und aus 
A 2 B 2 C folgt: G 2 2 '» jedoch kann nicht O ~~ B* sein, da aus 

C — B*, C — A, B ~ B* folgen wlirde: A ~ B, entgegen der Annahme. Es 
ist also C^B*^.C*,C‘ — C* s aber nicht C-^B*; zufolge der Definition 
von a als der kleinstmoglichen Ordinalzahl, zu der es eine wohlgeordnete 
Menge gibt, fiir die die Behauptung nicht gilt, kann also nicht 
sein. Und da 7 war, ist y — — a, mithin B — 1, im Wider - 

spruch zur Annahme, daB fiir A die Behauptung nicht gilt. 

Nun folgt unmittelbar der , 7 AquivaIenzsatz Ci : 

8*2*11. 1st A dquivaleni einem Teile von B und B aqnivalent einem Teile 
von A, so ist A — B, 

Sei A ~~ B', B — A ', B f 2 B, A' 2 A . Eine eineindeutige Abbildung 
von A auf B r fiihrt dann A' liber in eine Menge B" 2 B', und es ist A' ~ B" 7 
also wegen B — A* auch B ~ B". Wir haben nun B 2 ■#' 2 B'\ B ~ B", 
also ist nach S- 2-1 B — JB' t und somit wegen A ~ B' auch A ~ B. 

Seien a und h zwei Machtigkeiten, A eine Menge der Maclitigkeit a, B eine 
Menge der Maclitigkeit b. Wir definieren 1 ) : a <6 (oder b >> a), wenn A 

1 ) Offenbar ist diese Definition unabhangig von der Wahl der Mengen, A und B. 
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aquivalent einem Teile von JB, aber nicht A ~ B. Dann besagt a ^ b: 
A ist aquivalent einem Teile von JB. Wir werden nun z eigen, daB die so 
definierte Relation <C den Forderungen geniigt, die man an den Begriif 
,,kleiner“ zu stellen hat. 

8*2*2. Zwischen zwei Machtigkeiten a, b gilt eine und nur eine der drei 
JRelationeni a — 6 , a < ft, a >» ft. 


Habe A die Machtigkeit a, B die Machtigkeit b. Ist dann A ~ B, so ist 
ct = b. Sei nun nicht A~B, also auch nicht a=b. Mach 8 - 1-2 gibt es 
wohlgeordnete Mengen A', B', so daB A' ~ A , B' ~ B . Mach 7 - 2-3 ist 
dann A' ahnlich (also auch aquivalent) einem Abschnitte von B\ oder B' 
ahnlich einem Abschnitte von A'. Im ersten Falle ist a ^ ft, also da nicht 
a = b ist: a < b ; ebenso ist im zweiten Falle b < a, d. h. a > ft. Damit ist 
gezeigt, daB mindestens eine der drei Relationen a = b, a < b, ct > b gilt. 
Wirzeigennun, daB nur eine gelten kann. DaB a = b und a eft (und ebenso 
a = b und a > ft) sich ausschlieBen, folgt unmittelbar aus der Definition. 
Es ist also nur mehr zu zeigen, daB a < ft und a > b sich ausschlieBen. 
Wurde sowohl a < B als auch a ft gelten, so ware A aquivalent e in em 
Teile von B und B aquivalent einem Teile von A; dann aber ware nach 
8 - 2-11 a = 6 , was unmoglich, denn a < ft und a = b sehlieBen sich aus. 

8-2*21. An* a < ft , ft < c folgt a < c . 

Seien A , B, C Mengen der Machtigkeiten a, ft, c. Aus a C ft, ft < c folgt 
dann: A ist aquivalent einem Teile B f von B, B ist aquivalent einem Teile 
C r von C; also ist auch A aquivalent einem Teile C" von C f . Wegen C” £ O' 
— C ist somit a c. Ware nun a = c , d. h. A ~ G, so ware wegen A ■—- C /f 
auch C — C", und aus C' r wurde nach 8 - 2-1 folgen C' ~C, 

afao wegen B ~ C' auch B~C , entgegen der Annahme ft < c . Es ist also 
meht a =c ; wegen a ^ c ist also a < c. 

Xun kann 5-1-5 so ausgesprochen werden: 

8*2-3. K 0 ist die kleinste unendliche {iransfinite) Machtigkeit . 

Feraer verscharft sich 4-8-5 zu: 

8-2-4. Fur jede Machtigkeit ft ist 2 6 ;> b. 


Sei B eine Menge der Machtigkeit & und © das System ihxer Teile; nach 
©die Machtigkeit 2 *. Indem man jedem bsB die Menge 

i f zu ° rdnet " Sleht man: £ ist aquivalent einem Teile von ©; also ist 
° ^ - • Aus 1-3-5 folgt also b < 2 B . 


■ ® ( 2 ). 2 X ist, verscharft sich nun auch die Ungleichung 


(2) 


»>» o- 
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Zufolge 8-1-2 bedeutet es keinerlei Einsehrankung, Venn wir uns beirn 
weiteren Studium der Machtigkeiten auf die Machtigkeiten wohlgeord- 
neter Mengen besehranken. 

Literatur: Der Aquivalenzsatz 8-2-11 wurde zuerst bewiesen von F. Bern¬ 
stein (ver5ffentlicht in IS. Borel, Legons sur la theorie des fonetions, Paris 1898, 
S. 103). Femer: Whitehea d-Eussell, Principia Mathematica I. ISTr. 73; 
S. Banach, Fund. math. 6 (1924=) S. 236; A. Lindenbaum u. A. Tarski, 
C. R. Vars. 19 (1926) S. 299. 

3. Zahlklassen, AnfangszaMen, die Alephs. Wir fassen alle trans- 
finiten Ordinalzahlen gleicher Machtigkeit in eine Zahlklasse zusammen. 
So gehdren co, co -j- n, co 2 , co" als Ordinalzahlen der Machtigkeit N 0 alle 
zur selben Zahlklasse, die wir mit Z 0 bezeichnen. Mach 7-3-2 gibt es in 
jeder Zahlklasse eine kleinste Ordinalzahl, sie heiBt die Anfangszahl 
dieser Zahlklasse; die Anfangszahl von Z 0 ist co. 1st £ eine Anfangszahl, 
so ist nach 7-3-2 die Menge A » aller Anfangszahlen <C £ wohigeordnet; 
ist a die Ordinalzahl dieser Menge, so schreiben wir £ = co*. Verschiedene 
Anfangszahlen erhalten so verschiedene Indizes a, und zwar die groBere 
Anfangszahl den groBeren Index. Da co die kleinste Anfangszahl ist, so ist 
in diesem Zusammenhange also co = co 0 zu schreiben. Die Zahlklasse, 
deren Anfangszahl co x ist, nennen wir Z a , die Machtigkeit jeder Ordinalzahl 
ans Z a nennen wir Anf diese Weise ist jeder transfiniten Machtigkeit 
eine Ordinalzahl als Index zugeordnet, und zwar der groBeren Machtigkeit 
der groBere Index. Als kleinste transfinite Machtigkeit ist die der abzahl- 
baren Mengen mit X 0 zu bezeichnen, wie wir es schon bisher getan haben. 

8*3*1. Zu jeder Machtigkeit gibt es eine Tidchstgroftere , namlich 

In der Tat, sei ft die auf alle Ordinalzahlen der Zahlklasse Z x unmittelbar 
folgende (7-3-41). Dann hat ft groBere Machtigkeit als 8 a , und als erste 
auf Z x folgende Ordinalzahl ist ft Anfangszahl, und zwar die auf co x unmittel¬ 
bar folgende Anfangszahl, also ft — co x + 1 . Also ist ihre Machtigkeit X aTl 
die auf K a unmittelbar folgende Machtigkeit. 

8*3*11. Zu jeder Menge von Machtigkeiten (yc e M) gibt es eine nachst - 
grofiere , namlich , icenn v die anj alle ju eM unmittelbar folgende Ordinal - 
zahl ist. 

In der Tat, sei 3 die auf S Z„ unmittelbar folgende Ordinalzahl. Wie bei 

fteM ** 

S-3-1 sieht man, daB ft die Anfangszahl co v ist, woraus die Behauptung folgt. 

Aus S-3-1 und 8-3-11 folgt nun durch transfinite Induktion, daB es zu 
jeder Ordinalzahl a eine Machtigkeit X a gibt. Die Skala der transfiniten 
Machtigkeiten beginnt also mit S 0 , , N 2 , .. .. Auf die Machtigkeiten 

(n natiirliche Zahl) folgt als naehste Machtigkeit dann usf. 
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8*3-2. ist die Maehtigkeit der Menge TF(co a ) alter OrdinalzaMen < co a . 

Denn diese Menge bat nach 7*3*1 die Ordinalzahl o> a , und cw a hat die 
Maehtigkeit K a . 

Da jede Maehtigkeit nnter den >$ a Yorkommt, so auch die Maehtigkeit 
^ des Kontinuums (§ 5, 2). Es ist aber nicht bekannt, welchen Index oc sie 
hat. G. Cantor hat vermutet, daB K — (Eontinuumhypothese). Diese 
Vermntung ist wegen § 5 (2) enthalten in der weitergehenden Vermutung, 
daB fur jedes oc gilt: = X a+1 - 

Liter at nr: Zur Kontintmmhypothese vgl. W. Sier piiiski, Fund. math. 5 
(1924) S. 177; D. Hilbert, Math. Ann. 95 (1926) S. 161. 

4. Die Zahlklasse Z 0 . Wir beweisen nun noeh einige Satze uber die 
Zahlklasse Z 0 der abzahlbar unendlichen Ordinalzahlen. 

8*4*1. Zu jeder abzaMbaren Menge A von Ordinalzahlen aus Z 0 gibt es eine 
Ordincdzahl P eZ 0 , die grower als alle oc s A ist . 

Das bedarf eines Beweises nur, wenn es in A keine groBte Ordinalzahl gibt 
(denn ist d groBte in A, so leistet p == oc -f- 1 das Verlangte). Sei (5 die un- 
mittelfoar auf S' W{oc) folgende Ordinalzahl. Dann ist W(B) = S W(a) 

a.e.A. cce A 

nach 5*1*31 als Smmne abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen abzahlbar, 
und da p nach 7*3*1 die Ordinalzahl von TF(/?), ist p e Z 0 ; offenbar ist 
P Z> oc fiir jedes a e A. 

Ist ((oc B )) eine wachsende Folge von Ordinalzahlen (a n <oc n+1 ), und ft 
die auf die Menge der a„ unmittelbar folgende Ordinalzahl, so schreiben wir 
kurz: 

P = lim oc n . 

Dann folgt aus 8*4*1: 

8-4*2. 1st ((x n )) eine wachsende Folge von Ordinalzahlen aus Z 0 , so ist auch 
lim oc n e Z Q . 

n 

Insbesondere: es gibt keine wachsende Folge ((oc n », so daB lim oc n = co 1 
ware (wo co* die Anfangszahl von Z ± bedeutet). Hingegen: ” 

8*4*21. Zu jeder Grenzzahl fi eZ 0 gibt es eine wachsende Folge ((oc n )), so dap 
p — lim oc n . 

n 

In der Tat, wegen P e Z 0 ist W (/3) abzahlbar, die samtlichen Zahlen <C P 
konnen also den natiirlichen Zahlen zugeordnet werden: fi x , /? 2 , . . . , pt n , . . . 
(doeh 1st dies natiirlieh i. a. nicht ihre Ordnung der GroBe nach). Da fi 
Grenzzahl, gibt es nnter den fi n keine groBte. Wir greifen nun aus der Folge 
der p n eine wachsende Teilfolge ((qc*)) heraus nach der Regel: „ 0 c 1 = p x ; sind 
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, ccg ,... 5 a* gefunden, so sei a <+1 die erste in der Folge ((/?„)) nach cc* kom- 
mende Zahl, die > a* ist. <c Dann ist offenhar /? = lim a *; denn ist y <C p, so 

i 

kommt y in ((/?„)) vor; sei etwa oq* das erste oq, das in ((/?„)) nach y kommt; 
dann ist nach dem Bildungsgesetz der cq notwendig oq* > y; keine Zahl 
y <C ft ist also >■ oq fiir alle i, d. h. ft — lim a f . 

i 

8*4*3* Isi erne cfer Grofte nach geord?iete Menge A reeller Zahlen wohlge- 
crd.net, so ist sie abzahlbar . 

Sei in der Tat a die Ordinalzahl von A. Dann gibt es eine ahnliche Ab- 
bildung von A auf W (a); ist x* dabei das Bild der Ordinalzahl ft, so ist 
Xp<CXp,, wenn ft < ft'. Die Intervalle (x^, Xp^) sind also zuje zweienfremd. 
Nach 5*1*42 gibt es ihrer also nur abzahlbar viele, somit ist auch A ab¬ 
zahlbar, Trie behauptet. 

DaB es umgekehrt zu jeder Ordinalzahl a e Z Q eine Menge reeller (ja sogar 
rationaler) Zahlen gibt, die der GroBe nach geordnet die Ordinalzahl cc hat, 
ist ein Spezialfall von 0*4-2. 

Urn zu einer Anwendung der Ordinalzahl zu gelangen, betrachten 
wir die Menge aller Folgen ((rii)) naturlieher Zahlen. Sei a = ((?q)), 
a/ = ((ri.)); wir definieren: a —a-, bzw. a < a', bzw. a>a' 9 wenn 

= n* , bzw. n { < n i3 bzw. > n t fiir fast alle i ; zwischen zwei be- 
liebigen Folgen naturlieher Zahlen wird selbstverstandlieh i. a. keine der 
cLrei Relationen a — a', a < a ', a > a’ bestehen. Doch gilt: 

8*4*4. Zu jeder abzdhlbaren Menge van Folgen nat urlieher Zahlen a li a 2 5 . * 
ctj, . . . gibt es eine Folge a natiirlicher Zahlen , so da/3 a ? - <C a fiir alle j. 

Sei in der Tat die Folge n n , n j2 , . . . , n ji3 . ..; wir wahlen % > % l9 
n g >» max (72^, 7%), 7 ig > max (t^, , 7733 ) usf. Die Folge a der Zahlen 

n 2 . n 3 , . .. leistet das Verlangte. 

8*4*41. Es gibt eine Menge der Maehtigheit S 3 , von Folgen naturlieher 
Zahlen a a (a < Oj), so daj3 a x < a a , fiir a < a'. 

Sei die Folge a 0 belie big gewahlt. Wir nehmen an, fiir £ < a (<Z oyf) 
seien die Folgen a * schon so gefunden, daB oq fiir f < £f (<C y). Da 

wegen a <C die Menge aller | C oc abzahlbar ist, gibt es nach 8*4*4 
eine Folge a natiirlicher Zahlen, so daB a. < a fiir alle | < a; eine solche 
Folge wahlen wir fiir a x . Auf diese Weise erhalt man zu jedem a < co 1 
eine Folge und die Menge dieser a a (cc < coj) leistet das Yerlangte. 
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Punttmengen. 


§ 9. Topologisehe und metrische Eaume. 

1. Topologisehe Baume. Eine Menge E heiBt eine topologisehe 
Menge oder ein topologischer Raum, wenn in ihr ein System von 
Teilmengen ausgezeichnet ist, die als die off enen Mengen in E bezeichnet 
werden, und folgenden Forderungen (den 5 ,topologischen Axiomen“) zu 
genixgen haben: 

1*) Die ieere Menge ist eine offene Menge. 

2 t ) Zu jedem a e E gibt es eine a enthaltende offene Menge. 

3 f ) Der Durchschnitt zweier (und somit endlich vieler) offener Mengen 
ist eine offene Menge. 

± t ) Die Summe eines (endlichen oder nnendlichen) Systemes offener 
Mengen ist eine offene Menge. 

5 t ) Ist a e E, b e E, a =# b, so gibt es zwei fremde offene Mengen, deren 
eine a, deren andere b enthalt. 

Die Elemente as E heiben die Punkte von E, die Teile von E heifien 
Punktmengen. Ist A QE 3 so heiBt 1E — A das Komplement von A; 
vir sehxeiben dafiir knrz — A. Wir ziehen einige nabeliegende Folgernngen 
aus den topologischen Axiomen. 

9-14. Der tojpologische Raum E selbst ist eine offene Menge. 

Denn nach 2 f ) kann jedem Pnnkte asE eine offene Menge G a so 
zngeordnet werden, dab a e Gr a ; damn ist E = S G a , also ist E nach 4 t ) offen. 

aeE 

5 t ) kann verseharft werden zu: 

9*1*2. 1st aeE, b { e E (i = 1, 2,. . n), b { =j= a , so gibt es eine a ent¬ 
haltende offene Menge, die Jceinen der Punkte hi enthalt. 

In der Tat, nach 5 t ) gibt es eine offene Menge G i} die a, aber nicht ent¬ 
halt. Nach 3 f ) ist aueh G X G 2 ... G n offen nnd leistet das Verlangte. 

Ferner folgt aus 2 t ) und 5 t ) unmittelbar: 

9*1*3. Der Durchschnitt alter a enthalienden offenen Mengen ist {a}. 
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9*1-4. 1st G offen und as E, so ist auch G — {a} offen. 

In der Tat, wir bidden zu jedem be E, das =f= a 1st, nacb 5 f ) eine b , aber 
nieht a enthaltende offene Menge G h . Damn ist E — {a} die Summe aller 
dieser G bi und somit nach 4 t ) offen. Da G — {a} = G(E — {a,}), folgt die 
Behauptung aus 3*). 

Aus 9*1*4 und Axiom 3 Z ) folgt: 

9*1*41. Ist G offen und aiS E {i = 1, 2, n), so ist auch G — 

{a l5 <z 2 , . . a n } offen. 

Zwei topologisehe Raume E und E f heifien homoomorf, wenix es eine 
eineindeutige Abbildung von E auf E' gibt, die die offenen Mengen in E 
uberfiihrt in die offenen Mengen in E'. 

Jede den Punkt a enthaltende offene Menge nennen wir eine Urn gebung 
von a, in Zeichen U a ; ebenso heifie eine offene Menge G eine Umgebung U A 
der Menge A , wenn A £ G. Ist U a eine Umgebung von a, so nennen wir 
die nach 9-1-4 offene Menge U a — {a} eine reduzierte Umgebung 
von a, in Zeichen U' a . 

1st E ein topologischer Raum, (3 das System, seiner offenen Mengen und 
A Cl E, so erfiillt das System aller Mengen AG (G e (3) die topologischen 
Axiome, wenn in ihnen E durch A ersetzt wird. Also: Ist E ein topologischer 
Raum, so wird auch jede Punktmenge A von E zu einem topologischen 
Raum, indem man zum System der offenen Mengen in A die Durchschnitte 
von A mit den offenen Mengen in E wahlt. I mirier, wenn wir von einem 
topologischen Raume A sagen, er sei Teil des topologischen Raumes E, 
meinen wir damit nicht nur A ^ E, sondern auch: die offenen Mengen 
in A sind die Durchschnitte mit A der offenen Mengen in E. 

Iiiteratur: Mit der Theorie der Punkt mengen in ,,abstrakfcen Raumen 4 * hat 
sich zuerst M. Free he t beschaftigt: Rend. Pal. 22(1906) S. 1; zusammenfassende 
Darstellung: Les espaees abstraits et leur theorie, consideree com me introduction 
a F ana lyse generale. Paris I92S. Die Theorie der topologischen Raume warde be- 
sonders ausgebildet durch F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (Leip¬ 
zig 1914) S. 213 ff. Pber versebiedene topologisehe Axiomensysteme: H. Tietze, 
Math. Ann. SS <1923) S. 290. 

2. 3Ietrisehe Raume. Eine Menge E heiBt eine metrisebe Menge 
oder ein metrischer Raum (ihre Elemente die Punkte, ihre Teile die 
Punkt mengen dieses Raumes), we mi jedem Paare a, b aus Elementen 
von E eine (endliche) Zahl a b (die Entfernung. der Abst and der Punkte 
a, b) so zugeordnet ist, daB die folgenden Forderungen (die ,,metrischen 
Axiome 4 *) erfiillt sind: 

1 M ) Es ist a b — 0 dann und nur dann, wenn a — b. 

2 m ) a c <*ab -j- cb . 
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9*2*1- Eior je zwei Pwnkte a=j=b von E ist ab^> 0. 

Setzt man in 2 m ) a = c , so erhalt man nach l m ): 0 2 a b , also 

a,b ;>0; nun folgt die Behauptung aus l m ). 

9*2*2- Fur je zwei Eunkte a>o von E ist ac~ca. 

Setzt> man in a = b 3 so erhalt man nacii 1^): cc c ^ c ct, und daraus 
diirch Vert an seining von a und c auch ccc cc c. 

Das Axiom 2 m ) heiSt auch die Dreiecksungleiehung. Aus 2 m ) und 
<3-2-2 folgt- einerseits: ac — ab ^ b c, andererseits (durch Yertauschung von 
a und b ): be <*ba-\-c a, also: 

(2) a c — ab^bc^ac-^-ab. 

Zwei metrische Eaume E und E' heiBen isome trisch, Venn es eine 
eineindeutige Abbildung von E auf E' gibt, so daB, weirn a', b' die Bilder 
von a , b sind, stets a b — a r b' ist. 

Ist E ein metrischer Ram, so wind ein beliehiger Teil A von E zu einem 
metrischen Raume, indem man als Entfernung zweier Punkte in A ihre 
Entfernung in E betraehtet. Immer, wenn win von einem metrischen 
Baum A sagen, er sei Teil des metrischen Raumes E, meinen wir damit 
nicht nur A £ E, sondern auch: die Entfernung zweier Punkte in A ist 
identisch mit ihrer Entfernung in E. 

Ist g eine positive Zahl, a s E 3 so heiBt die Menge [x a < p] aider der 
Ungleiehung x a g geniigenden Punkte x von E : die Kugel vom 
Mittelpunkt a und Radius q (oder auch: die Umgebung g von a) 3 in 
Zeiehen K aQ . Burch Weglassen des Mittelpunktes a entsteht daraus die 
reduzierte Kugel (oder reduzierte Umgebung g von a) K' ag = 

* ae ~ {«}• 

Jeder metrische Baum E kann als topologischer Eaum aufgefaBt 
werden 1 ). Dies geschieht vermoge folgender Definition: Die Menge G- E 
heiBe offen, wenn es zu jedem as G eine Kugel K ag ^ G gibt. In der Tat 
geniigt, wie wir gleich sehen werden, das System der so definierten offenen 
Mengen des Raumes E den topologischen Axiomen. Zunachst zeigen wir: 

9-2-3- Jede Kugel K ag ist eine offene Menge. 

Sei b s K ag ; setzen wir a 6 = cr, so ist cr < p ; ist dann x b C q — o, 
so ist nach der Dreiecksungleiehung x a <Z Q , also xsK ag ; d. h. 
F b a Si K ag ; also ist K ag offen. 

Kun zeigen wir, daB bei der ehen gegebenen Definition der offenen 
Mengen eines metrischen Raumes die topologischen Axiome erfullt sind. 
Pur If), 3 f ), 4 f ) ist dies evident; fur 2 t ) folgt es aus 9-2-3; um zu zeigen. 


1 ) Mit der umgekehrfcen Prage werden wir tins in § 14, 3 befassen. 
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daJB auch o t ) erfullt ist, setze man ab — g; dann folgt aus der Dreiecks- 

ungleiehung 2 m ) sofort, daB K a jt und K b o_ fremd sind, und nach 9-2-3 sind 

K a q_ , K b offene Mengen. 2 J 

a a 

Aus 9-2.3 nnd 9-1-4 folgt nun: 

9-2-4- Jede reduzierte Kugel K' ae ist eine offene Menge. 

Diteratur: Das Studium metrischer Raume geht auf M. Fr^chet zuruck. 
Ygl. auch A. Lindenbaum, Fund. math. 8 (1926) S. 209. Eingehen.de TJnter- 
suchung metrischer Raume und Verallgemeinerungen: K. Meager, Math. Ann. 100 
(1928) S. 75, Jahresber. Math. Ver. 40 (1931) S. 201. 

3. Beispiele metrischer Raume. Die Menge der reellen Zahlen wird 
zu einem metrischen Raum durch die Abstandsdefinition: 

(3) a b — a — b = (a — 6) 2 , 

die offenkundig die metrischen Axiome l m ), 2 m ) erfullt. Diesen metrischen 
Raum bezeichnen wir als den i? x x ). 

Die Menge der 72-tupel reeller Zahlen wird zu einem metrischen Raume, 
den wir als den JR n bezeichnen, durch folgende Abstandsdefinition: ist a 
das ? 2 -tupel (a^ 9 a 2 , . . a n ), b das n-tupel (6 a , 6 2 , • • b n ), so sei: 

(3*1) a b = ] ' (a 1 — 6 X ) 2 — (a 2 — b 2 ) 2 . . . -f (a n — b n f . 

DaB das metrische Axiom l m ) erfullt ist, ist trivial; wir ha ben zu zeigen, 
daB auch 2^) erfullt ist, d. h. daB die ITngleichung gilt: 

1 ( a l C l)“ ~T * • - T { a n c n)“ ^ 1 ( a l ~f" • * - T" { a n ^n)" 

(3*11) -- 

-r-1 (*i — Ci) 2 — • • - -T- (*» — c„)-. 

Wir gehen aus von der bekannten Determinantenrelation: 

“l — * * - — U n U 1 21 — • - - — U n V n = y, U ± U k \ 2 

2 i ~ * * * 11 n l n 2 £ * * * "t" 1 ^i<irg.n V k 

Da die rechte Seite ;> 0 ist. erhalten wir daraus die Ungleichung : 

(3*12) (w x 1\ — - - — 22„ 2 ' R ) 2 (uf — . . . -f ul) (if -f- . • - -r V ~)* 

Wegen a x — c £ <; a [ — b 2 — 6 t — c x ist nun: 

£ («1 — Cif <> U (a i — 6,) 2 — £ {b l — cdr —~£ a i — b l b i — c x 
i= 1 i=l i==l i=l 

x ) Auch die Abstandsdefinition a b =1 a — b erfullt die Axiome l ni ), 2 M ), 
nicht aber die Abstandsdefinition ab — (a — b)~. 


Hahn, Keelle Fnaktion 


4 
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also unter Benutzung von (3-12): 

Z (a, — Cif <; z (at— b i ) z + Z (bi — c 4 ) 2 

-£«! i=l i=l _ 

-f- 2 ]/ £ (ai — bi) 2 £ (bi — Ci ) 2 , 

f i=l i= 1 

was mit der zu beweisenden Ungleichung (3*11) gleicb.bedeutend ist. 

1st a = (a lt cr 2 , . . ., a n ) ein Punkt des R n , so heiBt die reelle Zabl 
a i {i — 1, 2, n) die i -te Coordinate des Punktes a. Sind alle 
CLi (i = I, 2, . . n) ganzzahlig, so heiBt a, ein Gutter punkt des R n ; sind 
alle a.i rational, so heiBt a, ein rationaler, anderenfalls ein irrationaler 
Punkt des R n . 

Ans (3*12) folgert man durcb Grenzubergang: 

(3*2) {£ \ u v v v \) 2 ^ . £ vf . 

V V V 

Ist also £ u~ and £ v 2 endlieh, so aucb £ (u v — v v ) 2 . Das ermogbcht 

V V V 

folgende Definition: 

Die Menge der Folgen ((a v )) reeller Zahlen mit endlicher Quadratsamme 
£ a 2 wird zu einem metrischen Ram, den wir als den R^ bezeicbnen, durcb 


folgende Abstandsdefinition: sind a = ((a y )) und b = ((6 V )) Polgen reeller 
Zahlen mit endlicher Quadratsnmme, so sei: 


(3-3) 



DaB das metriscbe Axiom l m ) erfiillt ist, ist trivial; daB 2 m ) gilt 
erkennt man wie vorhin beim R n , indem man sich statt auf (3*12) auf (3*2) 
stutzt. Ist a — ((ez y )) ein Punkt des R^ , so beiBt a v die y-te Coordinate des 
Punktes a . 

Die Menge der Polgen ({&„)) natiirlicher Zahlen wird zu einem metrischen 
Raum, den wir als den R 0 bezeichnen, durch folgende Abstandsdefinition: 
sind a — ((Xr v )) und b — ((£„)) Folgen natiirbcher Zablen, und ist a — b 
(d. h. h v = 7 V fiir alle v), so sei a b = 0; ist hingegen a =f= b und v * der 
kleinste Index mit a p #= b v , so sei: 

(3-4) a b = — . 

If* 

DaB das metrisehe Axiom l m ) erfiillt ist, ist trivial; daB 2 m ) gilt, folgt 
daraus, daB offenbar: 

(3*41) a c ^ max (a b , be). 

Literal ur: Per wurde eingefiihrt von D. Hilbert (ansfubrlieb bebandelt 
von M. Frecbet, No uv. Aim. (4) 8 (1908) S. 97, 289); der JR 0 wnrde eingefiihrt von 
R. Baire, Acta math. 32 (1909) S. 105. 
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4. Entfernung cities Punktes von einer 3Ienge. Sei E ein ruetrischer 
kaum, a & E, A ff B ~ E. Wir definieren die Entfernung (den Abstand) 
des Punktes a von der Menge JB durch : 

(4) a B = B a = ini a b . 

be£ 

1st a £ B, so ist a JB = 0; die Umkehrung hiervon gilt nicht; Beispiel irn z 
1st B das Interval! [a , a') , so ist a B — 0 , a —- £ B . 

Aus der Dreieeksungleiehung (Axiom 2 m )) folgt leicht: 

(4* 1) a C’Aab-±-bC, 

und mi thin aueh (vgl. den Beweis von (2)): 

(4*11) a C — abA.bC<.aC-~ab. 

Ist o ;> 0, B JE E, so heiSt die Menge [x B <C q] a Her der Unglei- 

chnng x B <Z o geniigenden Punkte x: die Umgebung o der Menge B, 
in Zeiehen U B g 

9-4*1. Fur jedes o >> 0 ist die Umgebung U Bq eine offene Menge. 

Sei b e U B ; setzen wir b B ~ a, so ist a <Z Q ; ist da mi x b < q — <7, 
so ist naeh (4*1) x B <o, also xs U B d. lx. K hq _ & U BQ ; also ist U Bg 
offen. 

9-4*2. FHr jedes o A 0 ist die Menge [x B > q] alter der UngleicJiung 
x B > o geniigenden Punkte x of fen . 

Sei b B — cr >■ q; ist dann x b < g — q, so ist naeh (4-11) x B > g; 
d. h. K bc _ g = [ x B ;> o], d. h. [x B ;> o] ist offen. 

5. Entfernung zweier 3Iengen. Sei wieder E ein metrischer Raum, 

*1 C .1 f~ B EE E. Wir definieren die Entfernung (den Ab¬ 

stand) der Mengen A und B durch: 

(5) A B — B A = inf a h . 

aeJL, be B 

ZSTach (4) ist dies offenbar gleichbedeutend niit: 

(5*1) A B — inf a JB = inf A b . 

aeA beB 

1st A B ' *1, so ist A B = 0 (aber nicht umgekehrt); insbesondere ist 

(flir alle A A): A A = 0. 

Aus der Preieeksungleichung 2 m ) folgt. leicht: 

(5-2) AC A Ab +bC; 

hingegen gilt die Ungleichung AC A A B B C i. a. nicht; Beispiel: 
A = {a}, C = {c} a B = {a, c} (a =j=c). 


4* 
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6. Durchmesser. Beschrankte Mengen. Sei wieder E ein metrischer 
Raum, A (Z A ^E, A (Z B ^E. Wir definieren die obere Entfernung 
der Mengen A und B durch: 

(6) d(A, B) = d (B, A) — sup a b. 

a eA, be B 

ISTatiirlich kann d{A, B) = -f-oo sein. Aus der Dreiecksungleichung folgt: 
(6*1) d(A,G) <; d(A, B) -{-d(B, C). 

Die Zahl d (A, A) bezeichnen wir als den Durchmesser d (A) der 
Menge A; hierdurch ist d (A) nur fur A Z) A definiert; es ist zweckmaBig-, 
d (A) — 0 zu setzen. Aus der Dreiecksungleichung 2 m ) folgt: 

9-6-1. 1st A BZ) A, so ist d{A + B) d (A) + d ( B) . 

Ist d (A) endlich, so heiBt die Menge A beschrankt. 

9-6-2. 1st A beschrankt, so gibt es zu jedem c s E eine endliche Zahl S c , 
so dafi a c <L d c f ur alle a s A. 

Denn ist b ein beliebiger Punkt von A , so gilt fur alle a s A : a c <1 
c b -j—■ d (A) ( = d c ). 

9-6-21. Gibt es ein c s E und eine endliche Zahl <5, so da/3 a c 6 fur alle 
a e A, so ist A beschrankt. 

Denn aus a s A, be A folgt dann: ab <>ac-\-cb <L 2 d, also ist 
d(A) ^ 2 <5. 

9-6-3. 1st A beschrankt und B ^ A , so ist auch B beschrankt. 

Denn aus B £ A folgt d ( B) ^ d (A) . 

9-6-4. Sind A und B beschrankt, so auch A B. 

Denn offenbar ist: 

(6-2) d (A -J- B) d (A) + d (B) + A~B. 

Aus 9-6-8 und 9-6-4 folgt: 

9-6-41. Das System alter beschrdnkten Mengen eines metrischen Raumes 
ist ein 6-Kbr'per. 

9-6-0. JDamit die beiden (nicht leeren) Mengen A und B beschrankt seien, 
ist notwendig und hinreichend, dap d (A, B) endlich sei. 

Motwendig: Dies folgt, da offenbar d (A, B) d (A + B) ist, aus 
9-6-4. Hinreichend: Ist as A, a'e A , bsB, so ist a a' a b b a', 
also aa f 2d (A, B ), also auch d (A) <; 2 d (A, B ); und ebenso 
d(B) <^2d (A, B) . 

Wir definieren die Abweichung der beiden (nicht leeren) Mengen A und 
B durch: 

( 6 ‘ 3 ) e {A, B) = e ( B, A) = max (sup a B , sup b A) . 

aeA beB 
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Offenbar ist: 

(6*31) e (A, B) <: d (A, B). 

Es gilt die TJngleiehung: 

(6-32) e (A, C) ^ e {A, B) + e ( B , G ); 

derm es ist nach (4*1) a G a b -j- b C fiir alle a s A und b e B , also 
aueh a C <L a b e (B , C) , also aueh a G a B - j- e (B , C') , also aueh 
a C <: e (A, J?) -}- e (B, <7), also aueh sup a C <L e {A, B) + e (B, G), und 

as\A 

ebenso sup c A e (A, B) -j- e (B, C) . 

ceC 

9*6*6. Sind die beiden {nicht leereri) Mengen A und B beschranht , so ist 
e (A, B) endlich . 

Dies folgt wegen (6*31) aus 9-6- 5. 

Die Umkehrung gilt nicht; ist z. B. A die Halbgerade x ;> 0 und B die 
Halbgerade x > 1 des i? 3 , so ist e (A, B) — 1, aber A und B sind nicht be- 
schrankt. 

7. £>-Netze. Ist E ein metrischer Baum, B Cl A g E , und £ >■ 0 , so 
heiBt B ein g-Netz in A , wenn es zu jedem a e A ein b & B mit ab <C Q 
gibt, wahrend fur je zwei Punkte b =j= b r von B gilt: b b' 1> o . 

9*7-1. Ist A A £ E t so gibt es fiir jedes q > 0 em g-Netz in A. 

Sei b 0 ein beliebiger Punkt von A; ist dann a b 0 < g fiir alle a e A , so ist 
{6 0 } ein ^-iSTetz in A. Anderenfalls gibt es ein b x e A , so daB b 0 b ± ^ g; 
gilt dann fiir jedes a e A eine der beiden Ungleichungen a b Q < g, a b x < g , 
so ist {b Q , bj} ein o-lSTetz in A. Anderenfalls gibt es ein b 2 e A , so daB 
b Q b 2 ;> g, b 1 b 2 ^ g usf. Allgemein: sei jeder Ordinalzahl r) <C £ ein b v s A 
so zugeordnet, daB b n , b v ,, ^ g fiir if =f= rf r ; gibt es dann zu jedem as A ein 
V <C £ s so daB a b n <C 0 , so bilden die b^ (?] < £) ein ^-jSTetz in A. Anderen¬ 
falls gibt es ein b i sA , so daB b v b § ^ g fiir alle yj <C £. Ist N a die Machtig- 
keit von A, so muB fiir ein £ <C a> a+1 der Fall eintreten, daB die b n (rj <C £) 
ein o-JSTetz in A bilden, da wir anderenfalls zu jedem r) < m a+1 ein 6^ 
erhielten, so daB b n , b n , t ;> g fiir if =j= rf\ also aueh b n , #= b n „ fiir rf =f= rf *; 
es wiirden also nach 8*8*2 die (rj < (o a+1 ) einen Teil von A der Machtig- 
keit X a+1 bilden, was unmoglich, weil A nur die Maehtigkeit hat. 

9*7*2. Ist A (2 A J E und ist B ein o-Netz in A, so gibt es zu jedem posi- 
tiven g <C cr ein B enthaltendes g-Netz in A. 

Ist a B <C g fiir alle a s A, so ist B selbst ein £-Netz in A. Anderenfalls 
gibt es ein b Q e A, so daB b 0 b ^ g fiir alle b e B; hat dann jedes a s A von 
der Menge B -j- {6 0 } einen Abstand <Z g , so ist B + {6 0 } ein @-Netz in A. 
Anderenfalls gibt es ein b^s A, so daB b^b 0 ^ g z b 1 b ;> 0 fiir alle b s B; hat 
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dann jed.es a s A von der Menge B -j-~ {6 0 , b^f einen Abstand <C Q , so ist 
B -f- {6 0 , b-i} ein g-Netz in A, usw. wie beim Beweise von 9-7-1. 


§ 10. Offene, abgeschlossene Mengen. 

1. Offene Mengen. Wir keiiren zuriiek zur Betrachtung eines topo- 
logischen Raumes E ; die Punkte und Punktmengen, von denen im f olgenden 
die Bede ist, sind also die Elemente und Teile der Menge E. Eine Menge E 
wird (§ 9, 1) dadureh zu einem topologischen Baum, dab ein den topo¬ 
logischen Axiomen geniigendes System & von Teilen G von E als das System 
der offenen Mengen erklart ist. Wir erinnern daran, daB nach Axiom l f ) 
A offen ist, daB nach 9-1-1 E offen ist, und daB nack 9-1-41 das Complement 
jeder endlicben Menge offen ist. Wir sprechen die Axiome 3$) und 4^) als 
Satze aus: 

10-1-1. Der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen. 

10-1*2. Die Summe eines {endlichen oder unendlichen) Systems offener 
Mengen ist offen. 

Aus 10-1-1 und 10-1*2 folgt: 

10-1-21. Das System alter offenen Mengen eines topologischen Baumes ist 
ein a-Bing. 

Da im B 2 das Intervall {a, b) die Kugel K c mit c — , q = --- -- 

ist, folgt aus 9-2-3, daB jedes Intervall ( a , b) eine offene Menge des B ± ist. 
Aus 10-1-2 folgt dann welter, daB auch jede Halbgerade x > a {x <C a) 
eine offene Menge des B 1 ist. 

2. Abgeschlossene Mengen. Eine Punktmenge F heiBt abgeschlossen, 
wenn ihr Complement — F offen ist. Da A offen ist, ist E abgeschlossen; 
da E offen ist, ist A abgeschlossen; da das Komplement jeder endlichen 
Menge offen ist, ist jede endliche Menge abgeschlossen. Aus 10-1*1 und 
10-1-2 folgt durch tjbergang zu den Komplementen nach § 2 (1*8): 

10-2-1. Die Summe zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

10*2*2. Der Durchschnitt eines {endlichen oder unendlichen) Systems ab¬ 
geschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

Aus 10-2*1 und 10-2-2 folgt: 

10*2*21. Das System alter abgeschlossenen Mengen eines topologischen 
Baumes ist ein 6-Bing. 

Ist I^ein metrischer Baum, aeE, und^^O, so heiBt die Menge \dca ^ g] 
die abgeschlossene Kugel vom Mittelpunkt a und Badius g, in Zeichen 
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K ag ; ist A B CT E, so heiBt die Menge [x B ^ die abgeschlossene 
Umgebung q der Menge B , in Zeichen U Bq , Ans 9-4-2 folgt, weil das 
Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist: 

10-2-3. In einem metrischen Raume ist jede abgeschlossene, XJmgebung 
U Bq (o ^ 0) eine abgeschlossene Menge . 

Insbesondere fur JB = {a}: 

10*2*31. In einem metrischen Raume ist jede abgeschlossene Kugel K a& 
(i q 0) eine abgeschlossene Menge. 

Aus 9-4-1 folgt: 

10*2*4. 1st E ein metrischer Raum und A B ^E , so ist fur jedes g ;> 0 
die Menge [x B ^ g] abgeschlossen. 

Nach 10-2-81 ist jedes Interval! [a, 6] eine abgeschlossene Menge des R 1 . 
Als Komplement der offenen Menge x <L a (bzw. x > a) ist jede Halbgerade 
x ^ a (x ^ a) eine abgeschlossene Menge des Rj. 

Literatar: Der Begriff der abgeschlossenen Menge stammt von G. Cantor, 
Math. Ann. 23 (1884) S. 470. Die Bezeichnnng „ offene Menge £t ist erst neuerdings 
iiblich geworden. 

3. Inn ere Punkte. Offener Kern. Der Punkt a heiBt innerer Punkt 
der Menge A, wenn es eine Umgebung U a (d. h. (§ 9, 1) eine a enthaltende 
offene Menge) gibt, die £ A ist. 

10*3*1. 1st A PunJctmenge eines metrischen Raumes, so ist, damit a innerer 
Punkt von A sei, notwendig und hinreichend, da/3 es ein g > 0 gebe, so da/3 
K ae ^A. 

Notwendig: Sei U a £ A; nach Definition der offenen Mengen eines 
metrischen Raumes (§ 9, 2) gibt es ein g> 0, so daB K ag U a ; dann ist 
auch K aQ ^ A. Hinreichend: Nach 9-2-3 ist K aQ selbst eine Umgebung U a . 

Wir bezeichnen die Menge aller inneren Punkte von A mit A *. Dann ist 
A* g A, und es gilt: 

10*3*2. 1st B gj A, so B t c: A *. 

10*3*3. (A B)i = Ai Bi . 

Denn ist U la ^ A, U 2a £ B, so ist U la U 2a £1 A B, und nach 10-1*1 ist 
auch U la U 2a eine Umgebung von a. Also ist A i Bi £ (A B)i; und nach 
10-3*2 ist (A-23) i £A i , (A B) i < IZB i , also auch {A B) i G^A i B i . 

10*3*4. A t ist die Summe aller offenen Mengen G Cl A. 

Sei G offen und £ A : jeder Punkt a s G ist dann innerer Punkt von A , 
d. h. es ist G £ A { ; also ist jeder offene Teil von A auch Teil von A*. Sei 
umgekehrt a e A t ; dann ist a innerer Punkt von A, d. h. es gibt eine offene 
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Menge G £ A, so daB as G; jeder Puiikt von A* ist also auch Punkt eines 
offenen Teiles von A. Damit ist 10*8*4 bewiesen. 

In 10*8-4 ist enthalten: 

10-3-41. Jede offene Menge G c: A ist auch gj A*. 

Aus 10*8*4 nnd 10*1*2 folgt: 

10-3*5. Bei beliebigem A ist A { offen. 

Axis 10*8-41 nnd 10*8*5 entnimmt man: A t ist der groBte offene Teil 
von A. Drum heiBt A ± der offene Kern von A. 

10-3*6* Damit A offen sei , ist notwendig und hinreichend , da/3 A = A iy 
d. h. da/3 jeder Punkt von A innerer Punkt von A sei. 

Dies folgt ans 10*8*41 zusammen mit A * ^ A , und aus 10-3-5. 

4. Haufungspunkte. Der Punkt a heiBt Haufungspunkt der Menge 
A, werni zu jeder TJmgebung U a unendlich viele Punkte von A gehoren. 

10-4-1. 1st A Punktmenge eines metrischen Paumes, so ist, damit a Hdu- 
fungspunkt von A sei, notwendig und hinreichend, da/3 fiir jedes 0 zu K a& 

unendlich viele Punkte von A gehoren. 

Notwendig: Nach 9-2*3 ist K ag eine TJmgebung U a . Hinreichend: 
Da a innerer Punkt von U a , gibt es nach 10*3*1 ein K ag £ U a . 

10-4-2. Damit a Haufungspunkt von A sei, ist notwendig und hinreichend , 
da/3 jede reduzierte TJmgebung U' a mindestens einen Punkt von A enthalt. 

Notwendig: ist trivial. Hinreichend: Sei a nicht Haufungspunkt 
von A ; dann gibt es eine TJmgebung U a , die nur endlich viele von a ver- 
schiedene Punkte % , a 2 , . . a n von A enthalt. Nach 9*1*41 ist TJ a — 
{a, a v a 2 , . . ., a n } offen, also eine reduzierte TJmgebung von a, die keinen 
Punkt von A enthalt. 

Analog wie 10*4*1 beweist man nun: 

10-4-21. 1st A Punktmenge eines metrischen Paumes, so ist, damit a Hau- 
fungspunkt von A sei, notwendig und hinreichend, da/3 die reduzierte Kugel 
K ae fiir jedes q > 0 mindestens einen Punkt von A enthalt. 

10-4*3. 1st a Haufungspunkt von A und gibt es eine TJmgebung U la von a, 
so da/3 A U la B, so ist a auch Haufungspunkt von B. 

Denn ist U a eine beliebige TJmgebung von a, so ist auch TJ a U la eine TJm¬ 
gebung von a , also enthalt TJ a U la unendlich viele Punkte von A, mithin 
auch von B; also enthalt auch TJ a unendlich viele Punkte von B. 

Wir bezeichnen die Menge aller Haufungspunkte von A mit A 1 . Es muB 
nicht i 1 ^! sein; Beispiel im P x \ ist A = (a, b), so ist A 1 = [a, 5]. 

Aus 10-4-3 folgt: 

10-4*4* 


Ist A c= B, so A 1 g B\ 
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10-4-5. (A H- B) 1 = A 1 + B 1 . 

In der Tat, nach 10*4.4 ist A 1 £ (A -f- 5) 1 , .S 1 £ (AL -f- H) 1 , also aucb 
A 1 -f* B 1 £ (A + B) 1 . Bleibt zu zeigen, daB auch (A -f- B) 1 £ A 1 -b B U 
Sei a ~ g A 1 , a ~ a B 1 ; dann gibt es nach. 10*4*2 reduzierte Umgebungen 
9 ^ 2 a ’ 80 daB ^ia ^ ^ — M; dann ist U' la U' 2a elne reduzierte 

Umgebung von a, fur die U' la U' 2a (A + B) = A; nach 10*4*2 ist also 
a ~ e (A + B) 1 . Aus a ~ e A 1 , a — £ B x folgt also a ~ a (A -j- B) 1 , d. h. 
es ist (A + B) 1 gi 1 + B 1 , w. z. b. w. 

10*4*0. Bei beliebigem A ist A 1 abgeschlossen. 

Es ist zu zeigen, daB das Komplement — A 1 von A 1 often ist. Sei also 
a e ( — A 1 ), d. h. a ~ s A 1 . Dann gibt es eine Umgebung U a , die nicht un- 
endlieh viele Punkte von A enthalt- Fur jedes be V a ist aber U a auch eine 
Umgebung U b , die nicht unendlieh viele Punkte von A enthalt; fiir b e U a 
ist also b ~ £ A 1 , d. h. U a £ (— A 1 ), d. h. a ist innerer Punkt von — A 1 , 
d. h. nach 10*3*0: — A 1 ist offen, w. z. b. w. 

10*4*7. Ist A Punhtmenge sines metrischen Raumes und B ein g-Netz 
in A, so ist B 1 — A. 

Dies folgt unmittelbar aus 10*4*1. 

5. Ahgeschlossene Hiille. Nach 10*2*2 ist der Durehschnitt aller 
abgeschlossenen Mengen £ A selbst abgeschlossen. Wir bezeichnen ihn 
mit A 0 und nennen ihn die abgeschlossene Hiille von A. Es ist also A 0 
die kleinste abgeschlossene Menge £ *4; mithin: 

10*5*1. Jede abgeschlossene Menge F £ A ist auch §A°. 

Da die abgeschlossenen Mengen 2i und die offenen Mengen £ (— A) 
Komplemente voneinander sind, folgt aus 10*3*4 nach § 2 (1*S): 

10*5*11. A 0 — — (— A)i . 

Aus der Definition folgt unmittelbar: 

10*5*2. Ist B £ A, so £ A 0 . 

Wegen 10*5*11 folgt aus 10*3*3 durch Komplementbildung: 

10*5*3. (A + B)° = A° + B° . 

10*5*4. Hamit a e A 0 sei, ist notwendig und hinreichend, daft jede Umgebung 
U a mindestens einen Punkt von A enthalt . 

Denn nach 10*5*11 ist as A Q gleichbedeutend mit a ~ a ( — A) i} d. h. es 
gibt kein U a £ (— A), d. h. jedes U a enthalt mindestens einen Punkt von A. 

10*5*41. Ist A Punhtmenge eines metrischen Raumes, so ist, damit a s A 0 
sei, notwendig und hinreichend, dafi K aQ fiir jedes g 0 mindestens einen 
Punkt von A enthalt. 
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Der Beweis ist analog dem von 10*4*1. 

10*5*411- 1st G of fen, so ist A 0 G £ (A G)°. 

Sei as A 0 G und U a eine Umgebung von a; dann ist auch G U a eine Urn- 
gebung von a\ naeh 10-5*4 gibt es also ein a's A GU a ; d. h. in jeder Um- 
gebung TJ a gibt es einen Punkt von A G, also ist nach 10-5*4 a s ( A G) Q . 

10*5*42. A 0 = A + A 1 . 

Ist a s A -f- A 1 , so enthalt jedes U a mlndestens einen Punkt von A, und 
nach 10-5-4 ist as A 0 ; also ist A + A 1 £ A 0 . Bleibt zu zeigen: A 0 £ A + A 1 , 
d. h. ist a s A 0 und so ist a £ A 1 . Sei also a s A °, a ^ s A; nach 

10*5-4 enthalt jede Umgebung U a einen Punkt von A, und da a ~ s A, 
enthalt auch jede reduzierte Umgebung U' a einen Punkt von A ; also ist 
nach 10-4-2: a s A 1 , w. z. b. w. 

10*5*5. IstE ein metrischer Baum und A A 2 E, so ist A 0 = [x A = 0]. 

Aus 10-2*3 erhalt man fur q — 0: [dc A — 0] ist eine abgeschlossene Menge 
2i; also ist nach 10-5-1: [dc A = 0] 2 A 0 . Bleibt zu zeigen: [£.A — 0] 
2 A 0 . Sei a ~ e A 0 ; dann gibt es nach 10-5-41 ein q > 0, so daB A K aQ = A; 
dann aber ist a A ^ q ;> 0, also a ~ s [dc A = 0]. Aus a ~ e A 0 folgt also 
a ~ s [xA = 0], d. h. [dc A — 0] 2 A 0 , w. z - b. w. 

10*5*6. Damit A abgeschlossen sei , ist notwendig und hinreichend , dap 
A = A 0 . 

Notwendig. Ist A abgeschlossen, so ist nach 10-5*1 A 2-A 0 , und nach 
Definition ist A 2 A 0 .* Hinr ei che nd: Nach Definition ist A 0 abgeschlossen. 

Aus 10-5*42 und 10-5-6 folgt: 

10*5*61. Damit A abgeschlossen sei , ist notwendig und hinreichend , 
dap A 1 2 A, d. h* dap A alls seine Haufungsjmnkte enthalt . 

Aus 10-5*5 und 10-5-6 folgt: 

10-5-62. Ist A A eine abgeschlossene Punktmenge eines metrischen 
Baumes und ist a ~ s A , so ist a A > 0 . 

10*5*7. (A 0 ) 1 = A 1 . 

In der Tat, aus 10-5*42 und 10-4-5 folgt: (A 0 ) 1 = A 1 + (A 1 ) 1 ; da A 1 nach 
10-4-6 abgeschlossen, ist hierin nach 10-5-61: (A 1 ) 1 2 A 1 , also ist (A 0 ) 1 = A 1 . 

Die abgeschlossene Hulle einer offenen Menge heiBt e in Stuck. Der 
Baum E selbst, ebenso A ist ein Stuck. Im B 1 ist jedes Intervall [a, b\, 
jede Halbgerade x ^ a (x <* a) ein Stuck. 

10*5*8. Sind A und B StucJce, so auch A -j- B. 

Nach Definition ist A = GP, B = H°, wo G , H offen. Nach 10-5-3 ist 
A -j- B — G Q -j- H° — (G-\-H )®7 wo G H nach 10*1-2 offen. 
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10-5-9. Damit A ein Stiick sei, ist notwendig und hinreichend, dap 
A = (At)*. 

Notwendig: Nach Annahme ist A = G°, wo G offen. Wegen G Q G° 
ist dann G ^ A } also nach 10-3-41 auch G ^ A { , also nach 10-5-2 
G° £ (Ai)°, d. h. A ^ (A*) 0 . Bleibt zu beweisen: (. Ai)° £ A. Aus A+ ^ A 
folgt nach 10-5-2 (A^) 0 A 0 ; weil A abgeschlossen, ist nach 10-5*0 
A 0 — A , also ist (A*) 0 £ A, w. z. b. w. Hinreichend. Dies folgt aus 
10-3-5. 

Xiiteratur: Die Bezeichnung ,,abgeschlossene Hiille'* stamint von G. Caratheo- 
dory. Axiomatische Untersuchnng: C. Kuratowski, Fund. math. 3 (1922) S. 182. 

6 . Rand, Begrenzung. Wir bezeichnen nun die Menge A r = A — A { 
als den Rand von A, jeden Punkt a e A r als einen Randpunkt von A. 
Nach 10-5-11 ist A r = A (— A) 0 . Es ist A r £A. Fur jede Menge A gilt 
die Zerlegung: 

(6) A = A r + A, (A r A* = A). 

Die offenen Mengen sind nach 10-3-6 charakterisiert durch A r — A. Die 
Mengen, fiir die A* — A, d. h. A r — A ist, heiBen Bandmengen; die 
Randmengen sind also die Mengen ohne innere Punkte, oder was dasselbe 
heiBt: die Mengen ohne offenen Teil A. A ist eine Randmenge (und zwar 
die einzige offene Randmenge); im JR n ist die Menge aller rationalen, sowie 
die Menge aller irrationalen Punkte eine Randmenge. Zufolge 10-3*2 gilt: 

10-6-1. Aus B 5 A folgt B A r S B r . 

Ist hierin insbesondere A Randmenge, also A — A r , so wird hieraus 
B = A B £ B r , also weil B r ^ B ist: B = B r , d. h.: 

10-6-2. Jeder Teil einer Randmenge ist eine Randmenge . 

10-6-3. Bei beliebigem A ist A r eine Randmenge. 

In der Tat, 10-6-1 ergibt fiir B = A r : A r ^ A rr , und da A rr £ A r ist: 
A r = A„. 

Sei A eine beliebige Punktmenge. Wenden wir auf A und — A die Zer- 
legung (6) an, so erhalten wir, indem wir A r -j- (— A) r = A g setzen, fol- 
gende Zerlegung des Raumes: 

(6*1) JE = Aj, -j- (— A)i -jr A g . 

Die Punkte a von A* sind die inner en Punkte von A; sie waren charakte¬ 
risiert durch: es gibt ein U a £ A. Die Punkte a von (— A)* sind die inneren 
Punkte von — A; wir nennen sie auch die auBerenPunkte von A; sie sind 
charakterisiert durch: es gibt eine zu A fremde Umgebung U a . Die Menge A g 
heiBt die Begrenzung von A, ihre Punkte a heiBen Begrenzungspunkte 
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von A ; sie sind charakterisiert durch: jede Umgebung U a enthalt Punkte 
von A und Punkte von — A. Offenbar ist: 

(6*2) A g = (—A) g . 

10*6*4. Bei beliebigem A ist A g abgeschlossen. 

Denn naeh (6*1) ist A g das Komplement der offenen Menge A ± + (— A ) t . 
Man beweist leicht die Pormeln: 


(6*3) 


A r = A A g ; A 0 — A ~j- A g ; 

A° = A -h(—A) r ; (—A)°=(—A)-i-A r . 


Aus den beiden letzten folgt dureh Durchschnittsbildung: 

(6*4) A° (— A) 0 = A r + (— A) r = A g . 

Die offenen Mengen sind charakterisiert durcli A A g — A, die abgeschlos- 
senen durcb A g gi; d. h. die offenen Mengen sind diejenigen, die keinen 
Begrenzungspunkt enthalten, die abgeschlossenen die, die samtliche Be- 
grenzungspunkte enthalten; daher riihren auch die Bezeichnungen ,,offen“ 
und ,,abgeschlossen 4 e . Aus der ersten Formel (6*3) folgt nun: 

10-6*5. Damit A abgeschlossen sei , ist notwendig und hinreichend , dafi 
A r = A g . 


7. Die O d - und i^-Mengen. Wir bezeichnen jede Menge, die Durchschnitt 
einer Folge offener Mengen ist, als eine G 5 -Menge, oder kurz als ein G' £ , 
jede Menge, die Summe einer Folge abgeschlossener Mengen ist, als eine 
IPy-Menge oder ein Jede offene Menge ist auch ein G s , jede abgeschlossene 
Menge ein F a . Jede abzahlbare Menge ist ein F c , weil jede Menge {a} 
abgeschlossen ist; z. B. ist nach 5*1-44 im R n die Menge der rationalen 
Punkte ein F a . 

10*7*1. Das Komplement eines G £ ist ein F a , das Komplement eines F a ist 
ein G s . 

Dies folgt, weil die offenen und abgeschlossenen Mengen Komplemente 
voneinander sind, aus § 2 (1*8). 

Aus 10*7*1 folgt, daJS im R n die Menge der irrationalen Punkte ein G s ist. 

10*7*2. Das System alter G £ -Mengen eines topologischen Raumes ist ein 
d-Ring, das der F a -Mengen ein a-Ring. 

Dies folgt vermoge 3*5*1 aus 10*1*21 und 10*2*21. 

10*7*3. Jedes G £ ist Durchschnitt einer monoton abnehmenden Folge offener 
Mengen , jedes F a Summe einer monoton uoachsenden Folge abgeschlossener 
Mengen . 

Dies folgt vermoge 3*5*2 aus 10*1*21’und 10*2*21. 



10. Offene, abgeschlossene Mengen. 


61 


10*7*4. 1st A ~2) A eine abgeschlossene Menge eines metrischen Raumes 

und ((£„)) cine Folge positiver Zahlen mit g v -^0, so ist A ~ D U A . 

v Qv 

Da offenbar D U Aev = [x A — 0] ist, folgt dies aus 10-5-5 und 10-5*6. 

10*7*41. Jede abgeschlossene Menge eines metrischen Raumes ist ein G d> 
jede offene ein F c . 

Die erste Halfte folgt aus 10-7*4 wegen 9-4-1, die zweite folgt sodairn aus 

10-7-1. 

Literature Die G 6 - und F^-Mengen warden zuerst von W. H. Young naher 
untersuclit (W. H. Young and Gr. Chisholm Young, The theory of sets of 
points, Cambridge 1906, S. 63ff.); die Bezeichnung stammt von F. Hausdorff. 
tlber G^-Mengen vgl. aueh W. Sierpiiiski, Fund. math. 6 (1924) S. 106. 

8 . Of fen, abgeschlossen als Relativbegriffe. Seien A und B Punkt- 
mengen im topologischen Eaume E und A Cl B . Als Teil des topo- 
logischen Raumes E ist B selbst ein topologischer Raum (§ 9,1). Die Frage, 
ob A aufgefaBt als Punktmenge in B of fen ist, ist dann verschieden von der 
Frage, ob A aufgefaBt als Punktmenge in E offen ist; denn die offenen 
Mengen des Raumes B sind (§ 9, 1) die Durehschnitte der offenen Mengen 
des Raumes E mit B, und es kann sehr wohl A Durehscbnitt einer offenen 
Menge des Raumes E mit B sein, ohne selbst eine offene Menge des Raumes 
E zu sein; z. B. ist B selbst als Punktmenge des Raumes B betraebtet immer 
offen, aucb wenn es als Punktmenge in E nicht offen ist. Der Begriff 
,,offen“ (und daher auch der Begriff „abgeschlossen C£ ) driickt also eine 
Relation zwisehen einer Punktmenge A und einem A entbaltenden topo¬ 
logischen Eaume aus; nur wo kein Zweifel besteht, welcher Raum gemeint 
ist, muB dieser Raum nieht eigens genannt werden; anderenfalls sagen wir : 
,,A ist offen (abgesoblossen) in B“, wenn B der Raum ist, relativ zu dem A 
offen (abgesoblossen) ist. Beispiele: [0,1) ist offen in der Halbgeraden 
x ;> 0, im R-l aber nicht; (0,1] ist abgeschlossen in der Halbgeraden x > 0, 
im R 1 aber nicht. Jede Punktmenge A ist offen (abgeschlossen) in A. 

Im folgenden denken wir uns einen topologischen Raum E zugrunde ge- 
legt, auf den sicb die Begriffe ,,offen“, ,,abgeschlossen £C , ,,offener Kern c£ , 

,,abgeschlossene Hiille ££ usw. beziehen, wenn nichts anderes gesagt ist; 
alle in den folgenden Satzen auftretenden Mengen sind Punktmengen in E. 

10*8*1. Die in B offenen ( abgeschlossenen ) Mengen sind die Durehschnitte 
der offenen ( abgeschlossenen ) Mengen mit B. 

Fur die in B offenen Mengen ist dies die Definition des topologischen 1 ) 


*) Ist der zugrunde gelegte Raum E ein metrischer Raum, so verlauft der 
Beweis so: Ist A offen in B und afii, so gibt es nach 10*3*6 und 10*3*1 ein 
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Teilraumes B von E (§9,1), fur die in B abgescblossenen Mengen folgt es 
durch Complement bildung. 

Wegen 10-1-1, 10-2.2 folgt aus 10-8.1: 

10-8-11. Jede in einer offenen (abgeschlossenen) Menge offene ( abgeschlos - 
sene) Menge ist offen {abgeschlossen ). 

Wendet man 10-5-01 unter Zugrundelegung des Raumes B an, so erhalt 
man: 

10-8-2. Sei A Q^B; damit A abgeschlossen sei in B, ist notwendig und hin- 
reichend , da/3 A alle seine zu B gehorigen Haufungs'punkte enihdlt , d. h. da/3 
A 1 B C A. 

Da nacJbi 10-5-42 A 0 B = A B + A 1 B , also wenn A 2 B ist: 
A 0 B — A 4- A 1 B , folgt ans 10-8-2: 

10*8*3. Sei A 2 B; damit A abgeschlossen sei in B, ist notwendig und hin- 
reichend , da(3 A — A 0 B. 

Da A 0 die kleinste abgeschlossene Menge 2 A , so ist A 0 B die kleinste in 
B abgeseMossene Menge 2 ^ > also: 

10-8*4. 1st A 2 so -d° die abgeschlossene Hulle von A in B. 

Hingegen gilt nur: 

10-8-41. Ist A 2 B, so ist Ai B Teil des offenen Kernes von A in B. 

Dennnach 10-3-5 ist A ± offen, also nacb 10-8-1 A ± B offen in B, und mitbin 
Teil des offenen Kernes von A in B. 

Keineswegs aber ist i. a. A i B (—A^ selbst der offene Kern von A in B: 
jede Menge A ist in A offen, also ibr eigener offener Kern in A, aber wenn 
A nieht offen, ist niebt A = A A { . 

Aus 10-8-1 folgen unmittelbar die Satze : 

10-8*5. Ist A offen (< abgeschlossen) in B und B offen {abgeschlossen ) in C , 
so ist auch A offen {abgeschlossen) in G. 

10-8-51. Ist A 2 B 2 G und A offen {abgeschlossen) in C , so auch in B. 

9. Relative G d und F a . Wir nennen jede Menge, die Durcbschnitt einer 
Folge in B offener Mengen ist, ein G 6 in B, jede Menge, die Summe einer 
Folge in B abgeschlossener Mengen ist, ein F a in B. 

10-9-1. Damit A ein G 8 {ein F a ) in B sei , ist notwendig und hinreichend > 
da/3 A — M B y wo M ein G 8 {ein F a ). 

Qa 9, so daB B K ao ^ CIA; setzen wir G = S K aea> so ist offenbar A = B G, 

asA 

und G ist offen naeh. 9-2*3 und 10-1-2. Ist umgekehrt A — B G> wo G offen, und 
ist as A, also auch asG , so gibt es nach 10-3-1 ein g >- 0, so daB K aQ g G; 
dann ist BK aQ CZ.BG f also ist BG = A offen in B nacb 10-3-1 und 10-3-B. 
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Der Beweis ergibt sich ohne weiteres aus den Formeln: 

D (<?„ B) = {D G„) B ; S ( F n B) = (S F n ) B. 

n n n n 

10*9-2. 1st A ein G s (ein F a ) in B und B tin G 6 (ein F a ) in C, so ist A ein 
G s (ein F a ) in G. 

Benn ist A ein G s in B , B ein G 6 in C, so ist A = D {G n B) = B D G n 

n n 

= D (G' m C) D G n — CD G’ m D G n (wo G n , G' m offen). Ist A ein F a in B, B 

m n m n 

ein F„ in C, so ist (mit abgesohlossenen F n , F' m ): 

A — S (F n B) = B S F n = S (F' m C) S F n = C S F' m S F„ — C S F' m F n . 

n n m n m n m, n 

Aus 10-9-1 folgt: 

10- 9*21. 1st A Cl B £ C und ist A ein G s (ein F a ) in C, so auch in B . 

§ 11. Dichte, nirgends dichte Mengen. 

1. Dichte Mengen. Die Menge A heiBt dicht, wenn — A eine Rand- 
menge ist (§ 10, 6), d. h. wenn — A keinen inneren Punkt hat, d. h. wenn 
(— A)i = A. Der Raum E ist dieht. Ist E A, so ist die leere Menge nicht 
dicht. Im B n ist sowohl die Menge der rationalen, wie die der irrationalen 
Punkte dicht. 

11*1*1. Damit A dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap A 0 = E. 
In der Tat, (— A)i — A ist nach 10-5-11 gleichbedeutend mit A 0 = E. 
Aus 11-1-1 und 10-5-6 folgt: 

11*1*2. Die einzige dichte , abgeschlossene Menge ist E. 

11*1*3. Damit A dicht sei , ist notwendig und hinreichend, dap fur jede 
offene Menge G A auch A G A sei. 

Hotwendig: Sei asG; wegen A 0 — E ist a e A 0 , und nach 10-5-4 ist 
AG~ff)A. Hinreichend: Sei fur jedes offene G 3 A auch A G 3 -A * Da 
(— A)i offen und A (— A) d = A, muB also (— A)i — A sein, d. h. A ist 
dicht. 

Aus 11-1-1 folgt wegen 10-5-2: 

11- 1-4. Ist A dicht und A ^ B, so ist auch B dicht. 

Also ist die Summe dichter Mengen dicht. Fur den Durchschnitt gilt 
dies naturlich nicht (z. B. ist im JR n die Menge der rationalen und die Menge 
der irrationalen Punkte dicht, ikr Durchschnitt aber ist leer, und somit 
nicht dicht). Hingegen gilt: 

11-1*5. 1st A dicht , B dicht und offen, so ist auch A B dicht. 

Benn nach 11-1-3 ist fur jedes offene G^f) A auch B G 3 A, und da B G 
offen, ist nach 11-1*3 auch A B G 3 A. Also ist nach 11-1*3 A B dicht- 
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Aus 11-1-5 folgt unmittelbar: 

11*1*51. Der Durchschnitt endlich vieler offener dichter Mengen ist dicht. 

2. Nirgends dichte Mengen. Die Menge A heiBt nirgends dicht, 
wenn (— A)* dicht ist. Die leere Menge ist nirgends dicht; im JR n ist die 
Menge der Gitterpunkte nirgends dicht. 

11*2*1. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dafi A 0 
■eine JRandmenge ist. 

In der Tat, die Aussage ,,A ist nirgends dicht “ bedeutet: (— A) i ist dicht; 
das aber heiBt — (— A)* ist Bandmenge; nach 10-5.11 aber ist — (— A)* 
— A 0 . 

11-2*11. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig , dap A eine JRand¬ 
menge ist. 

Dies folgt ans 11*2*1 wegen A £== A 0 nach 10*6*2. 

Wegen 10*5*6 folgt ans 11*2*1: 

11*2*111. Damit eine abgeschlossene Menge nirgends dicht sei, ist not¬ 
wendig und hinreichend , dap sie eine JRandmenge ist. 

Da A 0 abgeschlossen, folgt aus 11-2*1 und 11*2*111: 

11-2*12. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend , dap 
A 0 nirgends dicht sei. 

11*2*13. Damit die abgeschlossene Menge A nicht nirgends dicht sei, ist 
notwendig und hinreichend, dap es ein nicht leeres Stuck B gebe, das CZ A ist. 

Notwendig: Ist A nicht nirgends dicht, so ist A nach- 11*2-111 keine 
Randmenge, d. h. A i ={= A. Weil A abgeschlossen, folgt nach 10*5*1 aus 
Ai £ A auch (Ai)°^A, also ist (A*) 0 ein nicht leeres Stuck ^ A. 
Hinreichend: Sei B ein nicht leeres Stuck £A; als Stuck ist B = G°, 
wo G often; es ist also G ^ A, mithin G ^ A^; und weil B =j= A, ist auch 
G=f=A, mithin Ai =f= A, d. h. A ist nicht Bandmenge, also nach 11*2*111 
nicht nirgends dicht. 

11*2*2. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap es 
zujeder offenen Menge G^J) A eine offene Menge G r ~2) A, G r £ G gebe, so dap 
AG' = A. 

Notwendig: Sei <2 DA; wir setzen G'= (— A) d G; dann ist G' of fen, 
G' C= G, und weil (— A)* dicht, ist nach 11-1.3 G' D A ; wegen G' £= (—- A)* 
£=—A ist aber A G'= A. Hinreichend: Sei (2 D A, A(ZG /( J^=G, 
A G f = A: dann ist G / Di (— A), und weil G' offen, auch G f 0= (— A)^; 
es gilt also( — A)i G ^ G ', und wegen G' D A ist (—- A)* G D A. Nach 
11*1*3 ist also (— A)i dicht, d. h. A ist nirgends dicht. 
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Aus 11*2*2 folgen die Satze: 

11 - 2 * 21 . Eine offene Menge A ist nicht nirgends dicht. 

11 - 2 * 3 . 1st A nirgends dicht und B £ A, so ist auch B nirgends dicht. 

Also ist der Durchschnitt nirgends dichter Mengen nirgends dicht. 

11 - 2 * 4 . Die Summe zweier (endlich vieler) nirgends dichter Mengen ist 
nirgends dicht . 

Sind A, B nirgends dicht, so sind (— A) i3 (— B)i dichte offene Mengen; 
nach 11*1*51 ist also auch (— A )* (— B)i dicht, d. h. nach 10*3*3: es ist 
((— A) (— -B))i = (— (A E))i dicht, d. h. A B ist nirgends dicht. 

Aus 11*2*3 und 11*2-4 folgt: 

11 - 2 * 41 . j Das System alter nirgends dichten Mengen eines topologischen 
Baumes ist ein 6-Korper. 

11 * 2 * 5 . Ist A nirgends dicht , so ist — A dicht. 

Denn es ist (— A)i dicht, nach 11*1*4 also auch — A. 

Die TJmkehrung von 11-2*5 gilt nicht allgemein, wohl aber fur abge- 
schlossene Mengen: 

11 * 2 * 51 . Eine abgeschlossene Menge A ist dann und nur dann nirgends 
dicht , wenn — A dicht. 

In der Tat: „— A ist dicht te heiBt S) A ist Randmenge 44 , und nach 11*2*111 
heiBt das: ,,A ist nirgends dicht 44 . 

11 - 2 - 6 . 1st der Baum E = 4 = A, so ist Tceine Menge sowohl dicht als nirgends 
dicht. 

Denn ist A dicht, so ist — A eine Randmenge, d. h. (— A)i — A, also ist 
(— A)i nicht dicht, d. h. A ist nicht nirgends dicht. 

11 * 2 - 7 . Ist A abgeschlossen, so ist A r nirgends dicht . 

Weil A abgeschlossen, ist nach 10*3*5 A r — A g , also ist A r nach 10*0*4 
abgeschlossen, und da A r nach 10*6*3 eine Randmenge ist, folgt die Rehaup- 
tung aus 11*2*111. 

11 * 2 * 71 . 1st A of fen, so ist A g nirgends dicht . 

Denn — A ist abgeschlossen, also nach 10*6*5 und 11-2*7 (— A) g nirgends 
dicht, also nach § 10 (6*2) auch A g nirgends dicht. 

3. Dicht, nirgends dicht als Relativbegriffe. Die Regriffe „dicht 4s , 

,,nirgends dicht 44 sind, ebenso wie ,,offen 4£ , „abgeschlossen 44 , Relativbegriffe: 
sie driicken eine Relation zwischen einer Menge A und einem topologischen 
Raume ^ A aus, der, wenn erforderlich, eigens genamrfc werden muB. Im 
folgenden ist wieder ein topologischer Raum E zugrunde gelegt, auf den sich, 
wenn nicht anders gesagt, die auftretenden Relativbegriffe beziehen; alle 
.auftretenden Mengen sind Punktmengen in E. 


Hahn, Re ell e Runktionen. 


5 



66 II. Kapitel. Punktmengen. 

11*3*1. Sei A £ B; damit A dicht sei in B, ist notwendig und hinreichend, 
dap BCZ A°. 

Da B gh A 0 gleichbedeutend mit A 0 B = B, folgt dies aus 11* 1-1 (ange¬ 
wendet auf den Raum B) und 10-8-4. 

11*3*11. Sei A CJ B; damit A dicht sei in B, ist notwendig und hinreichend, 
dap A Q = J5°. 

Notwendig: Nach 11-3-1 ist B g A 0 , also auch B° £ A 0 ; wegen A C= B 
ist auch umgekehrt A° g B°. Hinreichend: Aus A 0 — B° folgt B g: A 0 , 
und das ist hinreichend nach 11-3-1. 

11*3*12. Jede Menge A ist dicht in A und dicht in A 0 . 

Das erste folgt aus 11-3-11, das zweite aus 11-3-1. 

11-3*2. 1st A C A' Cj B' £ B, und ist A dicht in B , so ist auch A' dicht 
in B'. 

Denn nach 10-5-2 ist auch A 0 ^ A /0 B /0 £ B°; wegen 11-3-11 ist 

hierin A 0 = _B°, also auch A'° — B /0 , und die Behauptung folgt aus 11-3-11. 

11-3*21. Ist A* £ A 5 B und ist A nirgends dicht in B, so ist auch 

A' nirgends dicht in B'. 

Nach 11-2-3, angewendet auf den Raum B', geniigt es zu zeigen: A ist 
nirgends dicht in B r . Da nach 10-8-4 A 0 B' die abgeschlossene Hiille von A 
in B r ist, ist also nach 11-2-1 (angewendet auf den Raum B') zu zeigen: 
A 0 B' ist eine Randmenge in B', d. h.: ist H eine in B / offene Menge £ A 0 B', 
so ist H — A. Aus H g A 0 B' folgt H B g A 0 B' B, also wegen B CZ B': 
H B QIA 0 B; da nach 10-8-1 H B offen in B, und A 0 B nach 11-2-1 (an¬ 
gewendet auf den Raum B) eine Randmenge in B, ist H B — A ,* da 
B°B' die abgeschlossene Hiille von B in B' , ist also nach 10-5-411, an¬ 
gewendet auf den Raum B ', auch H B° B' = A, d. h. H B° — A, und 
somit, wegen A 0 g B°, auch B r A° = A; aus H A 0 B'- ^ A 0 folgt also 
H — A, w. z. b. w. 

11-3*3. 1st A dicht in B, B dicht in C, so ist A dicht in C. 

Denn nach 11-3-11 ist A 0 — B°, B° = <7°, also A 0 = C °. 

Aus 11-3-3 und 11-3-12 folgt: 

11*3*31. Ist A dicht in B, so auch in B°. 

11-3*32. Ist A ^ B und nirgends dicht in B°, so auch in B. 

Nach 11-2-2 ist zu zeigen: In jeder in B offenen Menge B G A gibt es 
eine in B offene Menge B O' A) A, so daB A O' — A. Da A nirgends dicht 
in R°, gibt es nach 11-2-2 eine offene Menge O', so daB A C O' £ B° G > 
AG' — A; wegen B° O' £ B° O ist auch B O' £ B O; weil O' offen und 
B°G' 3 A, ist nach 10-5-4 auch B G' ~A) A; und da A O' — A , ist die 
Behauptung bewiesen. 
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11*3*4. 1st A m dicht in B m f ur jedes m e M, so ist A = S A m dicht in 
B — S B„ meM 

meM 

Wegen A m B m ist A Cl B; wegen 11*3-11 ist A° m = B° m9 also B = S B m 
£ S B® t = S A ® die Behauptung folgt also aus 11-3*1. 

meM me M 

11-3*5. 1st A B dicht in B, so ist B ^ ^4°. 

Derm bei Benutzung von 11-3*11 ist B B° = (^4 J?)° £ _4°. 

Die TJmkehrung hiervon gilt nicht (Beispiel: A die Menge der rationalen, 
B die der irrationalen Punkte des B n ). Wohl aber gilt: 

11-3-51. 1st B eine offene Menge Q A° s so ist A B dicht in B. 

Dann nach 10-5-411 ist {AB)°1^>A Q B= B; die Bebauptnng folgt also 
aus 11-3-1. 

Nun erhalten wir neben 11-1-3 und 11-2-2 die folgenden Bedingungen 
dafiir, dab eine Menge dicht, bzw. nirgends dicht sei. 

11-3*0. Damit A dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dafi A G dicht 
in G sei f ur jedes offene G. 

Notwendig: Ist A dicht, so ist nach 11-1-1 A 0 = E , also gewiB G £ A° 9 
und die Behauptung folgt aus 11-3-51. Hinreichend: Man wahle 
G — E. 

11*3*01. Damit A nirgends dicht sei , ist notwendig und hinreichend , dafB 
A G nirgends dicht in G sei fur jedes offene G. 

Notwendig: Sei C f) A und offen in G , also nach 10-8-11 auch often 
(in E ). Nach 11-2*2 gibt es eine offene Menge C' A , C' £ C, so dab 
A C' — A , also auch A G C' — A . Wegen Q / G ^=E, ist G' nach 10-8*51 
auch offen in G; nach 11-2-2 angewendet auf den Baum G ist also A G 
nirgends dicht in G. Hinreichend: Man wahle G — E . 

11*3*7. Damit A nirgends dicht sei , ist notwendig und hinreichend , daft es 
heine offene Menge G~f) A gebe , fur die A G dicht in G ist. 

Notwendig: Sei Gfj)A und offen; nach 11-3-61 ist A G nirgends dicht 
in G , also nach 11-2-6 nicht dicht in G. Hinreichend: Ist die Be- 
dingung erfiillt, so harm nach 11-3-51 keine offene Menge G, die ~f)A ist, 
£ A 0 sein, d. h. A 0 ist Bandmenge, und nach 11-2-1 ist A nirgends dicht. 

11*3*8- Ist A dicht in B und G offen , so ist A G dicht in B G. 

Nach 11-3-1 ist B Cjj A 0 , also B G A 0 G , also nach 10-5-411 
B G (A G)°; nach 11-3-1 ist also A G dicht in B G . 

11*3*9- 1st B dicht in C und A nirgends dicht in C, so ist A B nirgends 
dicht in B. 


5* 
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Nach 11*2-8 ist AB nirgends dicht in C; da nach 11-3-1 <7 QjB° 5 ist 
also nach 11-8-21 A B auch nirgends dicht in B°, also nach 11-8-82 
auch in B . 

Literatur zu § II: Die Grundbegriffe dieses Paragraphen stammen von G. Can¬ 
tor; eine eingehende Darstellung bei F. Hausdorff, Mengenlehre § 27. 


§ 12. Isolierte, separierte, insichdichte Mengen. 

1. Absolute Eigenschaften. Wie wir in § 10, 8 und § 11, 3 sahen, stellen 
die Begr iff e: often, abgeschlossen, dicht, nirgends dicht Relationen einer 
Menge zu einem sie umfassenden topologischen Raum dar, oder, was das- 
selhe heifit, Relationen eines topologischen Raumes A zu einem topologischen 
Baum E 2 A: ist E 2 A nnd E 1 ^ : A, so kann A in E often sein, in E x nicht. 
Wir fragen nun nach Eigenschaften, die einem topologischen Raume an 
sieh, nicht relativ zu einem anderen zukommen; wir nennen sie 
absolute Eigenschaften. Z. B. hat, wenn a a A, die Aussage ,,a ist 
Haufungspunkt von A“, so wie ihre Negation, absoluten Charakter. Das hat 
zur Eolge: fasse ich den topologischen Raum A einmal auf als Punktmenge 
in E 2 A, dann als Punktmenge in JSJ 1 ^ A , und trifft unsere Aussage im 
einen Ealle zu, so auch im anderen. Absolute Eigenschaften kommen einem 
topologischen Raum A an sich zu, gleichgiiltig in welchen topologischen 
Raum E ich ihn eingebettet denke. Da jede Punktmenge in einem topo¬ 
logischen Raume selbst ein topologischer Raum ist, so konnen wir absolute 
Eigenschaften auch von Punktmengen (nicht nur von topologischen 
Raumen) aussagen. 

2. Isolierte Punkte. Einen Punkt von A, der nicht Haufungspunkt 
von A ist, nennen wir einen isolierten Punkt von A. Die Menge aller 
isolierten Punkte von A bezeichnen wir mit A y -; die Menge aller Punkte 
von A, die Haufungspunkte von A sind, mit A h . Es ist also: 

< 2 ) A = A f + A h (Aj A h = A). 

Da die Aussage: ,,Der Punkt a von A ist isolierter Punkt (ist Haufungs¬ 
punkt) von A ee absoluten Charakter hat, so auch die Zerlegung (2) — im 
Gegensatze zur Zerlegung § 10 (6) in Rand und offenen Hern, die relativen 
Charakter hat, d. h. verschieden ausfallen kann, je nachdem als Teil welchen 
topologischen Raumes A aufgefaJBt wird. 

Nach Definition ist (§ 10, 4): 

( 2 *1) A f =;A — A*, Ax ~ A A 1 ; 

obwohl hierin A 1 relativen Charakter hat (bei verschiedener Wahl des topo- 
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logischen Raumes E Ei A verschieden ausfallt), hat Aj (und ebenso A h ) 
absoluten Charakter (ist dieselbe Menge, wie immer E 2 A gewahlt sein 
mag). 

Ersetzen wir in (2*1) A dureh A 0 , und beachten, daB nach 10*5*7 
(A 0 ) 1 — A 1 ist, so erhalten wir, da nach 10*5*42 A 0 A 1 — A 1 ist: 

(2-11) (A% = A i . 

Nach (2) ist also: A 0 = (A°)j + M 1 und (A°) J -A 1 = A; durch Vergleich 
mit 10*5*42 ergibt sich daraus: (A°)j — A — A 1 , also nach (2*1): 

(2*111) (A°),=A,. 

Wegen (2*11), (2*111) ergibt die Zerlegung (2), angewendet auf A 0 : 

(2*2) A° = A j -f- A 1 (A, A 1 = A) . 

Aus der Definition von A h folgt: 

12*2*1* 1st A £= B, so Afo Efo , A Bj $== Aj. 

12*2*2. (.A + B) h =(4+5) (A 1 + B 1 ); (A + B), = (A -+- B) — (A 1 + B 1 ). 
Nach (2*1) ist (A -j- B) h — (A -+- B) (A -j- B) 1 , also folgt die erste Glei- 
chung aus 10-4*5, sodann die zweite durch Komplementbildung bezuglich 
A+B. 

12*2*3. A h ist abgeschlossen in A; Aj ist of fen in A. 

Die erste Halfte folgt wegen (2*1) aus 10*4*6 und 10*8*1, die zweite sodann 
aus (2). 

Bedeutet E den zugrunde gelegten topologischen Baum, so gilt: 
12*2*4. 1st a e Ej , so ist die Menge {a} of fen und ein Stitch. 

Denn ist ae Ej, so gibt es nach 10*4*2 eine reduzierte Umgebung U ' a , die 
leer ist; ist aber U' a = A, so ist ZJ a = { a }, U a aher ist nach Definition 
(§ 9, 1) offen. Da die Menge {a} aber auch abgeschlossen ist, so ist sie ein 
Stuck. 

12*2*41. Jeder Teil von Aj ist offen in A. 

Dies folgt aus 12-2-4 und 10*1*2. 

12*2*5- Eine dichte Menge enihalt jeden isolierten Punht a des Raumes. 
Dies folgt aus 11*1-3, indem man dort fur G die Menge {a} wahlt. 
12*2*51. Eine nirgends dickte Menge enihalt heinen isolierten Punht des 
Raumes. 

Wegen 12-2-4 folgt dies aus 11-2-11. 

12*2*52. 1st A dicht in B, so ist Aj = Bj. 

Aus 12*2-5 (angewendet auf den Baum B) folgt: Bj ^ A , d. h. Bj — A Bj , 
also nach 12-2*1: Bj Aj . Bleibt zu zeigen Aj £ Bj , oder was dasselbe 
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heiBt: B h ^ — A j . Nach 11*3*1 ist B £ A 0 , also B 1 £ (A 0 ) 1 , also nach 
10.5*7 B h g= R 1 £ A 1 , also weil A 1 Aj = A ist: B h ^ ~ Aj, w. z. b. w. 

12-2*6. /si as E h , so ist die Menge {a} nirgends dicht. 

Diesfolgt aus 11*2.111; dennist as E h , so ist offenbar {a} eine Randmenge. 

3. Isolierte Mengen. Ist A h = A, also A = Aj, d. h. ist jeder Punkt 
von A isoliert, so heiBt A eine isolierte Menge; dies ist gleichbedeutend 
mit A A 1 — A. Der Begriff ,.isolierte Menge' 4 hat absoluten Charakter. 

Die leere Menge, jede endliche Menge ist isoliert; die Menge der Gitter- 

pnnkte des R n , die Menge der Punkte ~ (n — 1,2,...) des R x ist isoliert. 

Aus 12 * 2*1 folgt: 

12*3*1. Jeder Teil einer isolierten Menge ist isoliert. 

12*3*2. Bei beliebigem A ist Aj isoliert. 

Aus Aj ^ A folgt naeh 12*2*1: A jh g A h , und da auch A jh ^Aj , ist 
A jh gjji A h Aj\ wegen A h Aj == A ist also auch A jh = A , d. h .Aj ist isoliert. 

12*3*3. In jedem unendlichen 1 ) Raume E gibt es isolierte unendliche 
Mengen. 

Dies ist trivial, wenn E selbst isoliert; wir nehmen also an: E h 3 A. Sei 
a e E h . Wir definieren durch Induktion eine Polge von Punkten a n und zwei 
Polgen offener Mengen G n und G' n : 1 . a x sei ein beliebiger Punkt = 4 = a, und 
G x , £?' seien zwei fremde offene Mengen, so daB a e G x , a x sG x (§9, 1, Axiom 5 t ). 
2 . Seien a^, a 2 , . . ., a n (unter einander und von a verschieden) gegeben, seien 
ferner G n , G' n zwei fremde offene Mengen, so daB asG n , s G' n (i = 1, 2 , 
* . ., n ); da a s E h , gibt es in G n einen Punkt =f= a; einen solchen wahlen wir 
fur a n+1 ; sodann seien H n , H' n zwei fremde offene Mengen, so daB as H n , 
a n +x sH 'n= und seie „ + i =®n H n’ = G' n +H’ n \ dann sind auch G n+X , G’ n+1 

zwei fremde offene Mengen, und es ist aeG n+x , aisG' n+1 (i — 1 , 2 , . . n-j- 1)* 
Die so gebildete Menge A der Punkte a n in — 1 , 2 ...) ist isoliert.; denn da 
a n 8 a i € > n ) und & n &'n — A, kann a n nicht Haufungspunkt von 

A sein. 

Aus 10*4*7 folgt unmittelbar: 

12*3*4. Ist A eine metrische Menge und B ein g-Netz in A, so ist B 
isoliert. 

12*3*41. Sind A x und A z metrische Mengen , ist B x ein g x -Netz in A x 
und B 2 ein g 2 ~Netz in A 2 , so ist B x -\-B 2 isoliert. 

Nach 10*4*7 ist B\ = A, B\ = A, also nach 10*4*5 auch (B x -f- B 2 ) 1 = A. 


1 ) d. h. aus uneudlich vielen Punkten bestehenden. 
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4. Insichdichte Mengen. 1st A j = also a = A h , a. h. 1st jeder 
Punkt von A Haufungspunkt, so heiSt A insichdicht 1 ); dies ist gleich- 
bedeutend mit A ^ A 1 , sowie mit A 0 = A 1 . Der Begriff ,,insichdicht <4 hat 
absoluten Charakter. Die leere Menge, jede Halbgerade, jedes Inter vail 
des B ls der R n , die Menge aller rationalen, die Menge aller irrationalen 
Punkte des R n ist insichdicht. Aus 12*2*1 folgt: 

12-4*1. Die Summe eines (endlichen oder unendlichen) Systemes insich- 
dichter Mengen ist insichdicht. 

12*4*2. Mine offene Menge G, die keinen isolierten Punkt des JEtaumes E 
enthdlt , ist insichdicht. 

Sei in der Tat a e G t U a eine Umgebung von a ; dann ist auch U a G eine 
CJmgebung von a , und da a Haufungspunkt von E , besteht U a G aus un- 
endlich vielen Punkten, daher enthalt U a unendlich viele Punkte von G, 
und a ist Haufungspunkt von G. 

12-4*21. Jede in einer insichdichten Menge B offene Menge ist insichdicht. 

Dies ist ein Spezialfall von 12.4.2; man hat nur in 12.4-2 fur E die Menge B 
zu wahlen. 

12-4*3. 1st A dicht in B, so ist , damit A insichdicht sei , notwendig und 
hinreichend , dap B insichdicht ist. 

Dies ist ein Spezialfall von 12.2*52. 

Da nach 11-3*12 A dicht in A° s folgt daraus: 

12-4-31. Damit A insichdicht sei , ist notwendig und hinreichend , dap A 0 
insichdicht sei. 

12-4*32. Ist A insichdicht und A £ B g A 0 , so ist auch B insichdicht. 

Denn aus A ^ B A 0 folgt A 0 = B°; ist nun A insichdicht, so nach 
12*4*31 auch A °, also auch B°, also nach 12*4*31 auch B. 

12-4*4. A — {Afp ist insichdicht. 

Wir setzen A — (A ? -)° = B, — {Aff* = G : dann ist G offen und B *JIA h> 
d. h. jeder Punkt von B ist Haufungspunkt von A ; da aber AG = B — BG , 
ist nach 10-4-3 jeder Punkt von B auch Haufungspunkt von B, d. h. B ist 
insichdicht. 

.12-4-5. 1st A insichdicht , B isoliert > so ist A £ (A — B) 1 . 

Andernfalls gabe es ein aeA, so daB a~e(A — B) x . Mach 10-4*2 gabe 
es dann eine reduzierte Umgebung U' a , so daB ( A — B) U' a ~A , d. h. 

A U' a <E=B; nach 12*3-1 ware also A U' a isohert. Das aber ist unmoglieh, 
denn nach 12-4-21 ist A U' a insichdicht, und nach 10*4*2 ist A U' a A. 

x ) In einem Worte zu schreiben: Jede Menge A ist dicht in A, also dicht in 
sich; aber keineswegs ist jede Menge insichdicht. 
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124*6. 1st A eine insichdichte metrische Menge, so gibt es ein B Q A, 
so daft sowohl B als A — JB dicht in A. 

Dies ist trivial, wenn A = A\ sei also A ~2) Nach. 9*7*1 gibt es in A ein 
1 -Netz B x ; da A insichdicht, B 1 nach 12*3*4 isoliert, ist A — B 1 3 A . Sei B 2 

ein 4 -Netz inA — B 1 ;da,B 1 A- B 2 nach 12*8*41 isoliert, ist A — (B 1 + B 2 ) A. 
A 

Sei B~ ein4 -Netz in A — (B x -f B 2 ) nsf. Wir setzen B= S B 2n ; dann gilt: 
A — 52S B 2n _ 1 . Ist dann as A und o > 0, so ist K ag B n ^> A fur 

n 

n> — ; denn nach 12*4*5 ist a s (A — (B x + B 2 -f- . . . -f- B n _ 1 )y , nach 
10 * 4*1 gibt es also ein a's A — {B x + B 2 -f- . . . + B n _ x ) , so daB 
aa' < q — ^ weil ein — -Netz in A — (B x + 5 2 + . . . + B n _ x ) 

ist, gibt es ein b e B ns so dafi a' b < — ; aus a a' <C. Q — — , cl' b <C ~ folgt 

aber ab<Lq, also ist K aQ B n ^) A , wie behanptet. Nach 10*5*41 folgt 
daraus: A £ B °, A £ (A — B)°, also sind nach 11*3*1 B und A — B 
dicht in A. 

124*61. 1st A eine insichdichte metrische Menge, so gibt es eine Zerlegung 
A — S A n von A in >s 0 disjunlcte, in A dichte Teile. 

n 

Nach 12*4*6 gibt es eine Zerlegung A = (A — B x ) + B x , so daJB A — B x 
und B x dicht in A. Nach 12*4*3 ist B x insichdicht, also gibt es nach 12*4*6 
eine Zerlegung B x = A 2 -j- B 2 in zwei fremde, in B x dichte Summanden; 
nach 11*3*3 sind A 2 und B 2 auch dicht in A, also nach 12*4*3 auch insich¬ 
dicht. Daher gibt es wieder nach 12-4*6 eine ebensolche Zerlegung 
B 2 ~ A s + i? 3 usf. Nun ist fur jedes n : A — (A — -f- A 2 -j- . .. -h -4 n A-B n , 

also A = (A — B x ) -f- S A n -J-D B n , und jede der Mengen A — B x , 

n^2 n 

A 2 ,. . ., A n , . . . ist dicht in A. Setzen wir noch (A — B x ) + D B n — A x , 
so ist A = N A n , und nach 11 * 3*2 ist auch A x dicht in A. n 

n 

Literatur: Die insichdichten Mengen wurden eingefiihrt von G. Cantor, 
Math. Ann. 23 (1884) S. 471. 

5. Perfekte Mengen. Eine Menge, die zugleich abgeschlossen und insich¬ 
dicht ist, heiBt perfekt. Die leere Menge ist perfekt. Ist der Raum E in¬ 
sichdicht, so ist er perfekt; der B n ist also perfekt. Im B x ist jedes Intervall 
l a > &]s jede Halbgerade x a (x a) perfekt. ,,A ist perfekt ist gleich- 
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bedeutend mit A = A 1 . Der Begriff ,,perfekt £l! bat, ebenso wie ,,abgeschlos- 
sen <£ relativen Charakter; z. B. ist (0,1] perfekt in der Halbgeraden x ;> 0, 
nicbt aber im 

12-5*1. Die Summe endlich vieler perfekter Mengen ist perfekt. 

Dies folgt aus 12-4-1 und 10-2-1. 

12-5-2. 1st A perfekt , so ist auch jedes Stiick in A perfekt. 

Ist B ein Stiick in A, so ist B die abgeschlossene Hiille in A einer in A 
offenen Menge G. Nach 12.4*21 ist G insichdicht, nach 12-4-31 also auch B, 
und als Stiick in A ist B auch abgeschlossen in A, also nach 10-8-11 ab- 
geschlossen. 

12-5-3. Damit A insichdicht sei, ist notwendig und hinreichend , dap A 0 
perfekt sei. 

Dies folgt aus 12*4-31 und der Tatsache, daB A 0 abgeschlossen. 

12-5-1. 1st A insichdicht , so ist A 1 perfekt. 

Dies folgt aus 12*5-3, da fiir insiehdichte Mengen A 0 — A 1 . 

Die TJmkehrung von 12-5-4 gilt nicht; z. B. ist fur jede endliche Menge 
A 1 = A, also perfekt. 

Literatur: Die perfekten Mengen warden eingefuhrt von G. Cantor, Math. 
Ann. 21 (1883) S. 575. 

6. Separierte Mengen. Dine Menge, die keinen insichdichten Teil 

A hat, heiBt separiert. 

12-6-1. Jede isolierte Menge A ist separiert. 

Sei B A ein insichdichter Teil von A ; jeder Punkt b s B ist dann Hau- 
fungspunkt von B, nach 10-4-3 also auch von A, also ist A nicht isoliert. 

Die TJmkehrung hiervon gilt nicht; z. B. ist die aus den Punkten 0 und 

i {n = 1, 2, . . .) des bestehende Menge separiert, aber nicht isoliert. 

12-6-2. Jeder Teil einer separierten Menge ist separiert. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. 

12-6-3. Bind A und B separiert , so auch A ~j~ B. 

Es ist zu zeigen: jede insiehdichte Menge G £ A -j- D ist = A. Es ist 
C = A C + B C. Da C — (A C)° offen in C, so ist nach 12-4-21 C — (A C)° 
insichdicht, also als Teil der separierten Menge B leer, d. h. C ^ (A G)°, 
also auch C° £ (A C)° ; da aber wegen A C C auch (A O) 0 C°, ist 

(A C)° — C°, d. h. nach 11-3-11: A C ist dieht in G, und mithin nach 12-4-3: 
A G ist insichdicht. Weil A separiert, ist also AG — A. Ebenso sieht man: 
B G = A. Also ist C — A, w. z. b. w. 



74 


II. Kapitel. Punkt mengen. 


Aus 12-6*2 und 12.6-8 folgt: 

12-6*31. Das System oiler separierten Mengen eines topologischen Raumes 
ist ein b-Borper. 

12-6-4. Dine separierte Menge A, die keinen isolierten Punkt des Raumes 
enthalt , ist nirgends dicht. 

Ware A nicht nirgends dicht, so gabe es nach 11-3-7 eine offene Menge 
G^)A, so daB AG dicht in G; dann ist AG~^)A, und da AG keinen 
isolierten Punkt des Raumes enthalt, kann nach 12.2-5 auch G keinen 
isolierten Punkt des Raumes enthalten. Also ist G nach 12-4-2 insich- 
dieht, und nach 12-4-3 ist auch A G insichdicht. Wegen A G A steht 
das im Widerspruche zur Voraussetzung, A sei separiert. 

Idteratur: Die separierten Mengen (in der franzosischen Biteratur neuerdings 
als ,,ensembles clairsemes“ bezeichnet) warden eingefiihrt von G. Cantor, Acta 
math. 7 (1885) S. 106. Eingehendere Betrachtungen: M. Erechet, Fund. math. 10 
(1927) S. 328. 

7. Insichdichter Kern. Da A insichdicht, hat jede Menge einen insich- 
dichten Teil. Nach 12-4-1 ist die Summe aller insichdichten Teile von A 
wieder insichdicht; sie heiBt der insichdichte Kern A k von A und ist 
der groBte insichdichte Teil von A. Wir setzen A — A k = A S) und nennen 
A s den separierten Bestandteil von A. Denn es gilt: 

12-7-1. Bei beliebigem A ist A s separiert . 

Hatte namlich A s einen insichdichten Tell B A, so ware A k -f- B zu- 
folge 12-4-1 ein insichdichter Teil von A, der A k ware, entgegen der Defi¬ 
nition von A k . 

Die Zerlegung: 

(7) A — A k -f- A s (A k A 8 — A) 

hat absoluten Charakter. Aus der Definition von A k und A s folgt unmittel- 
bar: 

(7*1) A k <^A h , A 6 ^ Aj . 

12-7-2. A.j ist dicht m Atg . 

Nach 12-4-4 ist A — (A ? -)° g A k ; durch Komplementbildung beziiglich A 
folgt also: {Aj) Q 2 A s , und daraus folgt die Behauptung nach 11-3-1. 

12-7-3. Ist A QB, so A k g; B k . 

Denn jeder insichdichte Teil von A ist auch insichdichter Teil von B. 
12-7-31. Ist A g,B, so A B S ^A S . 

Denn aus 12-7-3 folgt durch Komplementbildung beziiglich J5, daB: 
B — A k 2 B b , also A (B — A k ) 2 A B s ; wegen A Q B, A k £ A ist aber 
hierin A (B — A k ) ~ A B — A A k — A — A k ~ A s . 
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12.7.4. (A + B) k = (A + B) ((A k )° + (JBSb)®) . 

Wir setzen (A + B) ((A *) 0 4~ (B k )°) = Jf. Wegen A k Q (A + B) (A k )° 
(^s>)° uach 12-4-82 (A 4 - B) (. A k )°, nnd ebenso (A 4 - B) ( B k )° insich- 
dicht, daher nach 12-4-1 auch (A 4 - B) (( 4 L A )° 4 - (B k ))° ; somit ist 
M S (A 4- B) k . Es ist also nur mehr zu zeigen: (A 4 - B) k g M, oder was das- 
selbe beiBt: Jeder insicbdicbte Teil C von A 4 - B ist £ M. Ware nicht C gi M , 
so ware G — M 3 A , und weil C M — G ((h^.) 0 4“ (B^) 0 ) abgeschlossen 
in G, ware G — M often in C, also nach 12-4-21 insiehdicht. Es geniigt also 
weiter, zu zeigen: (A 4 - B) — M hat keinen insichdichten Teil A, d. h. 
(A 4~ B) — M ist separiert. Nun ist 

(A + B) - M = (A + B) - ((A-) 0 + (-B*) 0 ) = (A- ((A t f + (B,) 0 )) 

+ (-B — + (Si) 0 )) S (^ - A„) + (B — B t ) = A s + B 3 - 

nach 12-7-1 sind A s und B s separiert, nach 12-6-3 also auch A g 4~ B s , und 
somit nach 12-6*2 auch (4 -f- 5) — M, w. z. b. w. 

12-7 5- A h ist perfekt in A; A s ist offen in A. 

Indem man in 12-7-4 A = B setzt, erhalt man A h = .4. (A*) 0 , also ist A k 
abgeschlossen in A, mithin A — A h — A s offen in A; weil A k insiehdicht, 
ist A k auch perfekt in A. 

12-7.51. 1st A abgeschlossen, so ist A h perfekt. 

Dies folgt aus 12-7-5 und 10-S-ll. 

Wegen 12-7-51 nennen wir, wenn A abgeschlossen, A k auch den perf e kt e n 
Kern von A. 

8. Kokarenzen, Adharenzen. Sei A eine beliebige Punktmenge. Wir 
definieren durch transfinite Induktion (§ 7, 4) die ^-te Koharenz (oder 
Koharenz £-ter Ordnung) Ag von A inittels folgender Vorschriften: 

(8) 1. A 0 = A; 2. A s+1 = (A s ) h , 3.A e =DA v , 

wenn £ (>> 0) Grenzzahl. Hierdurch ist A s fiir alle Ordinalzahlen £ 
definlert. Die Menge Ag — Ag +1 — (Af)j heiBt die £-te Adharenz von A. 
Die Koharenzen und Adharenzen haben absoluten Charakter. Aus der 
Definition folgt unmittelbar: 

(8*1) Ag, £ Ag fur £' > £. 

12-8-1. Die %-te Koharenz Ag ist abgeschlossen in A. 

Beweis durch transfinite Induktion (7-4-12). Die Behauptung ist richtig 
fur i = 0 , da A 0 — A. Angenommen, sie sei richtig fiir alle 7] <L £; dann 
gilt sie auch fiir £: ist £ eine isolierte Zahl, so ist Ag — (Ag_ 1 ) h , also 
nach 12-2*3 abgeschlossen in Ag __ ± , also nach 10-8-5 auch abgeschlossen 
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in A, da A^_ x nach Annahme abgeschlossen in A ; ist hingegen g eine 
Grenzzahl, so ist A* = D , und da hierin die >4^ abgeschlossen in 

.4, so nach 10-2-2 auch A s . 

Fur jedes g gilt: 

(8*2) ^4 = 5 — A rj+ 1) 4- * 

Denn ist a e A — A $ , so gibt es eine kleinste Ordinalzahl jll (^ g) , so daB 
a~£ wegen 1. in (8) ist > 0, und wegen 3. in (8) ist/^ nicht Grenzzahl, 
kann also in der Form ju = rj -f 1 geschrieben werden; dann aber ist 
r) Cg und a £ — A v+1 . 

12*8*2. gibt eine kleinste Ordinalzahl a, so dafi fur g ^ a. 

Sei >*„ die Machtigkeit von -4; setzen wir in (8*2) g = a> v+1 , so konnen 
nicht alle Summanden 4^ — 4„ +1 D 4 sein; es gibt also eine kleinste 
Ordinalzahl a (< co v+1 ) , so daB A K — A^ 1 = A , d. h. -4 a+1 — A a ; aus 
(8) folgt unmittelbar, daB dann A% — A a fur alle g ^ a . 

Die Menge M a von 12-8-2 wird als die letzte Koharenz von A be- 
zeichnet. Es gilt: 

12*8*21. Die letzte Koharenz von A ist der insichdichte Kern von A. 
In der Tat, A a+1 — A a besagt: {A a ) h — A a , d. h. A a ist insichdicht, also 
Bleibt zu zeigen, daB auch A k £^A a , oder was wegen (8*1) das- 
selbe heiBt: A k £ A^ fur alle g. Wir zeigen dies durch transfinite Induktion: 
Die Behauptung ist richtig fur g — 0, da A 0 — A; angenommen sie sei 
richtig fur alle rj <Z g; ist dann g eine isolierte Zahl, so ist, weil A k insich- 
dichterTeil von A^_ x ist: A k £ {A^_f) h = A i ; ist hingegen g eine Grenz¬ 
zahl, so folgt A% £-4.£ unmittelbar aus 3. in (8). 

Literatnr: Der Begriff der Koharenzen und Adharenzen stammt von G. Can¬ 
tor, Acta math. 7 (1885) S. 110. Ygl. auch C. Kuratowski, Fund. math. 3 (1922) 
S. 76. 

9. AMeitungen. Die g-te Koharenz von A 0 wixd mit A s bezeichnet, und 
heiBt die g-te Ableitung von A. Fur g = 1 ist dies nach § 12 (2*11) die 
schon in § 10, 4 mit A 1 bezeichnete Menge aller Haufungspunkte von A. 
Fur abgeschlossene Mengen stimmt die g-te Ableitung mit der |-ten 
Koharenz iiberein. 

12*9*1. Die g-te Ableitung A* ist abgeschlossen. 

3$Tach 12.8,1 ist A 5 abgeschlossen in A 0 , und da A 0 abgeschlossen, ist A s 
abgeschlossen nach 10-8-11. 

Die letzte Koharenz von A 0 heiBt die letzte Ableitung von A. Aus 
12-8-21 folgt: 

12-9*2. Die letzte Ableitung von A ist der perfeTcte Kern von A 0 . 
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1st A a die letzte Ableitung von A, so ist A $ Z) -A** 1 fur £ <C ot, und da 
A* +1 = (A%, ist A* nicht perfekt fur £ < a; man kann deshalb A a aucli 
als die perfekte Ableitung von A bezeichnen. 

Selbstverstandlich kann die letzte Ableitung von A auch leer sein. Be- 
steht z. B. A aus endlich vielen Punkten, so ist A 1 = A die letzte Ableitung 
von A. 

12-9-3. 1st ft eine OrdiTialzahl < co 1 (§ 8, 3), so gibt es im Intervalle [a, 5] 
des H 1 eine abzahlbare , abgeschlossene Punktmenge A, fur die A* A , wenn 
£ ^ ft, und A ^ 1 = A . 

Wir beweisen dies dureb transfinite Induktion. Die Bebauptung ist 
ricbtig fur ft = 0. Angenommen, sie sei ricbtig fiir alle £ <C ft ; sei dann 
((a n )) eine Punktfolge aus {a, b) mit a n < a n+1 und o n -> b; ferner sei ((ft n )) 
eine Folge von Ordinalzablen, in der alle ft n = ft — 1, falls ft eine isolierte 
Zabl, hingegen ft n < ft n+1 und ft = lim.ft n , wenn ft eine Grenzzahl >0 (8-4-21). 

n 

JSTaeb Annabme gibt es in \a n , a n+1 ] eine abgeseblossene Punktmenge A n , 
so daB {A n ) $ Z) A fiir £ ^ ft n , — A; fiir A — S A n -f- {6} gilt dann 

offenbar: A& = {b}, A^ 1 — A . 

In 12-9-3 ist die Voraussetzung ft < co 1 wesentlich, wie aus 13-2-4 folgt. 
Berner werden wir in 15-3-2 sehen, daB es, wenn y eine Grenzzabl ist, in 
[a, 6] keine Punktmenge A geben kann, fiir die A* Z) A , wenn £ < y , 
AP = A . Wobl aber gilt: 

12- 9-31. 1st y eine Ordinalzahl < , so gibt es im eine abzahlbare, 

abgeschlossene Punktmenge A, fiir die A^ Z) A , wenn £ < y , und A y — A . 

Ist y eine isolierte Zabl, so ist dies (fiir ft — y — 1) in 12-9-3 enthalten. 
Sei also y eine Grenzzabl (;> 0). Mach 8-4-21 gibt es eine wacbsende Folge 
((y n )) von Ordinalzablen mit y — lim y n . Nacb 12-9-3 gibt es im Intervalle 

n 

[n, n + 1] eine Punktmenge A n , so daB (A n ) Vn Z) A, (A„) y «' +1 = A . Fiir 
A — S A n gilt dann offenbar: A s Z) A fiir £ <C y, A v — A . 

n 

Biteratur: Die Ableitungen einer Punktmenge warden eingefiibrt von G. Can¬ 
tor, Math. Ann. 5 (1872) S. 129. 

§ 13. Separable Mengen. 

1. Separable Mengen. Sei A eine Punktmenge; wir nennen ein System 
§ nicht leerer, in A offener Mengen ein ausgezeichnetes System in A 
of f ener Mengen, wenn es in § zu jedem a a A und zu jeder a entbaltenden, 
in A offenen Menge G eine Menge H gibt, so daB a s H, H ^G. 

13- 1-1. 1st § em ausgezeichnetes System in A offener Mengen . so ist jede 
in A offene Menge G Summe eines Teilsystemes von 
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Denn zu jedem a sG gibt es ein H a e § , so daB a e H a , H a £ O . Dann 
aber ist O = S H a , wie behauptet. 

aeG 

Gibt es ein abzahlbares ausgezeiehnetes System in A offener Mengen, 
so heiBt A separabel. Der Begriff ,,separabel “ hat absoluten Cbarakter. 
13*1*2. Jeder Teil B einer separablen Menge A ist separabel . 

Denn bilden die Mengen A G n (n = 1, 2, . . .) ein ansgezeichnetes System 
in A offener Mengen, so bilden die nicht leeren B G n ein ausgezeiehnetes 
System in B offener Mengen. 

13*1*3. 1st A separabel, so gibt es einen in A dichten abzahlbaren Teil von A. 
Sei H n (n — 1, 2, . . .) ein ausgezeiehnetes System in A offener Mengen, 
und sei a n sH n . Ist G eine in A offene Menge 3 4 so gibt es ein H n CZ Q } 
also auch ein a n e G, nach 11*1*8 ist also die abzahlbare Menge der a n 
(n ~ 1, 2, . . .) dieht in A. 

In metrischen Raumen gilt hiervon die IJmkehrung: 

13*1*31. 1st A Punhtmenge eines metrischen JRaumes, und gibt es einen 
in A dichten abzahlbaren Teil von A, so ist A separabel . 

Sei in der Tat die abzahlbare Menge A r der Punkte a n (n = I, 2, .. .) dicht 
in A. Dann bilden die abzahlbar vielen Mengen A K a A (m, n = 1, 2, . . .) 

n m 

ein ausgezeiehnetes System in A offener Mengen; denn ist G offen in A 
und as G , so gibt es naeh 10*3*1 ein q > 0, so daB A K aQ Si G; ist dann 

— , so gibt es, da nach 11*8*1 as A' 0 , zufolge 10-5-11 ein a n , so daB 

m 2 

a n a<Z ~ ; dann aber ist a s K a * und K„ i Q K n , also a s A K„ * und 

m m "m~~ ae a *m 

so. 

• m 

13*1*32. Der B n ist separabel. 

Denn die abzahlbare Menge der rationalen Punkte des B n ist dicht im B n . 
13*1*321. Der B^ ist separabel. 

Denn offenbar ist die Menge der Punkte {(a v )) des B^, deren Koordinaten 
rational und fast alle — 0 sind, abzahlbar und dicht im B m . 

13*1*322. Der B 0 ist separabel. 

Denn offenbar ist die Menge der Punkte ((& v )) des B 0 , deren Koordinaten 
fast alle = 1 sind, abzahlbar und dicht im B 0 . 

13*1*1. Sind A und B JMCengen eines metrischen Baumes , ist A separabel 
und dicht in B, so ist auch B separabel. 

Denn nach 13*1*8 gibt es einen abzahlbaren in A dichten Teil A' von A ; 
nach 11*3*3 ist A' auch dicht in B , also ist B separabel nach 13*1*31. 
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13*1*5. Die Summe abzahlbar vieler separabler Mengen eines metrischen 
Raumes isi separabel. 

1st A n separabel, so gibt es nach 13*1-3 eine abzahlbare Menge A' n £ A n , 
die dicht in A n ist; dann 1st auch S A' n abzahlbar und nach 11*3*4 dicht in 

n 

SA n , also ist SA n nach 13*1*31 separabel. 

n n 

Aus 13-1*5 und 13*1*2 folgt: 

13*1*51- Das System alter separ ablen Mengen eines metrischen Raumes is 
ein a-Korper und ein b-Korper. 

13-1*6. Damit die metrische Menge A separabel sei, ist notwendig und 
hinreichend , da/3 jedes g-Netz in A abzahlbar sei. 

Notwendig: Sei B ein unabzahlbares £-Netz in A. Nach 12*2*5 ist kein 
echter Teil, insbesondere kein abzahlbarer Teil von B dicht in B ; nach 13*1*3 
ist also B nicht separabel, nach 13*1*2 ist auch A nicht separabel. Hin¬ 
reichend: Nach 9*7*1 gibt es fur jedes n ein— -Netz B n in A ; nach Annahme 

71 

ist B n abzahlbar, also ist auch C — S B n abzahlbar. Zu jedem a e A gibt es 

« 

nun ein b n e B n , so daB b n a < — ; somit gibt es zu jedem a s A und zu jedem 

n 

g > 0 ein c s C, so daB c a g; nach 10*5*41 ist demnach A g C°, also ist 
nach 11*3*1 C dicht in A , also ist nach 13*1*31 A separabel. 

Eine monoton abnehmende Folge ((D na )) von Umgebungen des Punktes a 
heiBt einesich auf a zusammenziehende Umgebungsf olge (oder: eine 
sieh auf a zusammenziehende Eolge offener Mengen), wenn fur jede beliebige 
Umgebung U a gilt: U na g U a fur fast alle n. Nach 9*1*3 gilt fur jede sich 
auf a zusammenziehende XJmgebungsfolge: _D U n a — {a} . — In einem 

n 

metrischen Raume ist, wenn (( o n )) eine monoton abnehmende Zahlenfolge 
mit Q n ~> 0 bedeutet, {{K Qq ^) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungs- 
folge. 

13*1*7. 1st der Raum E separabel , so gibt es zu jede7n as E eine sich auf a 
zusammenziehende XJmgebungsf olge. 

Sei ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen, und 
seien , . . ., H n , . . . die a enthaltenden Mengen aus Wir setzen 

U na == H 1 E 2 ... H n ; dann ist U n+la QU na ; sei ferner U a eine beliebige 
Umgebung von a ; dann gibt es unter den H n eines, etwa so daB H- gj U a ; 

dann aber ist U na £ U a fiir n also ist ((XI na )) eine sich auf a zusammen¬ 

ziehende Umgebungsf olge. 

13*1*71. 1st A separabel und a s A\ so gibt es ein B £ A , so da/3 B 1 = {a}. 
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Mach 13*1*7 (angewendet auf den Baum A) gibt es eine sick auf a zu¬ 
sammenziehende Folge ((#„)) in A offener Mengen. Daagi 1 , gibt es in G n 
ein a n #= a; die Menge der a n (n = 1,2,.. .) heiBe 1st ?7 a eine Umgebnng 
von a , so ist & n £ Z7 a fur fast alle n, also a n e U a fiir fast alle n, und da wegen 
J) G n — {a} nicht unendlich viele a n zusammenfallen konnen, ist a e B 1 . 

n 

1st b = 4 = a, so gibt es Umgebnngen U a , 17 6 , so daB U a U b = A; da a„ s U a 
fiir fast alle n, ist b ~ s B\ Es ist also a e B\ und b ~ & B 1 fur b =4= a , d. h. es 
ist JB 1 == {&}. 

13-1*8. Jede separable insichdichte Menge A (jede insichdichte Menge 
A eines metrischen Raumes) enthdlt einen abzdhlbaren insichdichten Teil . 

Sei aeA ; nach 18-1*7 gibt es eine sich auf a zusammenziehende XJm- 
gebungsfolge U n {n^ — 1,2,...); da A insichdicht gibt es in A U n ^ ein 
# =j= a. Zu jedem dieser Punkte a Mj gibt es wieder eine sich auf a n± 

zusammenziehende TJmgebungsfolge U Ui Wa (n z = 1, 2, . . .) und in M U Uin% 
einen Punkt a n±ni =# a ni u. s. f. Die Menge aller so gebildeten Punkte 
„ ist ein abzahlbarer insichdiehter Teil von A. 

*h. n a * - • 71 Jc 

Literatur: Der Begriff der separablen Menge wurde eingefiihrt von M. Fr6- 
ehet, Rend. Pal. 22 (1906) S. 23; vgl. auch W. Sierpiiiski, Fund. math. 2 (1921) 
S. 178 und C. Kuratowski, Fund. math. 3 (1922) S. 41. 

2. Machtigkeitssatze. Fur die Machtigkeit einer separablen Menge 
gilt: 

13*2*1. j Eine separable Menge A hat hochstens die Machtigkeit K. 

Sei aeA, b e A, a =4= b; nach 9-1-2 gibt es eine offene Menge G, so daB 
a e G, b—s G ; in einem ausgezeichneten Systeme § in 4 offener Mengen 
gibt es also ein H, so daB a e H, b .— e H. Der Durchschnitt des Systemes $g a 
aller a enthaltenden Mengen aus © ist also {a}. Aus folgt daher 

©o #= ©&* FTach 5.2*1 gibt es aber, wenn § abzahlbar, hochstens X Teil- 
systeme von §, daher gibt es auch hochstens ^ Punkte von A. 

In VeraUgemeinerung von 5*1*42 zeigen wir nun: 

13*2*2. Ist A se'parabel, so istjedes disjunkte System, 0> in A offener Mengen 
abzahlbar . 

Sei fg ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offener Mengen. Zu 
jedem nicht leeren G e @ gibt es ein H G £§, so daB H G £ G; da je zwei G 
fremd, folgt aus G =j= G' auch H a =4= H Q ,; da es nur abzahlbar viele H e 
gibt, so auch nur abzahlbar viele Gs <3. 

Ein Mengensystem heiBe monoton, wenn zwischen je zwei ver- 
schiedenen Mengen Aefffl und B e tyjl eine der beiden Relationen A (ff B 
oder JB A besteht. Das monotone Mengensystem SO?: heiBt aufsteigend 
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(absteigend) wohlgeordnet, falls die dureh die Festsetzung: ,,A <^B, 
wenn A (£ JB (bzw. wenn A 3 -B) ie definierte Ordnung von TO eine Wohl- 
ordnung ist. 

13*2-3. Ist A separabel , so ist jedes aufsteigend ( absteigend) wohlgeordnete 
System in A offener Mengen abzahlbar. 

Sei H 1 , H 2 , . . ., H n , . . . ein ausgezeiehnetes System in A offener Mengen 
und (£ < a) ein aufsteigend wohlgeordnetes System in A offener Mengen. 
-N'ach Annahme ist Gt_ 1 — G* 3 ^ (fur ! + !<«)• Nach 13-1*1 gibt es 
also ein n *, so daB H n& £ Gt^ ± , aber nicht H nt £ G ^; verschiedenen G% 
sind so versehiedene 1Z„ £ zugeordnet; da es aber nur abzahlbar viele H n 
gibt, kann es aueh nur abzahlbar viele G $ geben. 

Dureh Komplementbildung folgt aus 13-2-3: 

13*2*31. Ist A separabel , so ist jedes absteigend- (aufsteigend) wohlgeordnete 
System in A abgeschlossener Mengen abzahlbar. 

Wegen 12-8-1 folgt daraus: 

13*2*1. Ist A separabel und A a die letzte Koharenz von A , so ist oc < ca 1 . 

13*2*5. In einem separablen unendlichen Raume E gibt es X offene 
Mengen. 

Sei § ein abzahlbares ausgezeiehnetes System in E offener Mengen. Da 

nach 5*2*1 N Teilsysteme hat, gibt es nach 13*1*1 in E hochstens 
offene Mengen. Andererseits gibt es nach 12-3*3 in E eine unendliehe iso- 
lierte Punktmenge ; diese enthalt nach 5*1*5 einen Teil A der Machtigkeit S 0 , 
der nach 12-3-1 gleichfalls isoliert ist. Sei B £ A; setzen wir G B — E — B °, 
so ist G b of fen, und weil A isoliert, also (A — B) B° — A ist: A — B £ G B , 
d. h. A — B = (A — B)G b ; da BG b — A , ist also A — 13 — AG B ; daraus 
folgt, daB verschiedenen Teilen B von A versehiedene G B zugeordnet 
sind; und da es nach 5*2*1 X versehiedene Teile B von A gibt, gibt es 
also auch mindestens >s offene Mengen. 

Da die offenen und abgeschlossenen Mengen FLomplemente voneinander 
sind, folgt aus 13-2*5: 

13*2-51. In einem separablen unendlichen Raume gibt es K abgeschlossene 
Mengen. 

Iateratur zu 13-2-3, 13-2*31: F. Hausdorff, Mengenlehre S. 170, 171; 

A. Denj oy, C. R. 192 (1931) S. 1011; A. Lindenbaum, C. R. 192 (1931) 
S. 1511. 

3. Uberdeckuilg*SSatz. Wir nennen ein System in A offener Mengen, 
deren Summe A ist, ein A iiberdeckendes System, oder ein tlber- 
deckungssystem von A. 

Hahn, Reelle 2?xinktionen. 
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13*3*1. 1st A separabel, so gibt es injedem A uberdeckenden System SB ein A 
iiberdeckendes abzdhlbares Teilsystem. 

Sei & ein abzahlbares ausgezeiehnetes System in A offener Mengen. Zu 
jedem as A gibt es ein Gs S3, so daB a e G; sodann gibt es zu diesem G ein 
H s so daB a s H, H £ G. Bezeichnen wir die samtlichen so den Punkten 
von a zugeordneten H s © mit 1B 1 , H 2 , .. H n , . . so ist A = *S H n ; jedes 

n 

dieser H n aber war Teil eines G n e S3; also ist erst recht A — S G n ; diese G n 

n 

bilden also ein abzahlbares, A iiberdeckendes Teilsystem von S3. 

In metrischen Raumen gilt hiervon auch die Umkehrung: 

13*3*11. Damit die metrische Menge A separabel sei, ist notwendig und 
hinreichend, dap es in jedem A uberdeckenden Systeme SB ein A iiber- 
deckendes abzahlbares Teilsystem gebe. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 13*3*1. Hinreichend: Das System 
<SJ n der Mengen A K a i. (as A) ist ein t^berdeekungssystem von A ; nach 

n 

Voraussetzung gibt es in & n ein A iiberdeckendes abzahlbares Teilsystem 
A K a _i (v = 1, 2 . . .); sei O n die Menge der Punkte a v (v = 1, 2 . . .). 

v n 

Dann ist C — S G n ein abzahlbarer Teil von A. Da es zu jedem as A 

n 

und jedem n ein csG mit ac <Z.~ gibt, ist (vgl. den Beweis von 13-1-6) 
C dicht in A ; also ist A separabel nach 13-1.31. 

13*3*2. 1st A separabel und £5 ein System in A abgeschlossener Mengen, 
von denen je abzdhlbar viele einen Punkt gemein haben, so fiaben alle F 
einen Punkt gemein. 

Denn bezeichnen wir mit SB das System der (in A offenen) Komplemente 
A — p [P s 0r), so besagt 13-8.2: gibt es in SB kein abzahlbares, A liber- 
deckendes Teilsystem, so ist auch 58 kein A iiberdeckendes System. Das 
aber ist gleichbedeutend mit 13-3-1. 

Iiiteratur: Der tlberdeckungssatz 13-3-1 geht zuriick auf E. Einde 16f, C. R. 
137 (1903) S. 697 und W. H. Young, Lond. Proo. 35 (1903) S. 384. 

4. Yerdichtungspunkte. Der Punkt a heiBt Verdichtungspunkt 
von A, wenn zu jeder Umgebung U a unabzahlbar viele Punkte von A ge- 
horen. Ganz wie 10*4*1 beweist man: 

13*4*1- Ist A Menge eines metrischen Paumes, so ist, damit a Verdichtungs- 
punkt von A sei, notwendig und hinreichend, dap fur jedes q > 0 zu K aQ unab¬ 
zahlbar viele Punkte von A gehoren. 

Ganz wie 10*4*3 beweist man: 
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134*2. 1st a Yardichtungspunkt von A und gibt es eine Umgebung U la 
von a, so da/3 A U la g B, so ist a auch Verdichtungspunht von JB. 

Wir bezeichnen die Menge aller Verdichtungspunkte von A mit A*. 
Es ist A* g A 1 . Aus 13*4-2 folgt: 

13-4*3. 1st A so A* £ B* . 

13*4*4. (A -h B)* = A* + B*. 

Wegen 13-4*3 ist A* ^ (A -f- B )*, B* £ (A + B)* , also auch A* -f- B* 
£ (A -f- B)*. Bleibt zu beweisen, daB auch (A -j- B)* £ A* -f- B*. Sei 
a ~ e (A* - f- B*); dann gibt es Umgebungen U la , U 2a , so daB A U la , B U 2a 
abzahlbar; dann ist U a = U la U 2a eine Umgebung von a, fur die (A -f- B) U a 
abzahlbar; aus a~ e (A* -j-B*) folgt also a ~ e (A -j- B)*, d. h. es ist 
(A -+* B)* £ A* -f* B *, w. z. b. w. 

13-4*5. Bei beliebigem A ist A* abgeschlossen. 

Sei a e (A*) 1 ; in jeder Umgebung U a liegt dann ein b s A*, und da U a 
auch eine Umgebung U b ist, liegen in XJ a unabzahlbar viele Punkte von A, 
d. h. as A*. Aus as (A*) 1 folgt also as A *, d. h. es ist (A*) 1 C A*, also 
ist nach 10-5-61 A* abgeschlossen. 

5. Yerdichteter, unverdichteter Teil. Wir setzen nun: 

(5) A v = A A*, A u — A — A v . 

Daraus folgt: 

(5*1) A = A u 4- A v (A u A v = A). 

A v (d. i. die Menge aller zu A gehorigen Verdichtungspunkte von A) und A u 
haben, im Gegensatze zu A*, absoluten Charakter. Wir nennen A v den 
verdichteten, A u den unverdichteten Teil von A. Ist A abge¬ 
schlossen, so ist wegen A* £ A 1 nach 10-5-61 A* Cl A, also nach (5): 
A v = A*. 

Aus 13-4*3 folgt: 

13-5*1. 1st A ^ B, so ist A v C= B v , A B U ^A U . 

Ganz wie 12-2-2 beweist man: 

13*5*2. (A + B) v = (A -}- B) (A* + B*); 

. U + .8). = (A+B)- (A* + JB*). 

Wegen (5) folgt aus 13-4-5: 

13-5-3. A v ist abgeschlossen in A; A u ist of fen in A* 

Die Menge A heiBt unverdichtet, wenn A v — A, A — A u ; sie heiBt 
verdichtet, wenn A u = A, A = A v Wegen A 0 £ A* £ A 1 ist jede ver- 
dichtete Menge insichdicht. 


6 * 
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13*5*4;. 1st A separabel , so ist A u abzdhlbar. 

In der Tat, zu jedem a s A u gibt es ein U a , so daB A U a , und somit auch 
A u U a abzahlbar. Diese A u U a bilden ein A u iiberdeckendes System. Wegen 
13-1-2 ist ancb A u separabel, also gibt es nach 13-8*1 nnter nnseren A u U a 
abzahlbar viele, die ein A u iiberdeckendes System bilden; also ist A u Summe 
abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen, mithin abzahlbar. 

Offenbar ist jede abzahlbare Menge unverdichtet. Hiervon gilt folgende 
Umkehrung: 

13*5*41. Jede separable unverdichtete Menge ist abzdhlbar. 

Denn ist A unverdichtet, so ist A u — A , und die Behauptung folgt aus 

13-5-4. 

Eine andere Formulierung von 13-5-41 lautet: 

13-5*42. 1st die separable Menge A unabzahlbar , so ist A v A . 

13*5*5. Damit die Menge A eines metrischen Raumes separabel sei , ist 
notwendig und hinreichend, da/3 fur jeden unabzahlbaren Teil B von A gelte : 

Notwendig: Nach 13-1*2 ist B separabel, also nach 13-5-42: B v A) A, 
also auch B 1 3 Hinreichend: Ist B ein £~Netz in A, so ist nach 10-4-7 
B 1 — A ; also kann nach Annahnie kein @-Netz in A unabzahlbar sein; nach 
13-1-0 ist also A separabel. 

13*5*6. Ist A separabel , so ist A v verdichtet : A vv — A v . 

In der Tat, nach (5*1) und 13-5*2 ist A v = ( A u -J- A v ) ((A u )* + (^4J*), also, 
da nach 13-5-4 {A u )* = A ist: A v = ( A u -j- A v ) ( A v )*; da aber wegen 13-4-3 
(A v )* £ A*, und da A u A* = A, ist A u ( A v )* = A; wir haben also weiter: 
A v = A v (A v )*, somit nach (5): A v = A vv . 

Da jede verdichtete Menge insichdicht ist, folgt aus 13-5-6 und 13-5-3: 

13*5*61. Ist A separabel, so ist A v perfekt in A A 

13*5*7. Ist A separabel , so ist (^4,,)* = A*. 

Denn nach (5*1) und 13*4-4 ist A* = (AJ* + (A v )*, und nach 13-5*4 
ist hierin ( A u )* — A. 

13*5*71. 1st A separabel , so ist (^4*)* = A*. 

Denn wegen 13-5*7 und A v ^ A* ist nach 13-4-3: A* = ( A v )* Q A**. 
Umgekehrt ist ^4** C (.d*)*, also, weil nach 13-4-5 (.d*) 1 ^ A*, auch 
d** CZ A*. 

In Erganzung von 13-4-5 folgt nun: 

13*5*72. Ist A separabel , so ist A * perfelct. 

Denn nach 13-4-5 ist A * abgeschlossen, nach 13*5*71 verdichtet, also in¬ 
sichdicht. 
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Greifen wir zuriick auf die Zerlegung § 12 (7), so erhalten wir: 

13-5-8. 1st A separabel. so ist A s abzahlbar. 

Denn nach 18-5-6 ist A c insichdicht, also A v ^ A k , also A u 2A 5 ; wegen 
18-5-4 ist also A s abzahlbar. 

Aus 18-1-2 folgt nun: 

13-5-81. In einem separablen Raume ist jede separierte Menge abzahlbar. 

Aus § 12 (7-1) folgt nun unmittelbar: 

13*5*9. 1st A separabel, so ist A ? - abzahlbar. 

13- 5-91. In einem separablen Raume ist jede isolierte Menge abzahlbar. 

Literatur: Die Satze dieser Summer gehen groBenteils zuriick auf E. Bindelof, 
Acta math. 29 (1905) S. 183. 

§ 14. Regulare und normale Raume. 

1. Abgesonderte 3Iengen. Zwei Mengen A und B eines topologischen 
Ra-umes heiBen abgesondert, wenn keine einen Punkt oder Haufungs- 
punkt der anderen enthalt, d. li. wenn: 

(1) A B° -f- B A 0 — A . 

Der Begriff ,, abgesondert* 4 hat absoluten Charakter: sind A und B in einem 
topologischen Raum abgesondert, so in jedem, der sie beide enthalt, ins- 
besondere in ihrer Summe A -f- B. Die leere Menge ist von jeder abgeson¬ 
dert. Die Halbgeraden x > a und x < a des R 1 sind abgesondert, die Halb- 
geraden x ^ a und x < a nieht. Zwei abgesonderte Mengen sind auch 
fremd. 

14*1-1. Damit zwei fremde Mengen A und B abgesondert seien, ist not- 
ivendig und hinreichend, daft A (und B) in A -j- B sowolil offen als abge - 
schlossen sei. 

Notwendig: Aus A B° = A, B A 0 = A folgt: A = A 0 (A -f- B), 
B = B° (A B); also sind A und B nach 10-8-1 abgeschlossen in A ■+ B ; 
also sind die Komplemente A — ( A -J- B) — B, B — (A -f- B) — A offen 
in A -f- B. Hinreichend: Da A abgeschlossen in A B 3 so ist nach 
10-S-3 A = A 0 (A + B) = A 0 A -f A 0 B = A A 0 B; also ist A 0 B gz A, 
und da auch A 0 B gg B , ist A 0 B Cl A B, und da A B — A, ist auch 
A 0 B = A. Da A offen in A -j- B , ist B abgeschlossen in A -f- B , und man 
erhalt ebenso R° A = A. Also gilt (1), w. z. b. w. 

Mit 14-1-1 ist gleichbedeutend: 

14- 1-11. Damit zwei fremde Menge7i A und B abgesondert seien , ist not- 
wendig und hinreichend, da/3 sowohl A als B offen (oder abgeschlossen) in 
A -j- B sei. 
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Daraus folgt nach 10*8*51: 

14*1-2. Zwei fremde offene ( abgeschlossene ) Mengen A, B sind abgesondert. 
Aus der Definition folgt unmittelbar: 

14*1*3. Bind A und B abgesondert , und ist A' A, B' ^ B, so sind auch 

A f und B' abgesondert. 

14*1*4. Sind sowohl A t und B, als auch A 2 und B abgesondert, so auch 
A x -f- A 2 und B . 

2. Reg'lllare, normale Raume. Wir sagen: die beiden fremden Mengen 
A und B sind durch offene Mengen trennbar, wenn es zwei fremde 
offene Mengen G, G' gibt, so daB A ^G , B ^G' . Nach. Axiom 5 t ) (§ 9, 1) 
sind zwei fremde Mengen {a} und {6} durch offene Mengen trennbar. Ein 
topologischer Raum heiBt regular, wenn in ihm jede Menge {a} von jeder 
zu {a} fremden abgeschlossenen Menge durch offene Mengen trennbar ist; 
er heiJBt normal, we nn je zwei fremde abgeschlossene Mengen durch offene 
Mengen trennbar sind. Da jede Menge {a} abgeschlossen ist, gilt: 

14*2*1- Jeder normale Raum ist regular. 

Mit der Umkehrung dieses Satzes, die nicht allgemein gilt, werden wir 
uns in 14*2*31 befassen. 

14*2*11. Jeder abgeschlossene Teil C eines regularen (normalen) Raumes E 
ist regular {normal). 

Sei B abgeschlossen in G und ae C — B\ nach 10*8*11 ist B auch abge¬ 
schlossen in E , und da E regular, gibt es in E offene Mengen G, G', so daB 
asG, B £=<?', GG' = A. Dann sind CG , CG' offen in C , es ist asCG , 
B £ CG(C G) (C G') — A; d. h. auch C ist ein regularer Raum. 

Wir schreiben im folgenden: 

(2) A <g B , wenn 4°g5. 

Aus A(ciB folgt A £ B. Aus A' £= A <g B C= B f folgt A' (g B'. 

14*2*2. Damit der Raum E regular sei , ist notwendig und hinreichend, da/3 
es zu jedem a s E und jeder Umgebung U a eine Umgebung U* a gebe , so da/3 

Ul^u a . 

Notwendig: Ist E regular, so ist {a} von der abgeschlossenen Menge 

— TJ a durch offene Mengen trennbar; d. h. es gibt offene Mengen G*, G**, 
so daB {a} ^ G*, — U a g G **, G* G ** = A. Dann ist 6?*CI — G **, und da 

— G** abgeschlossen, ist nach 10*5*1 auch (<3*)°£ — G**, also (<2*)° — U a 
= A, also ( G*)° gi XJ a . Wir konnen also TJ* a = G* setzen. Hinreichend: 
Ist B abgeschlossen und { a } B = A, so ist — B eine Umgebung U a ; nach 
Annahme gibt es ein U* (c U a ; dann ist — (Z7*)° eine offene Menge 2 B, 
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und da U *— (Z7*)° = A, sind {a} und B durcli die offenen Mengen £7* 
und — (£7*)° getrennt. 

Indem man hierin {a} durch eine abgeschlossene Menge A und XJ a durch 
eine offene Menge G ^ A ersetzt, beweist man ganz ebenso: 

14-2-21. Damit der Baum E normal sei, ist notwendig und hinreichend, daft 
es zu jeder abgeschlossenen Menge A A E und jeder offenen Menge G HA. A 
eine offene Menge G* 2 -4 gebe, so dap G* (cz G. 

14-2-3. 1st der Baum E separabel und regular , so sind je zwei abgesonderte 
Mengen A und B durch offene Mengen trennbar. 

Sei ip ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen. Da 
A B° — A, ist — B° fur jedes as A eine XJmgebung U a ; also gibt es nach 
14-2-2 zu jedem as A eine Tlmgebung U* (c: — B°; sodann gibt es ein 
H a s <g>, so daB a e H a , H a g U *; somit ist auch H a (cz — B° . Ebenso gibt 
es zu jedem b e B ein H b e§ 3 so daB b e E b , H b (c: — A 0 . Da Q abzahlbar, 
gibt es mir abzahlbar viele versehiedene H a , etwa H 1 , jE£ 2 ,..und ebenso 
nur abzahlbar viele versehiedene H b , etwa EL\ , 77' , . .. Wir setzen: G 1 = H 1 , 
Cf'i = K - , aUgemein: <?„ = S„ — (G[° + G'° + . . . + G' n °_J , G' n = 

JET' — (G° + G° +. . . + G ° n ). Dann sind alle G n , G' n offen, also auch G=SG n , 

G' = SG’ n . Wegen H[ (e — A 0 ist H'° A =A, also auch G'^A = A, und 

n 

ebenso ist G® B = A; ist also H n = H a {a e A), so ist wegen a e H n auch 
a s G n , also ist A AG, und ebenso BAG'; und da offenbar jedes G i fremd zu 
jedem G'., ist GG' — A, d. h. A und B sind durch die offenen Mengen G, G' 
getrennt. 

Da nach 14-1*2 zwei fremde abgeschlossene Mengen abgesondert sind, ist 
in 14-2-3 enthalten: 

14-2-31. Jeder separable regulars Baum ist normal . 

14-2-4. In einem metrischen Baume E sind je zwei abgesonderte Mengen A 
und B durch offene Mengen trennbar. 

Dies bedarf eines Beweises nur, wenn A fj) A, B ff) A. Wir setzen 
G = [xA < x B] ; dann ist G = 5 [x A < r] [x B ;> r] (wo r alle positiven 

r> 0 

rationalen Zahlen durchlauft); da [xA <C r] und [cc B ;> r] nach 9-4-1 und 
9-4-2 offen sind, so ist nach 10-1-1, 10-1-2 auch G offen. Eiir alle as A ist 
aA—0 und (wegen MB° = Mzufolge 10-5-5) aB> 0; fur alle as A gilt 
also asG , d. h. es ist A A G. Ebenso sieht man: die Menge G' — [x B < x A] 
ist offen, und es ist BAG'. Da GG' = A, ist 14-2-4 bewiesen. 

Wegen 14-1-2 ist in 14-2-4 enthalten: 

14-2-41- Jeder metrische Baum ist normal. 
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14*2*5. 1st A eine abgescJilossene, B eine offene Menge eines normalen 
Raumes und A ^B, so gibt es zu jedem reellen x aus [0, 1] eine offene Menge 
O x , so dap A g G q , B = G x und G x , (c Q x „ fur 0 ^ x' < x" 1 . 

Wir setzen B — G x . Nach 14*2*21 gibt es ein offenes G 0 , so daB A Cl G^ 
(c G t . Dann ist G® £ G x , also gibt es nach 14*2*21 ein offenes <2i, so daB 

G° q QGi (c G ± , d. h. G 0 (c: G\_ (c: G x . Ebenso gibt es offene Mengen G^, (2j, 
so daB Gq (c G ^ (c: G^_ (c G^ (c= G ± usf. Wir erhalten so zu jedem endlicben 

Dualbruch r aus [0, 1] eine offene Menge G r , so daB aus r' c r" folgt 
G r , (c. G r ,,; fur jeden endlichen Dualbruch x aus [0, 1] ist dann : 

(2*1) = 5 G r (r durchlauft die endlichen Dualbriiche), 

o <kr<^.x 

und fiir alle iibrigen x definieren wir G x durch (2*1). Sei nun 0 <; x' <C x ,r 
<; 1; dann gibt es zwei endliche Dualbriiche r' } r", so daB x f <C r' <C r ,r 
C x" ; wegen G x , £ G r , (c G r ,, Q G xf , ist dann auch G x , (c G x ,,. Damit ist 
14*2*5 bewiesen. 

14*2*6. In einem separablen und reguldren unendlichen Raume E gibt es 
X Stiicke. 

Sei wie beim Beweise von 13*2*5 A ein isolierter Teil von E der Machtig- 
keit X 0 und B ^ A; da i isoliert, sind B und A — B abgesondert. Nach 
14*2*3 gibt es offene Mengen G B , G' B , so daB B ^G B , A — B Cl G ' B , 
^ A 5 es ist also — G B eine abgeschlossene Menge 2 » somit nach 

10*5*1 G%^—G B , also G% (A — B) = A ; und da B £ G n B , also B = A G° B> 
gehoren zu versehiedenen B auch verschiedene G B . Da es nach 5*2*1 X 
verschiedene Teile B von A gibt, gibt es also auch X verschiedene G B , also 
mindestens X verschiedene Stiicke. Und nach 13*2*51 gibt es hochstens 
X verschiedene Stiicke. 

14*2*61. In einem separablen und reguldren Raume E, dessen insichdichter 
Kern E k A ist, gibt es X perfekte Mengen. 

Nach 12*7*5 ist E h perfekt, also abgeschlossen, also nach 14*2*11 regular, 
und nach 13*1*2 ist E k separabel; nach 14-2*6 gibt es also X Stiicke in E k , 
und nach 12*5*2 ist jedes Stiiek in E h perfekt. 

Literatur: L. Vietoris, Monatsh. f. Math. a. Phys. 31 (1921) S. 190; H. Tietze, 
Math. Ann. 88(1923) S. 290; P. Alexandroff n. P. Urysohn, Math. Ann. 92 (1924) 
S. 275; A. Tichonoff, Math. Ann. 95 (1926) S. 139. Ein allgemeiner Trennnngs- 
satz: K. Menger, Ergebn. e. math. Koll. 1 (1931) S. 16. 

3. Metrisierung. Sei nun im topologischen Raume E eine reelle 
Eunktion f (a) definiert, d. h. jedem aeE sei eine (endliche) reelle Zahl 
f ( a ) zugeordnet. Eine solche Eunktion heiBt stetig im Punkte a, wenn es 
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zu jedem 6 > 0 eine Umgebung U a gibt, so daB | / (a') —/ (a) j -< S fiir 
alle a'e U a ; ist die Funktion stetig in jedem Punkte aeE, so heiBt sie 
stetig auf E. 

14*3*1- Sind G und G' zicei offene Mengen des normalen Raumes E, und 
ist G (c G ', so gibt es eine auf E stetige , der Ungleichung 0 <* f (a) ^ 1 ge- 
niigende reelle Funktion f (a), so dap f (a) = 0 fiir a s G, f (a) = 1 fur 
ae{— G') . 

Wegen G (fz G' ist G° ^ <9', es gibt also nach 14-2-5 zu jedem xs [0, 1] eine 
offene Menge G x , so daB G iEG° £s <2<> > G' — G x , G x/ (c G x// fiir 0 <; x' <; x" 
<1 1; wir setzen noc-h G x — -1 fiir x <C 0, G x = E fiir x > 1, so daB nun G x 
fiir alle reellen x definiert ist. Sei a sE; wir bezeichnen mit / (a) das In- 
fimum aller x, fiir die a e G x ; dann ist 0 ^ / (a) <; 1; weil G ^=G 0 , ist/ (a) — 0 
fiir a e G, und weil G' = G 1 , also G x Q G' fiir x 1 , ist / (a) — 1 fiir 
a s (— G') . Es ist noch zu zeigen, daB / stetig auf E ist. Sei a s E und 
<5 > 0; sei ferner: / (a) — <3 < x 0 < x 1 <C / (a) <Z x 2 < / (a) -f- d ; dann ist 
a e G Xi , a ~ £ G Xi , und mithin, wegen G x (c: G Xi , aucli a e G Xq ; also ist 
a £ G X " — G Xa , und da G x * — G Xq of fen, ist G x ^ — G x ^ eine Umgebung U a ; 
fiir alle a' £ G Xn — G aber ist x Q ^ / ( a ') ^ x 2 , also f (a) — 6 <C f (a') 
<if(a) -b <5, also ;/(<z / )—/ (a) ; C 6, w. z. b. w. 

Sei nun E ein separabler und regularer, also nach 14-2-31 auch nor- 
maler Raum; wir wollen zeigen, daB es eine mit E homoomorphe (§ 9, 1) 
Punktmenge des R^ (§9,3) gibt. Sei § ein abzahlbares ausgezeichnetes System 
in E offener Mengen H x , P 2 , . . H n , . . . Nacb 5-1-2 ist auch die Menge der 
Paare (H n H n ,) abzahlbar, also auch die Menge der Paare (H n , H nf ) mit 
H n (c H n seien P x , P 2 , . . ., P v , . . . diese Paare. Ist P v etwa das Paar 
(H n ,H n ,), so gibt es nach 14-3-1 eine auf E stetige, der Ungleichung 
0 <;/ v (a) ^ 1 geniigende Funktion f v (a) , so daB f v (a) — 0 fiir a s H n , 
f v («) — 1 fiir a s (— H n ,). Wir bilden nun zu jedem a s E die Zahlenfolge 

(3) a v =±f v ( a ) (v — 1,2,...). 

Wegen 0 a v ^ hat sie endliche Quadratsumme, also ist ((a v )) ein 
Punkt des R m . Bezeichnen wir die Menge aller Punkte ((a v )) £ R^ , deren 
Koordinaten der Ungleichung 0 <; a v ^ — geniigen, mit Q m , so ist durch (3) 

eine AbbUdung des Raumes E auf eine Punktmenge P* S=Qa> gegeben. 

14-3*2. Die AbbUdung (3) des regularen und separablen Raumes E auf die 
Punktmenge E* ^ Q & ist eineindeutig . 

Da sie jedenfalls eindeutig ist, ist nur zu zeigen: verschiedenen Punkten 
a } a' von E entsprechen verschiedene Punkte ((&„)), ((ge-')) von P*. Nach 
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Axiom 5 t ) (§ 9, 1) gibt es eine in E offene Menge G, so daB a s G, a' ~ e G; 
im ansgezeiclmeten Systeme in E offener Mengen gibt es ein H n ,, so daB 
H n , Q=G, a e H n , ; wegen a' ~ sG, ist a' ~ e H n ,. Nach 14*2*2 gibt es ein 
TJ* a (c: H n ,, und weiter gibt es ein H n e ©, so daB H n g U* , a e H n . Wegen 
H n £ U* a (cz H n , ist H n (g H n ,, d. b. (H n , H n ,) ist eines unserer Paare P v , 
etwa P„. Fiir die zugehorige Funktion fir gilt, weil a a H n , a' ~ e H n , ist: 
f- (a) ~ 0, f- (a/) — 1; fiir die nach. (3) den Punkten a y a' zngeordneten 
Punkte ((a v )), ((&')) des JEt {m ist also a-^d-, mithin ist (( a v )) =f= ((a')). 


14 - 3 * 21 . Die eineindeutige Abbildung (3) fiihrt jede in E offene Menge in 
eine in E* offene Menge iiber. 

Sex G often in E und G* ^=.E* das Bild von G . Ist asG, so gibt es ein 
JS n , e Q , so daB H n , £ G , aeH n ,\ nach 14*2.2 gibt es ein U* a (c H n ,, und 
weiter gibt es ein H n £ & , so daB H n ^ U* , a e H n ; dann ist auch H n (g H n ,, 
also ist ( H n ,H n ,) eines unserer Paare P v , etwa P„ . Fur die zugehorige 
Funktion f„ ist: /;r (a) = 0 und fir (cl') — 1 fiir alle a's (— G) . Ist also 
a' e (— G) und sind b = (( a v )) und b' = ((d v )) die Bildpunkte von a und a' 

vermoge der Abbildung (3), so ist a- — 0 3 a~ = ~, also nach § 9, (3*3): 


b b' ^ i . Aus a 's (— G) folgt also b b' ^ daraus folgt umgekehrt: ist 
b' s E* und b b' <C so gilt fiir das Urbild a' sE von b': a' s G; d. h. fiir 


alle b'sE* mit6 6'<C ^L-gilt b' sG*; nach 10.3*1 und 10*3.6 ist also G* offen 
in E * s w. z. b. w. V 


14-3-22. Pie eineindeutige Abbildung (3) fiihrt jede in E* offene Menge in 
eine in E offene Menge iiber. 

Sei G* offen in E* und G g E das Urbild von G* vermoge der Ab¬ 
bildung (3). Ist b s G *, so gibt es nach 10*3*1 und 10*3*6 ein g >• 0, so daB 
fiir alle b ' e E * mit b b' <Z g gilt: b ' e G*. Wir wahlen v so groB, daB 



Sei a das Urbild von b ; wegen der Stetigkeit von f v gibt es eine Umgebung 
U va , so daB 

f v (cl') — f v (a) | < _ -fL- fiir alle a' s U va . 

2 v 


Wir setzen U a = U la U 2a . . . U- a ; dann gilt fiir alle a's U a , wenn b' das 
Bild von a' vermoge (3) bedeutet: 


(6 b') 2 = 2J~ (/„ (a) - f v (a')) 2 


‘ 2d ih w 

V = 1 



§ 15. Kompakte Mengen. 


91 


also bb' <C g; aus b b' <C q folgt aber, wie wir saben: b r e G* ; das Bild jedes 
of s U a gehort also zu G *, d. h. U a Q G; also ist a innerer Punkt von G } und 
nacb 10*8-6 ist G offen. 

Die Satze 14*8-2, 14*8*21, 14*3*22 besagen: 

14-3*3. Jeder separable und- regulars topologische Baum E ist homoomorph 
einer Punktmenge E* . 

Seien nun a, a' zwei Punkte von E s und b 3 b' ihre Bildpunkte im B M ; 
definieren wir dann den Abstand a a' dureh: a a r — b b', so ist der topolo¬ 
gische Baum E zu einem metrischen geworden (der mit E* isometriseh ist), 
und aus 14*3*21, 14*3*22 folgt, daB die offenen Mengen des topologischen 
Baumes E mit den nach § 9, 2 definierten offenen Mengen dieses metrischen 
Baumes ubereinstimmen. Wir driicken das so aus: 

14*3*31. Jeder separable und regulare topologische Baum ist metrisierbar . 

Da die wiehtigeren topologischen Baume durchweg separabel und regular 
sind, bedeutet also Beschrankung auf metrische Baume keine wesentliche 
Einsehrankung. 

Biteratur: P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925) S. 309; A. D- Pitcher und 
ES. W. Chittenden, Am. Trans. 19 (1918) S. 66; 20 (1919) S. 213 ; B. Vietoris, 
Jahresber. Math. Ver. 36 (1927), S. 14 der ,,Angel, d. D. Math. Ver.“ 


§ 15. Kompakte Mengen. 

1. Kompakte Mengen. Die Menge A eines topologischen Baumes heiBt 
kompakt, wenn fur jeden unendlichen Teil B von A gilt: B 1 A. Die 
leere Menge, jede endliche Menge ist kompakt. 

Aus 5*1*5 und 10*4*4 folgt: 

15*1*1* Damit A kompakt sei, ist notwendig und hinreichend , da/3 fur jeden 
abzdhlbar unendlichen Teil B von A gelte: B 1 A . 

15*1-2. Jeder Teil einer kompakten Menge ist kompakt. 

15-1*3. Die Summe zweier kompakter Mengen A, B ist kompakt. 

Denn ist C ein unendlicher Teil von A -f- B, so ist auch mindestens eine 
der beiden Mengen A C, B C unendlich, etwa A C ; dann ist (A C) 1 A , 
also nach 10-4*4 auch C 1 A . 

Aus 15-1*2, 15*1*3 folgt: 

15*1-31. Das System alter kompakten Mengen eines topologischen Baumes 
ist ein 5-Kdrper. 

Aus 10*4*7 folgt unmittelbar: 

15*1*4. Ist A eine kompakte Menge eines metrischen Baumes , so ist jedes 
q-Netz in A endlich. 
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Aus 15*1*4 11 nd 13*1*6 folgt: 

15-1-41. Jede kompakte metrische Menge ist separabel. 

15*1*5. Jede kompakte Menge A eines metrischen Raumes ist beschrdnkt. 

Sei A nicht beschrankt und c e A. Nach 9*0*21 gibt es ein a n s A, so daB 
a n c^> n . Diese a n (n — 1, 2, . . .) bilden einen unendlichen Teil B von A; 
es geniigt zd zeigen: B 1 = A. Ware b e B 1 , so ware nach 10*4*1 a n b < 1 
ftir unendlich viele n, also a n c < b c + 1 ftir unendlich viele n, im Wider- 
spruche zu a n c^> n. 

Aus 15*1*5 folgt, daB der B n und der R^ nicht kompakt sind; in 20*2*81 
werden wir sehen, daB jede beschrankte Punktmenge des R n kompakt ist; 
hingegen gibt es im R (w beschrankte Punktmengen, die nicht kompakt 
sind; sei z. B. b n der Punkt des R^ , dessen r-te Coordinate a nv — 0 ist fiir 
v =4= n, wahrend seine n-te Coordinate a nn — 1 sei; die unendliche Menge B 
der Punkte b n (n— 1,2,...) ist dann zugleich ein ]/":2-Netz in B, also nach 
15*1*4 nicht kompakt, aber beschrankt. — Der R 0 ist beschrankt, aber 
nicht kompakt: sei z. B. b n der Punkt des R 0 , dessen samtliche Coordinaten 
k nv = n sind; die unendliche Menge B der Punkte b n (n = 1, 2, . . .) ist 
dann ein l-Netz im R 0 , also ist der R 0 nach 15*1*4 nicht kompakt. 

Der Begriff kompakt hat relativen Charakter; ist A C~ C, so bedeutet die 
Aussage: ,,A ist kompakt in C“: fur jeden unendlichen Teil B von A ist 

B X CZ) y 1- 

Offenbar gilt: 

15*1*6. Ist A kompakt in C und C ^ O ', so ist A auch kompakt in G '. 

iLiteratur: Der Begriff ,,kompakt c< wurde eingefuhrt von M. Prechet, Bend. 
Pal. 22 (1906) S. 6. 

2. In sick kompakte Mengen. 1st die Menge A kompakt in A, d. h. ist 
ftir jeden unendlichen Teil B von A : B 1 A A , so heiBt sie in sich kom¬ 
pakt. Dieser Begriff hat absoluten Charakter. Jede in sich kompakte 
Menge ist kompakt. 

Wie 15*1*3 beweist man: 

15*2*1. Die Summe zweier in sich kompakter Mengen ist in sich kompakt. 

1d*2*2. Ist A kompakt und abgeschlossen , so ist A in sich kompakt. 

Denn ist B ein unendlicher Teil von A, so ist B 1 A ; wegen B C= A ist 
B 1 QA 1 ; weil A abgeschlossen, ist A 1 Cl A ; also ist B 1 C=A,d. h. BIA = B 1 ; 
wegen B 1 2) A ist also auch B 1 A 3 A . 

Die Umkehrung gilt nicht allgemein. Wohl aber gilt: 

15*2*21. Bine separable , in sich kompakte Menge A ist kompakt und ab¬ 
geschlossen. 
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Da jede in sich kompakte Menge auch kompakt ist, haben wir nur zu 
zeigen: A ist abgeschlossen. Sei as A 1 . Nack 13-1-71 gibt es ein B A , 
so daB B 1 — {a}; da A in sick kompakt, mub also a s A sein. Aus a & A 1 
folgt also a s A , d. k. A ist abgescklossen. 

Aus 15-2-2, 15-1-41, 15*2-21 folgt: 

15*2*22. Damit die Menge A eines metrischen Raumes in sich kompakt 
sei , ist notwendig und hinreichend, dap sie kompakt und abgeschlossen sei. 

15*2*3- 1st A in sich kompakt , so auch jeder in A abgeschlossene Teil G 
von A. 

Nack 15*1*2 ist G kompakt in A; fur jeden unendlicken Teil B von C 
gilt also: B 1 A A. Da G abgescklossen in A, ist aber nack 10*8*2 
B 1 A g O , also auck B 1 A ^ B 1 G ; wegen B 1 A A ist also auck 
B 1 G^)A. 

15*2*31. Ist die in sich kompakte Menge A separabel (oder Menge eines 
metrischen Raumes), so ist , damit die Menge C £ A in sich kompakt sei , 
notwendig und hinreichend , dap C abgeschlossen sei. 

Notwendig: Dies folgt wegen 13-1*2 aus 15*2*21 (bzw. aus 15*2*22). 
Hinreichend: Nack 10-S*51 ist C abgescklossen in A ; die Behauptung 
folgt also aus 15*2*3. 

15-2-1. Ist die Menge A eines metrischen Raumes kompakt , so ist A 0 in 
sich kompakt . 

Sei B ein abzahlbar unendlicher Teil von A °, bestehend aus den Punkten 
b l3 b 2 , ... 3 b n ,. .ist b n s A , so setzen wir b n = c n ; ist b n ~ s A , also 

b n e A 1 , so gibt es nack 10-4*1 ein c n s A, so dab c n b n <Z~ und c n =j=Ci 

n 

(i = 1, 2, . . ., n — 1); die c n bilden dann einen unendlicken Teil C von A, 
und weil A kompakt, ist C 1 jj) A. Sei ceC 1 und g 0; nack 10-4-1 ist 

Cn c < Q f'dr unendkck viele n ; wegen c n b n < — ist also auck b n c <C 2 g 

n 

fur unendlich viele n, mitkin ist nack 10*4*1 ce B 1 . Also ist B 1 jj) A, 
also ist A 0 nack 15*1-1 kompakt, also nack 15-2-2 auch in sick kompakt. 

15*2*5. In eine?n metrischen Raume gibt es zu jeder in sich kompakten 
Menge B A und jedem Punkte a ein b e B. so dap a b — a B. 

Nack § 9 (4) gibt es in B eine Punktfolge ((&„)), so dab a b n -> a B. Falls 
kierin fur kein n : a b n = a B, so sind unter den b n unendlich viele versckie- 
dene. Weil B in sich kompakt, kat dann die Menge der b n einen Haufungs- 
punkt be B; fiir jedes g > 0 ist also nack 10-4-1 b n b < g fur unendlich 
viele n. Aus a b <: a b n + b n b folgt also, weil a b n —> a B war: a b <* a B 3 
mitkin a b = a B. 
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15-2-51. In einem metrischen Raume gibt es zu jeder Menge B 2) A und 
jeder in sich kompakten Menge A ~D) A ein a s A, so daft a B = A. B. 

Nach § 9 (5*1) gibt es in A eine Punktfolge ((a n )), so daB a n B -+ AAB, 
1st hierin fiir kein n: a n B = A B, so sind unter den a n nnendlich viele ver- 
schiedene, und die Menge der a n bat einen Haufungspunkt as A. Nach 
§ 9 (4*1) ist a B ^ a a n + a n B, und da hierin a n B -> A B, und da fiir jedes 
q >> 0: a a n < g fur unendbch viele n, folgt hieraus a B <L A B, mithin 
a B == A B. 

Aus 15-2-51 und 15-2-5 folgt: 

15-2-52. Sind A und B in sich kompakte Mengen ~jj) A eines metrischen 
Raumes, so gibt es ein a s A und ein b s B , so daft a b — A B. 

15-2-53. 1st A~2) A eine in sich kompakte , B~jJ) A eine abgeschlossene 
Menge eines metrischen Raumes , und ist A B — 0 , so ist A B A . 

Nach 15*2*51 gibt es ein as A, so daB a B — 0. Nach 10*5*5 ist dann 
a s B°, also, weil B abgeschlossen, nach 10*5*6 a e B. Also ist a s A B. 

15-2*54. In einem metrischen Raume gibt es zu jeder in sich kompakten 
Menge A~jj) A und zu jeder offenen Menge G A ein g >. 0, so daft U Aq ^ G. 

Da — G abgeschlossen und A — G = A , folgt aus 15-2*58: A (— G) >> 0; 
fiir g C A (— G) ist U A Q £j G. 

Literatur: Auf die Bedeutung des Begriffes ,,in sich kompakt' 6 hat zuerst hin- 
gewiesen: H. Tietze, Math. Zeitschr. 5 (1919) S. 288. 

3. Durchschnitts a tz. Eine charakteristische Eigenschaft der in sich 
kompakten Mengen liefert der Satz: 

15-3-1. JDamit A in sich kompakt sei , ist notwendig und hinreichend, da/3 
fiir jede monoton abnehmende Folge ((A n )) nicht leerer, in A abgeschlossener 
Mengen auch JD A n 3 A sei. 

n 

Notwendig: Sei ((A n )) eine monoton abnehmende Eolge in A abgeschlos¬ 
sener Mengen mit JD A n =A, und sei b n e A n . Die Menge B der b n (n — 1 , 2, .. .) 

n 

ist dann unendlich. Da b n , s A n fiir n' ^ n , ist B 1 ^ A \, also weil A n 
abgeschlossen in A, nach 10*8*2 auch B 1 A £ A n , also weil JD A n — A, auch 

n 

B 1 A = A; weil B ein unendlicher Teil von A war, ist somit A nicht in 
sich kompakt. Hinreichend: Ist A nicht in sich kompakt, so gibt es 
ein abzahlbar unendliches B £ A, so daB B 1 A = A. Seien b lf 6 3 , . . b v , . . . 
die Punkte von B, und sei A n die Menge der b v mit v ^ n; wegen B 1 A = A 
ist auch A\ A— A, also nach 10*8*2 A n abgeschlossen in A , es ist A n+1 £^L n 
und JD A n = A. 
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Durcb tibergang zu den Komplementen erhalt man aus 15-3-1: 

15*3*11. Hamit A in sick kompakt sei, ist noiwendig und hinreichend , daft 
injeder monoton icachse/iden Folge ({B n )) in A offener Mengen mit S B n — A 
fast alle JB n = A seien. 

15-3*2. Ist eine Grrenzzahl > 0, ist A separabel und in sich kompaTct , 
und ist die $-te Kohdrenz As ^ A fiir alle £ <C /?, .so ist auch Ap A. 

Ware Ap — A, so ware i, die letzte Koharenz von A , somit nacb 13-2-4: 
/5 e ^ 0 . Xach S-4-21 gibt es darrn eine wachsende Folge ((/?„)) von Ordinal- 
zahlen mit lim/? n = /?. Wegen § 12 (8*1) und 12-8-1 ist dann (( A* )) eine 

n 

monoton abnebmende Folge in A abgescblossener Mengen, und nacb § 12 
(8) ist Ap — D Ap . Wegen Ap A, Ap — A stebt das in Widersprucb zu 
15-3-1. n 

Xiiteratur: Der Durcbsch ni ttsatz 15*3*1 gebt im wesentlicben auf G. Cantor 
zuriick: Math. Ann. 17 (1880) S. 358. 

4. Halbkompakte Mengen. Eine Menge, die Summe abzablbar vieler in 
sich kompakter Mengen ist, heiBt b alb kompakt. Dieser Begriff bat abso- 
luten Charakter. Jede abzahlbare Menge ist balbkompakt; in 20-2-82 werden 
wir sehen, daB der JR n balbkompakt ist. Aus der Definition folgt unmittelbar: 

15-4-1. Die Summe abzahlbar vieler lialbkompakter Mengen ist Tialb- 
kompakt. 

Aus 15-1-41 und 13-1-5 folgt: 

15-4-2. Jede halbkompakte metrische Menge ist separabel. 

15-4-3- Jsde separable halbkompakte Menge ist ein F a . 

Dies folgt aus 15-2-21. 

15-4-4- 1st A balbkompakt , so auch jedes F a in A . 

Sei A = S A v , wo A v in sicb kompakt, und sei B = S F n , wo F n abge- 

v n 

scblossen in A. Dann ist B = S F n A v ; hierin ist F n A v abgesehlossen in A v , 

ft, V 

also nach 15-2-3 in sicb kompakt; also ist B als Summe abzablbar vieler in 
sicb kompakter Mengen balbkompakt. 

15-4*41. 1st die halbkompakte Menge A separabel (oder Menge eines me- 
trischen Baumes ), so ist , damit die Menge C £ A balbkompakt sei , notwendig 
und hinreichend , dafi C ein F a sei. 

Xotwendig: Dies folgt wegen 13-1-2 aus 15-4-3 und 15-4*2. Hin- 
reicbend : Da nacb 10-9-21 Q ein F a in A, folgt dies aus 15-4*4. 

5. tj berdecknngssatze. Wir knupfen wieder an den Begriff eines die 
Menge A iiberdeckenden Systemes (§ 13, 3). 
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15*5*1. Damit A in sich kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, dafi 
es in jedem abzdhlbaren , A iiberdeckenden Systems (£ ein endliches A uber¬ 
deckendes Teilsystem gebe. 

Notwendig: Seien C n (n = 1, 2, . . .) die in A offenen Mengen von (£. 
Setzen wir B n = C 1 4- . . . + C n , so bilden die eine monoton wachsende 
Folge in A offener Mengen mit S B n — A. Also sind nach 15*8-11 fast alle 

71 

B n = A. Ist aber B n — A, so bilden G lt C 2 , . . G n ein A liberdeckendes 
endliches Teilsystem von (£. Hinreichend: Jede monoton wachsende 
Tolge (( B n )) in A offener Mengen mit £ B n — A ist ein abzahlbares, A uber- 

n 

deckendes System (£. Nach Annahme gibt es darin ein endliches A iiber- 
deckendes Teilsystem, bestehend etwa aus B ± , B 2 , - . B n . D. h. es ist 
B n = B ± + B 2 -f- . . . -f- B n — A, und wegen B n , 2 B n fd r n ' ^ n ist 
auch B n , — A fur n' ;> n. Die Bedingung von 15-3-11 ist also erfullt, somit 
ist A in sich kompakt. 

15*5*11- 1st A separabel (oder eine metrische Menge), so ist, damit A in sich 
kompakt sei, notwendig und hinreichend, daft es in jedem A iiberdeckenden 
Systeme 58 ein endliches A uberdeckendes Teilsystem gebe. 

Notwendig. Nach 15-1-41 ist jede in sich kompakte Menge eines me- 
trischen Raumes separabel. Ist A separabel, so gibt es nach 13-3*1 in 58 ein 
abzahlbares A uberdeckendes Teilsystem (£; ist A in sich kompakt, so gibt 
es weiter nach 15-5-1 in (£ ein A uberdeckendes endliches Teilsystem. Hin¬ 
reichend: Dies ist ein Spezialfall von 15-5-1. 

Durch tlbergang zu den Komplementen findet man, daB 15-5-11 gleich- 
bedeutend ist mit: 

15-5-12. Ist A separabel {oder eine metrische Menge), so ist, damit A in sich 
kompakt sei, notwendig und hinreichend, dap es fiir jedes System (£ in A ab- 
geschlossener Mengen, von denen je endlich viele Mengen einen Punkt gemein 
haben, auch einen Punkt gebe, der alien C s Qi gemein ist. 

Ist ((58*)) eine Folge von tJberdeekungssystemen der Menge A, so heiBt 
ein aus abzahlbar vielen in A offenen Mengen B x , B 2 , ... , B v , . . . be- 
stehendes tlberdeekungssystem 58 von A eine Auswahliiberdeckung aus 
((58J) 5 wenn jede Menge B v s 58 Summe endlich vieler Mengen des Systems 
58 „ ist. 

15*5*2- Ist die halbkompakte Menge A separabel (oder eine metrische 
Menge), so gibt es zu jeder Polge ((58 v )) von TJberdeekungssystemen von A eine 
Auswahliiberdeckung 58. 

Sei A = S A v , wo A v in sich kompakt. Da die Durchschnitte der Mengen 

V 

von 58„ mit A v ein A v uberdeckendes System bilden, gibt es nach 15-5-11 
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in 58 v ein endliches Teilsystem 58', so daB, wenn B v die Summe der Mengen 
von 58' bedeutet: A v ^B v . Dann ist B ly B 2 , . . ., B v , ... die gesuchte 
Auswahliiberdeckung 58. 

Fine leiehte Verscharfung dieses Resultates liefert der Satz: 

15-5-21. Gibt es zujedar Folge ((58„)) von Uberdeckungssystemen der Menge 
A eine AustvahliiberdecJcung 58. so gibt es auch eine Auswdhliiberdechung 
B 1} B 2 , . . ., B v , . . . aus ((58 v )), so dap filr jede?i Punlct a e A gilt: a e B v fur 
unendlich viele v. 

Caeh Annahme gibt es zur Folge 58 „, 58 y ^ 1? .. ., 58, f+n , . - . vontTberdeckungs- 
systemen eine Auswahliiberdeckung B vv , B vv + l3 . . ., B vv + n , . . ., wo B vv+n 
Summe endlich vieler Mengen aus 58 v _ n ; wir setzen: B v = B lv + B 2v -f* 

. . . -f- B v v ; dann ist B v Summe endlich vieler Mengen aus 58,, . Sei 
as A i zu jedern v* gibt es ein v ;> v *, so daB a s B v * v > und mithin a e B v ; 
also gilt a e B v fiir unendlich viele v. 

Literature Der tlberdeckungssatz 15*5-1 geht zuriick auf 32- Borel, Ann. ec. 
norm. (3) 12 (1895) S. 51, der ijTberdeckungssatz 15-5-11 auf H. Lebesgue, Legons 
sur l 1 integration et la recherche des fonctions primitives (Paris 1904) S. 105. Der 
Dherdeckungssatz 15-5-2 stammt im wesentlichen von EL. Menger, Wien. Ber. 133 
(1924) S. 421; vgl. hierzu auch W. Hurewicz, Math. Zeitschr. 24 (1926) S. 401; 
Fund. math. 9 (1927) S. 193; W. Sierpihski, Fund. math. 8 (1926) S. 223. Eine zu- 
sammenfassende Darstellung der verschiedenen tlberdeckungstheoreme: T. H. Hil- 
debrandt, Am. Bull. 32 (1926) S. 423; K. Menger, Erg. e. math. Koll. 2 (1932) 
S. 23. 


§ 16. Zusammenhangende Mengen. 

1. Zusammenhangende Mengen. In jeder Menge A ist A und A sowohl 
offen als auch abgeschlossen. Wir nennen nun eine Menge A z us am men- 
hangend, wenn es auBer A und A keinen Teil von A gibt, der gleichzeitig 
offen und abgeschlossen in A ist; anderenfalls heiBt A unzusammen- 
hangend. 3>iese Begriffe haben absoluten Charakter. — Da das Comple¬ 
ment (beziiglieh A) einer in A offenen Menge abgeschlossen in A, das Com¬ 
plement einer in A abgeschlossenen Menge offen in A ist, haben wir: 

16*1-1. Die Menge A ist unzusammenhangeTid dann und nur dann , wenn 
es eine Zerlegung A = A x -f- A 2 von A in zwei fremde Summanden gibt , die 
beide 3D ZL und beide offen (< abgeschlossen ) in A sind . 

Wegen 10-S-ll folgt daraus insbesondere: 

16-1*11. Eine offene ( abgeschlossene ) Menge ist unzusammenhangeTid dann 
und nur dann , wenn sie in zwei fremde offene (abgeschlossene) Summanden 
3D A zerlegt werden kann. 


Hahn, Eeelle I’nnktioneri. 


7 
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Zufolge 14-1-11 ist 16-1-1 gleichbedeutend mit: 

16-1-12. Die Menge A ist unzusammenhangend dann und nur dann , wenn 
es eine Zerlegung A = A x -f- A 2 von A in zwei abgesonderte Summanden A 
gibt. 

16-1*2. 1st A = A x -f- A 2 eine Zerlegung von A in zwei abgesonderte Teile, 
so gilt fur jeden zusammenhangenden Teil B von A entweder B £ A x oder 
B^A 2 . 

Denn ist B A x ~f) A und B A 2 ff) A , so ist B — A x B + A 2 B zufolge 
14-1*3 eine Zerlegung von B in zwei nicht leere abgesonderte Teile, d, h. 
B ist unzusammenhangend. 

Daraus folgt wegen 16-1-12 unmittelbar: 

16-1-21. Gibt es zu je zwei Punkten a x und a 2 von A einen zusammen- 
hdngenden Teil B von A } so da/3 a x e B , a 2 e B, so ist A zusammenhangend. 

Die leere Menge, jede Menge {a} ist zusammenhangend; jede endliche 
Menge mit mehr als einem Element ist unzusammenhangend. 

16-1*3. Die einzigen zusammenhangenden Mengen des B 1 sind: A; die 
Mengen { a }, die Intervalle (a, b ), (a, 6], [a, b), \a , b\; die Halbgeraden x > a, 
x a; die Halbgeraden x ^ a, x a; der R x selbst. 

Um zu beweisen, daB alle diese Mengen zusammenhangend sind, geniigt 
es zufolge 16-1-21 zu zeigen, daB die Intervalle [a, b] zusammenhangend 
sind. Sei also [a, 6] = A x -f- A 2 eine Zerlegung von [a, 6] in zwei fremde 
Summanden 3 Zl, und sei A x abgeschlossen; es ist nach 16-1-11 zu zeigen, 
daB A 2 nicht abgeschlossen sein kann; sei a x s A x , a 2 e A 2 und etwa a x < a 2 ; 
sei c das Supremum aller x e A x , die der IJngleichung a x <: x <C a 2 genugen; 
weil A x abgeschlossen, ist c e A x , also c<a 2> und es ist (c, a- 2 ] £ A 2 ; daher 
ist c Haufungspunkt von A 2 , wegen c e A x aber ist c ~ e A 2 , d. h. A 2 ist nicht 
abgeschlossen, w. z. b. w. — Um zu beweisen, daB es auBer den in 16-1-3 
aufgezahlten keine anderen zusammenhangenden Mengen des B x gibt, ge- 
niigt es, zu zeigen: ist A^kR x und gibt es im R x drei Punkte a x < a 3 < a 2 , so 
daB a x e A, a 2 e A, a s —- s A, so ist A unzusammenhangend. Seien zu dem 
Zwecke A x und A 2 die Durchschnitte von A mit den Halbgeraden x < a 3 , 
x > a 3 ; dann ist A — A x -\- A 2 S A X ^JA, A 2 ~^) A , A x A 2 — A, und A x , A 2 sind 
offen in A ; also ist A nach 16*1-1 unzusammenhangend. 

Sind a — (%, a 2 , . . a n ), b — (b x , b 2 , . . ., b n ) zwei verschiedene Punkte 
des R n> so verstehen wir unter der Strecke [a, b] des R n die Menge der Punkte 
(a x + t (b x — a x ), . . ., a n + t ( b n — a n )) mit 0 ^ t ^ 1; sind a = ((&„)) > 
b — ((&„)) zwei verschiedene Punkte des R w , so verstehen wir unter der 
Strecke [a, b\ des R a die Menge der Punkte ((a v ~\-t (b v — a„))) mit 0 ^ t 1. 
Aus 16-1-3 folgert man ohne weiteres: 



§ 16. Zusammenhangen.de JM.ehs'en. 9^ 

16-1-31. Jede Strecke des R n (des RJ) ist zusajnirierrjfnangtmttr- 

Aus 16*1*31 unci 16-1*21 folgt nun: 

16-1*32. Der R n (der R m ) ist zusammenhangend . Jede Kugel des R n 
(des R co ) ist zusammenhangend. 

16*1*1. Die Samme ziueier nicht abgesonderter zusammenhangerider Mengen 
ist z usa rn menha ngend. 

Denn seien B , C zusammenhangend, A — B + C nnzusammenhangend. 
Dann gibt es eine Zerlegung A = A x -f- A 2 in zwei nicht leere abgesonderte 
Teile A x , A 2 . ZSTach 16*1*2 ist B ^ A x oder B ^ A 2 ; ebenso C A x oder 
C £ -.4 2 . Ist etwa B £ A x , so (? ^ A 2 : denn ware auch C ^ A x , so ware 
A 2 = A . Aus 11*1*3 folgt nun, daB B und C abgesondert, entgegen der 
Ann a h me. 

16-1-41. Ist A die Summe eines Systems 3 zusammenhangerider Mengen , 
von denen keine zwei abgesondert sind , so ist A zusammenhdngend. 

Sei in der Tat a x e A ,a 2 eA;e s gibt ein B x e 3 und ein B 2 £ <S , so daB a^e B x , 
a 2 e B 2 . Kach 16*1*1 ist B x A B 2 zusammenhangend, naeh 16*1*21 also 
auch A. 

16-1-42. Ist A die Summe eines Systemes 3 zusammenhangender Mengen, 
unter denen es eine B 0 gibt, die von keiner anderen Menge Be 3 abgesondert 
ist, so ist A zusammenhangend. 

Denn ersetzt man jedes Be 3 durch B' — B -{- B 0 , so sind alle B' zu- 
sammenhangend nach 16-1-1, keine zwei B' sind abgesondert, da keine zwei 
B' fremd sind, und A ist auch die Summe der B '. Also ist A zusammen¬ 
hangend nach 16-1-11. 

16-1*5. 1st A zusammenhdngend, und A £ B CJ A 0 , so ist auch B zu- 
sammenhangend. 

Zufolge 16*1*1 haben wir zu zeigen: ist B = B x -f* B 2 , wo B x> B 2 abge- 
schlossen in B und fremd, so ist B x — A oder B 2 — A . Wir setzen 
A 1 = A B x , A 2 = A B 2 ; damn ist A — A x -fi 2 . Ha B x , B 2 nach 14-1-11 
abgesondert, so nach 11*1*3 auch A x und A 2 , und da A zusammenhangend, 
ist A x = A oder A 2 = A; sei etwa A 2 — A . Dann ist A ^ B x , also A 0 ^ B x ; 
andererseits ist wegen B x Q^B ^ A 0 auch B x g A 0 , also A 0 = B x . Ha B x 
abgeschlossen in B , ist nach 10-S-3 B x — B x B == A 0 B — B , also B 2 — A , 
w. z. b. w. 

Insbesondere ist in 16*1*5 enthalten: 

16-1-51. Ist A zusammenhangend , so auch A 0 . 

16*1*6. Eine zusammenhdngende M.enge A, die mehr als einen Punkt 
enthalt , ist insichdicht. 


7* 
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Denn ist a ein isolierter Punkt von A, so ist A {a} + (A {a}) eine 
Zerlegung von A in zwei abgesonderte Teile D A. 

Bezeiclinen wir mit A g die Begrenzung von A (§ 10, 6), so gilt. 

16*1*7. 1st A beliebig , B zusammenhangend, und ist A B ZD A , 
(— * 4 ) B ZD A, so ist auch A g B ZD A . 

Denn ware _4 g B = A , so ware wegen A g = A r + (— A) r auch A r B = A , 
{—A) r B=*A, also A B — Ai B, (— A) B — (— A)i B, und es ware 

J5 = Jt J5 -f- (_ A) B — Ai B + (— ^4)* B eine Zerlegung der zusammen- 

h&ngenden Menge B in zwei fremde, znfolge 10*3*5 und 10*8*1 in B offene 
Mengen 3? A, entgegen 10*1*1. 

16*1*8. Jede zusammenJiangende Menge G eines separablen reguldren 
It a times E, die mehr a Is einen Punkt enthalt, bat die Machtigkeit 


Nach 14-2*31 ist E normal. Sei a s C, b e G, a #= b ; es gibt ein offenes G , 
so da6 a e G , b — e G; wir setzen in 14-2*5: A = {a} , B — G; dann ist 
a e G s , h — e G. x fur jedes xe [0, 1]. Nach 10*1*7 ist also ( G x ) g G ZD A. Nun 
ist {G x ,) g (G x „) g = A fiir x 7 4= \ denn ist etwa x r < x", so ist G x , (c G x „, 

d. h. {G x >f DDG x „ also, da nach § 10 (6*3) {G x ,) g £ ( G x ,)° ist, auch ( G x ,) g 
g G x „, wahrend, weil offen, 6^,, (G x// ) g = yl ist. Da also je zwei 
(G x ) g frernd sind, und {G x ) g C ZD A fiir jedes xs [0, 1], hat C mindestens 
die Machtigkeit K, also nach 13*2*1 die Machtigkeit N. 


Bite ra tar: Der hier behandelte Begriff des Zasammenhanges zaerst bei N. J. 
Lennes, Am. Joum. 33 (1911) S. 303 and F. Hausdorff, Grandz. d. Mengenlehre 
< 1914) S. 244. 


2. o-Ketten. Sei g > 0; wir sagen: die Punkte a Q3 a ± , . . ., a n eines me- 
trisehen Raumes bilden eine a 0 und a n verbindende p-dKLette, wenn 

a i-i a t < 9 (» — 1 , 2 f . . n ). 

16-2-1. Ist A eine meirische Menge und cr > 0, so ist die Menge A' alter 
a e *4, die mit einem gegebenen Punkte a Q e A fur jedes g ;> a lurch eine g-Kette 
S A verbunden sind, sou'ohl offen als abgeschlossen in A, 

a e J A, a b <C u. Ist a Q , a l7 . . a n , a eine a Q und a verbindende 
g-Kette s A y und ist g >* a, so ist a Q , a x> . . a ni a, b eine a 0 und b ver- 
bindende o-Kette £ A, d. h. es ist auch b e A f ; also: ist a e A', so ist 
*4 K aa £ A\ d. h. A* ist offen in A. — Sei sodann b e A A ' 1 ; dann gibt 
es ein a e A\ so daB a b <<r;daa mit a 0 durch eine zu A gehorige g-ICette 
|o > <r) verbunden ist, so auch 6; aus be A A' 1 folgt also b e A', d. h. nach 
10*8*2: A' ist abgeschlossen in A. 

16*2*2. Ist die metrische Menge A zusammenhangend, so sind je zwei 
PmnMe ran A fur jedes g > 0 verbunden durch eine g-Kette Cl A. 
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Sei a Q e A und a >> 0; nach 16*2*1 ist die Menge A r aller a s A, die mit 
a 0 fur jedes o > o dureh eine o-Kette ^ A verbunden sind, sowohl offen als 
abgeselilossen in A : da jedenfalls a Q e A ist A' A, also, weil A zusammen- 
hangend: A r — A: d. h. jeder Punkt von A ist fiir jedes o > a mit a Q durch 
eine o-Kette 5 A verbunden. Da dies fiir jedes a 0 gilt, ist 16*2*2 be- 
wiesen. 

Die Umkehrung biervon gilt niebt allgemein; Beispiel im : die Menge 
aller x =f= 0 ist nach 16*1*3 niebt zusammenbangend. Wobl aber gilt: 

162-21. 1st die metriseke Menge A in sich hompaht , und sind je zwei 
Punhte von A fiir jedes o > 0 verbunden dnrch eine o-Kette Cl A, so ist A 
zusam m enhangend . 

Sei A unzusammenhangend. Da *4 nacb 15*2*22 abgeschlossen, ist nach 
16*1*11 A — A 1 — d 2 , wo A 1 , A 2 fremde abgescblossene Mengen fj) A. 
Kach 15*2*31 sind A 1 , A 2 in sicb kompakt, also ist nacb 15*2*53 
Aj A 2 >> 0. Ist 0 < o < A x A 2 und a t s A 1} a 2 s A 2 , so sind offenbar a x 
und a 2 niebt durcb eine o-Kette ^ A verbunden. 

3. Komponenten. Sei A eine beliebige Menge f) A und as A. Wir bilden 
die Summe aller a entbaltenden zusammenhangenden Teile von A (zu denen 
mindestens {o*} gebort); nacb 16*1*41 ist sie zusammenbangend; wir nennen 
sie: die zu a geborige Komponente von A und bezeichnen sie mit A a ; sie 
ist der groBte a enthaltende, zusammenhangende Teil von A. 

16-3*1. Zwei Komponenten A a und A b von A sind entweder abgesondert 
(und daher fremd) oder identisek. 

Denn sind A a . A b niebt abgesondert, so ist A a -f- A b nacb 16-1*4 zusammen¬ 
bangend, also ein sowohl a als b enthaltender zusammentangender Teil von 
A, also ist A a -f- A b g A a , A a + A b £ A b , also A a = A b . 

Eine niebt leere Menge ist zusammenbangend dann und nur dann, wenn 
sie nur eine einzige Komponente bat. Jede Menge ist Summe ibrer (zu je 
zweien fremden) Komponenten. Die Zerlegung einer Menge in ibre Kom¬ 
ponenten bat absoluten Cbarakter. 

16-3*2. Jede Komponerde von A ist abgeschlossen in A. 

Denn nacb 16*1*5 ist (A a )° A ein zusammenbangender, a enthaltender 
Teil von A, also (A a )° A £ A a ; da aucb umgekehrt A a C (d a )° 4 3 ist 
A a — (-4 a )° A , also ist nach 10-S-3 A a abgescblossen in A. 

Hingegen ist i. a. die Komponente A a niebt offen in A. Beispiel: die aus 

den Punkten 0 und ~ (n — 1,2,...) bestebende Menge A des Rj ; die zu 0 
geborige Komponente ist {0} und niebt offen in A. 

Literatur: P. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre S. 245, 248. 
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4. Kontinua. Eine in sich kompakte, zusammenhangende Menge, die 
mehr als einen Punkt enthalt, heiBt ein Kontinuum; dieser Begriff hat 
absoluten Charakter. Aus 15-1-5, 15-2-22 und 16-1*3 folgt: 

16*4-1. Die einzigen Kontinua Cl R l sind die Intervalle [ a , b]. 

Aus 15-2-21, 15-2-22, 16-1-6 folgt: 

16*4*2. Jedes separable (jedes metrische) Kontinuum ist perfekt . 

Aus 16-3-2 und 15*2-3 folgt: 

16-4-3. Jede Komponente einer in sick Jcompakten Menge ist ein Konti- 
nuum oder besfeht aus einem Pu?ikte. 

1st kein Teil der Menge A ein Kontinuum, so heiBt A diskontinuier- 
lich. 

5. Gebiete. Eine zusammenhangende, in A offene Menge A heiBt ein 
Gebiet in A. Aus 16-1*3 folgt: 

16-5*1. Die einzigen Gebiete im R x sind: die Intervalle (a , b)\ die Halb- 
geraden x > a , x < a; der R ± selbst. 

Die Menge A heiBt im Punkte as A lokal-zusammenhangend, 
venn es zu jeder Umgebung U a eine Umgebung U* von a gibt, so daB 
_4 ZT* Teil der zu a gehorigen Komponente von A ZJ a ist. Die Menge A 
heiBt lokal-zusammenhangend, wenn sie in jedem ihrer Punkte lokal- 
zusammenhangend ist. Der Begriff ,,lokal-zusammenhangend 4 e hat abso- 
luten Charakter. 

16-5-2. Damit die Komponenten jeder in A offenen Menge A Ge¬ 
biete in A seien , ist notwendig und hinreichend , dafi A lokal-zusammen- 
hangend ist . 

Xotwendig: Sei as A upd U a eine Umgebung von a; dann ist A U a 
offen in A: die zu a gehorige Komponente B von A U a ist nach Vor- 
aussetzung ein Gebiet in A; also gibt es eine offene Menge C, so daB 
B = C A : setzen wir C U a =U*, so ist A U* = A C U a = B U a = B ; d. h. 
A ist in a lokal-zusammenhangend. Hinreichend: Sei G offen in A , 
K eine Komponente von G; es ist zu zeigen, daB auch K offen in A. Sei 
also a s K; weil G offen in A, gibt es eine Umgebung U a , so daB AU a ^=G. 
Sei B die zu a gehorige Komponente von A U a ; dann ist B ^K. Weil 
A lokal-zusammenhangend in a , gibt es eine Umgebung Z7*, so daB 
A U* £ B £ K : also ist a in A innerer Punkt von K, d. h. K ist offen in A } 
wie behauptet. 

Aus 16-1-32 folgt: 

16-a-S. Der R n (der R m ) ist lokal-zusammenTiangend. 
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Sornit folgt aus 16-5*2 und 16-5-1 bei Beaehtung von 5-1-42: 

16-5-4. 1st G of fen im R x und A G (Z R ls so ist G Siimme abzahlbar 
vieler fremder Intervalle ( a , b) und Jiockstens zvoeier zu diesen Intervallen und 
untereinander fremder offener Halbgeraden. 

Literatur: Der Begriff des lokalen Zusammenhanges stammt von H. Hahn, 
Wien. Ber. 123 (1914) S. 2433 und St. Mazurkiewicz, Fund. math. 1 (1920) S. 170. 
Ygi. aueh H. Tietze, Monatsh. f. Math. 33 (1923) S. 15; N. Aronszajn, 
Monatsh. f. Math. 37 (1930) S. 241. 

6. Nulldimensionale llengen. Die Menge A heiBt nulldimensional im 
Punkte as A, wenn es zu jeder XJmgebung U a eine Zerlegung A = A x -j-A 2 
von A in zwei abgesonderte Summanden gibt, so daB a e A x und A L £ U a . 
Dieser Begriff hat absoluten Charakter. 

16-6-1* 1st A nulldimensional im Punkte a, so reduziert sich die a ent- 
haltende Komponente A a von A auf {a}. 

Denn nach 16*1*2 muB fur jede XJmgebung U a gelten: A a Z=U a . 

Die Menge A heiBt nulldimensional, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
nulldimensional ist. Jede Komponente einer nulldimensionalen Menge be¬ 
st eht wegen 16-6-1 aus einem einzigen Punkte; die Umkehrung hiervon 
aber gilt nickt. 

Aus 14-1-3 folgt : 

16-6*2. Jeder Teil einer nulldimensionalen Menge ist nulldi?nensional. 

16-6*3. Damit die Menge A £ R x nulldimensional sei, ist notwendig und 
hinreichend , dafi sie kein Intervall enthalt. 

Notwendig: 1st (6, c) A und a e ( b, c), so gilt wegen 16*1*3 fur die a 
enthaltende Komponente: A a 2 (5, c ); die Behauptung folgt also aus 
16-6*1. Hinreichend: Sei a e A, U a eine XJmgebung von a. Da U a offen, 
gibt es zufolge 16-5-4 ein offenes Intervall /, so daB as I, I £ U a . Da A 
kein Intervall enthalt, gibt es in I — A zwei Punkte 6, c, so daB b <Z a c. 
Setzen wir A 1 = A . (6, c), A 2 = A — A x , so ist U a , und A x , A 2 

sind abgesondert. Also ist A nulldimensional. 

16-6-4. Gilt in einem metrischen Raume E fur je drei Punkte die Un- 
gleichung a c max (a b, be), so ist E nulldimensional. 

Sei a s E und U a eine XJmgebung von a. Da a innerer Punkt von XJ a , 
gibt es nach 10-3-1 ein 0, so daB K ag <Z=U a . Wir setzen A x =K ag , 
A 2 — E — K ag . Ist a x e A x , a 2 s A 2 , so ist a x a 2 p; denn anderenfalls 
wiirde nach Annabme aus a x a 2 < g , a a x < g folgen a a 2 <z o, entgegen 
der Definition von A 2 . Es ist also A x A 2 q, somit sind A x und A 2 ab¬ 
gesondert. 
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Aus 16-6*4 und § 9 (3*41) folgt: 

16*6-41. Der B 0 ist nulldimensional. 

Aus 16*6*1 folgt: 

16-6-5. Jeder zusammenhdngende Teil einer nulldimensionalen Menge ist 
entweder — A. oder besteht aus einem Punhte. 

Literatur: Tiber den Begriff ,,nulldimensional 44 und verwandte Begriffe vgl. 
K. Menger, Dimensionstheorie (Leipzig und Berlin 1928) S. 202ff. 


§ 17. Mengenf olgen, Punktfolgen. 

1. Mengenfolgen. Der Puhkt a heiBt ein oberer INTaherungspunkt 
der Mengenfolge ((A n )), wenn fur jede Umgebung U a der Durchschnitt A n U a 
A. ist fur unendlieh viele n; er heiBt ein unterer Naherungspunkt 
von ((A„)) s wenn fur jedes U a der Durchschnitt A n U a A ist fur fast alle n. 
Die Menge aller oberen (unteren) Naherungspunkte von ((!„)) heiBt die 
obere (untere) Naherungsgrenze von (( A n )) und wird (zum Unter- 
sehiede von den in § 3, 7 betrachteten Bildungen) bezeichnet mit lim A n 

n 

(mit lim A n ). LaBt man aus ((!„)) endlich viele Mengen weg, oder fiigt 
« 

endlich viele hinzu, so andern sich lim A n und lim A n nicht. Offenbar gilt: 

n _ n 

(1) lim A n g lim A n . 

n n 

lim A n -film B n glim (A n + B n ) g Hm A n + lim B n glim (A n + B n ) 

/■* -|V » n n _ _ n n n 

— lim A n ~b lim B n , 


(1-2) Hm A n B„ £l_im A n .lim B n ; Hm A„ B n £ lim A n . lim B n . 

n n n n n n 

(1-3) limS,,£Hm(^ n — B n ); BmA n —BmB n ^m^(A n —B n )- 

n 71 n n n n 

17*1*1. 1st A n g B n fur fast alle n, so ist: 

lim. A n g lim B n ; lim A n g lim B n . 

n n n n 


17-1*11. Fiir jede Teilfolge {{A n )) von ((A n )) gilt: 

Hm -4-n £ Hm A n g Hm A n g lim A n . 

n v v v n 

17-1-12. Hm J 4 n = Hm^°; Hm = liiii . 

n n n n 

Wegen 17*1*1 ist lim A n g lim A®. Es ist noch zu zeigen: lim A® 

_ ^ n n 

== 1*59: k. ails a s H m -1 n ^olgb a e lim A n . Sei also a s lim A°; damn 
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ist L a A® -i fiir fast alle n, also naeh 10-5-4 auch U a A n A. fur fast 
alle n t also a e lira A n , w. z. b. w. 

n 

17-1*13. Bei beliebigen A n sind lim A n und lira A n abgeschlossen. 

it n 

Sei ^-n = B und a e B 1 ; in jedem U a liegt dann ein b e B, und da U a 

71 

auch ein U b . ist also A n U a 3 -1 bur fast alle n; d. h. as B. JSTach 10-5-01 
ist also B abgeschlossen. 

17-1-14. lira A n — D ( S A v )°. 

n n 

Wir setzen: S A v —B n . Die Aussage a e lira A n ist aquivalent mit: 

V^n n 

, J Ist U a eine beliebige Umgebung von a, so ist A n U a A fiir nnendlich 
viele n“; dies ist aquivalent mit „B n U a jj) A fiir alle n“, und dies ist 
naeh 10-5*4 aquivalent mit „ae B Q n fiir alle n cs , d. h. mit aeJD B^; und 
dies ist die Behauptung. 

Gilt in (1) das Zeichen —, so setzen wir: 

(1*4) lim A n — lim A n — lim A n , 

n „ n 

und nennen diese Menge: die Naherungsgrenze von ((A n )); die Folge 
((A„)) heiBt dann konvergent. 

Aus 17-1-1 foigt: 

17-1-2. Ist A n 5 B n ^ C n fiir fast alle n } und ist lim A n = lim C n , so 

n n 

ist auch lim B n = lim A n — lim C n . 

n n n 

Aus 17-1-11 foigt: 

17-1-21. Ist lim A n = A, so auch fur jede Teilfolge: lim A n — A. 

71 V V 

Aus 10-5-4 foigt: 

17-1-22. 1st A n = A fiir fast alle ?i, so ist lim A n — A 0 . 

n 

Aus 17-1-22 und 17-1-1 foigt: 

17-1-23- 1st A n g A fiir fast alle n, so ist lim A n Q A 0 . 

Aus (1*1) foigt: 

17-1-24. Sind ((A n )) und (( B n )) konvergent, so ist lim ( A n B n ) 

= lim A n -j- lim B n . n 

n n 

17*1*25- In einem separablen Raume E enthdlt jede Mengenfolge ((A n )) 
eine konvergente Teilfolge . 
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Sei H x , H 2 , . . H v , . . . ein ausgezeichnetes System in E offener Mengen. 
Wir bilden eine Rolge von Teilfolgen A vl , A v2 , • • A vn ,. . . von ((^4 n )) nach 
folgender Regel: 1. Es sei A ln = A n (n — 1, 2, . . .); 2. 1st A vl , A v2 , . . 
A vn ,. . . gewahhg nnd gibt es in dieser Edge eine Teilfolge ((^L„ w )), so daB 
A vn , H v = A (i = X, 2, . . .), so wahle man fiir d v + 1 i, A v + 1 2 , . . . eine 
solche Teilfolge A vn , A vn% , . . .; gibt es aber in , . - . keine solche 

Teilfolge, so setze man A v+ln = A vn (n — 1, 2, . . .). Wir zeigen, daB dann 
A u , A 22 ... eine konvergente Teilfolge von (( A n )) ist; d. h. wir 

haben zu zeigen: ist a e lim A nn , so ist auch a —£lim-4 ww . Sei also 

n n 

a~a lim A nn . Dann gibt es eineUmgebnng U a und eine Teilfolge ((A n . n )) von 
« 

((jl nOT )) 9 so daB U a A n . n . —A fur alle i; da dielf^ein ansgezeichnetes System 

in J8 offener Mengen bilden, gibt es ein H v + , so daB a s H v + , H v * ^ U n : e s 
ist also anch H^A^n = A fiir alle i. Da die A n . n . (i ^ v*) eine Teilfolge 
voni„ n , A v92 , . . - bilden, ist naeh Definition der auch A v * + j n H v * —A 
fiir alle n; und da die A nn (n ^ v* -f 1) eine Teilfolge von A v * +11 , A v * +12 ,. .. 

bilden und a e ist, so ist a ~ s lim A nn , w. z. b. w. 

Wir vergleichen nun die Begriffe lim , lim mit den Begriffen Lim , Lim 
von § 3, 7. n w 

17*1-3. ( Lim d n )° g lim A n ; (Lim A n )° g lim A n . 

n n » « 

Sei a s ( Lim A n )°; dann ist nach 10-5*4 U a Lim A n ^ A , also auch 

» n 

U a A n 3 fast alle ti, also a £ lim A n . 

17*1*31. Lim ^4° £ lim ; Lim g lim . 

n n n n 

Sei a e Lim A ° n ; dann ist a e A° n fiir fast alle n, also U a A n ~^A fiir fast 

n 

alle n } also a s lim A n . 

n 

17*1*32. Ist ((A n )) monoton abnehmeTid, so ist lim A n = Lim A° n =DA°. 

n n n 

Xach 3-7-3 ist JAm.A° n =D A° n -, da naoh 17.1-31 Lim A° £ lim A., ge- 

n n n n — - 71 ** 

_ n 

niigt es also zu zeigen: lim A n = Lim_4°. Da ((A n )) monoton abnimmt, 

n n 

ist A n = A w ; die Behauptung folgt also aus 17*1*14. 

17*1*33. 1st ((A n )) monoton wachsend , soistlim.A n ^ (Lim^4„)° = (S^4 n )°. 
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Nach 17-1-3 genii gt es, zu zeigen, daB lint A n = (SA V )°; da ((A v )) 

n v 

onoton wachsend, also S A V = SA V , folgt dies aus 17-1-14. 

jS n v 

17*1-4. 1st B kompakt mid A £ A n £= B fiir unendlich viele n, so ist 
lim A n A -*1 • 

n ' ^ 

Sei A £ A n . B (* — 1,2,...) und a i e A ni . Fallen unendlich viele a* 

in denselben Punkt a, so ist a e lim A n . Anderenfalls bilden die a ± (i — 1, 

» 

2, . . .) einen unendlichen Teil A der kompakten Menge B ; also ist A 1 jf) A . 
Ist a s A 1 , so liegen in jedem U a unendlich viele Punkte von A, also ist 

A n XI a 3 A fur unendlich viele n, somit a s lim A n . 

n 

17*1 •5. Sind A n und A 3 A Mengen eines metrischen Raumes, und gilt 

fur jedes o > 0: A n £ ££ p fur fast alle n, so ist lim A n g A 0 . 

n 1 

Sei a ~ s A 0 ; dann ist nach 10*5*5 a A > O; fiir 0 < o < — cl A ist 
K a U A = A, also ist A n K a = A fiir fast alle n, also a ~ £ lim A n . 

s e e n 

Pie TJmkehrung hiervon gilt nicht allgemein (Beispiel ini i? x : A n — {0, n), 
lim A n = {0}, A = {0}), vrohl aber in der Form: 

n 

17-1-51. Ist B kompakt, A 3 A , A n g B f iir fast alle n und lim A n *S=A , 
so gilt fiir jede Umgebung U A : A n ^ U A fiir fast alle n . n 

Anderenfalls ware A n — U A 3 A fiir unendlich viele n, also gabe es nach 
17-1-4 ein a s lim (A n — U A ); nach 17*1*1 ist dann auch a £ lim l n , also 
nach Annahme auch as A; andererseits folgt' aus 17*1*23: lim ( A n — U A ) 

n 

£ (— U A )° — — U A , also a £ (— U A ) , also a ~ s A , im Widerspruche zu 
der eben bewiesenen Aussage a s A. 

17-1*6. Sind A n 3 A und A Mengen eines metrischen Raumes, und gilt 
fiir jedes g ;> 0: A £j U A fiir fast alle n, so ist lim A n 2 A 0 . 

71 n 

Sei a £ A 0 und U a eine Umgebung von a. Es gibt ein g > 0, so daB 
K a 2e £ TJ a , und ein a's A, so daB a a'<C.g. Sobald A £ Q , gibt es ferner 
ein a n s A n , so daB a' a n < g , mithin aa n <2 g; dann aber ist a n £ K a 2g , 
also a n e U a , also A n U a ~jj) A; also ist A n U a 3 A fiir fast alle n, d. h. es 
ist as lim A n . 

n 

Pie Umkehrung hiervon gilt nicht allgemein (Beispiel im R x : A n = [— n, n], 
lim A n — R la A = R ± ), wohl aber in der Form: 
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17-1-61- Sind A n ~2) A und A Mengen eines metrischen Raumes, ist A 
kompakt und lim A n 3 A, so gilt fiir jedes Q 0: A 3 Uj inQ fur fast alls %. 

n 

In der Tat, nach 9-7-1 und 15-1-4 gibt es in A ein endliches ~ -Netz, be- 
stehend etwa aus den Pnnkten%, a % ,.. ., a k . Weil £ lim A n (a = 1,2, . .., 

n 

gibt es ein N, so daB K a o_A n 3 A fur i = 1, 2, . . . , k und n JSf; sei 

i 2 

a in e K a q_A n . Ist as A, so gilt fur mindestens einen der Punkte a 1) 

a 2i . . ., a k , etwa fur a ± \ aa { < dann aber ist a a in C q (n ^ N), es ist 

also a s U An e fur n ^ N, also auch A 3 U A ^ Q {n ^ N), wie bebauptet. 

Maehen wir Gebrauch von der Abweiehung e (A, B) zweier Mengen 
(§ 9, 6), so erhalten wir: 

17-1*7- Sind A n 3 A und A 3 A Mengen eines metrischen Raumes und 
ist lim e (A n , A) — 0, so ist lim A n — A 0 . 

n n 

In der Tat, zufolge 17-1-5 ist lim A n 3 A 0 , zufolge 17-1-6 ist lim A n ^ A °, 
also ist lim A n — lim A n — A 0 . 

71 n 

17*1*71- Sind A n 3 A, A 3 A und B Mengen eines metrischen Raumes , ist 
B kompakt , A n £ B fiir fast alle n und lim A n = A, so ist lim e (A n , A) — 0. 

n n 

In der Tat, nach 17-1-23 ist lim A n £ B°\ nach 15-2-4 ist B° kompakt, 

n 

also ist auch lim A n = A kompakt. Hun folgt die Behauptung aus 17-1-51 
und 17-1-61. n 

literatur: 3?. Hausdorff, Mengenlehre § 28. 

2. Haulungspunkte yon Punktfolgen. Besteht in der Mengenfolge 
((A n )) jede Menge nur aus einem einzigen Punkte: A n = {a n }, so wird das 
Studium der Mengenfolge ((A n )) gleichbedeutend mit dem Studium der 
Punktfolge ((«„)). Pie oberenHaherungspunkte von ((A n )) heiBen dann die 
Haufungspunkte von ((a n )). Es heiBt also a ein Haufungspunkt von 
((«»))> wenn fiir jedeUmgebung U a gilt: a n e U a fiir unendlich viele n. Be- 
zeichnet A die Menge der in der Eolge ((a n )) auftretenden Punkte, so ist 
also Jeder Haufungspunkt von A auch ein Haufungspunkt von ((a n )); die 
Umkehrung gilt nur, wenn in ((a n )) nicht derselbe Punkt unendlich 
oft auftritt; denn ist a n = a fiir unendlich viele n, so ist nach 17-1-31 a 
Haufungspunkt von ((«„)), braucht aber nicht Haufungspunkt von A zu sein. 



§ 17. Mengenfolgen, Punktfolgen. 


109 


Aus den Satzen 17-1-11, 17-1-1B, 17-1-1, 17*1*23 folgert man der Reihe 
nach: 

17*2-1. 1st {(a n )) Teilfolge von ((«„)), so ist jeder Haufungspunkt von 

( (a n )) auch Haufungspunkt von ((a n )). 

17*2*11. Die Menge alter Haufungspunkte von ((a n )) ist abgeschlossen . 

17-2-2. 1st a n s A n fur fast alle n, so gehort jeder Hdufungspunkt von 

(K)) zu lim A n . 

«' 

17-2-21. Ist a n s A fur fast alle n, so gehort jeder Haufungs'punkt von 
((%>)) zu *4°. 

17-2-3. Damit B kompakt sei, ist notwendig und hinreichend , da/3 jede 
Punktfolge aus B mindestens einen Haufungspunkt habe . 

Notwendig: Dies folgt aus 17-1-4. Hinreichend: Ist B nicht kompakt, 
so gibt es nach 15-1-1 einen abzahlbar unendlichen Teil A von B, so daB 
A 1 — A. Sind a n (n = 1, 2, . . .) die Punkte von A , so hat ((«„)) keinen 
Haufungspunkt. 

17*2*31. Damit B in sich kompakt sei 3 ist notwendig und hinreichend , dap 
jede Punktfolge aus B mindestens einen Haufungspunkt a s B besitze . 

Dies ist in 17-2-3 enthalten, wenn man als den zugrunde gelegten Raum 
die Menge B ansieht. 

3. Grenzpunkte von Punktfolgen. Sei wieder A n —{a n }; wir be- 
schaftigen uns nun mit den unteren Naherungspunkten solcher Mengen- 
folgen. 

17*3*1* 1st A n = {a n } und lim A n 3 A 3 so gibt es einen Punkt a, so dap 
lim A n = {a} . 71 

n 

Sei a s lim A n und b =£= a ; dann gibt es "Omgebungen U a , U b , so daB 

n 

U a U b = A ; weil a n s U a fur fast alle n, ist A n U b — A fiir fast alle n, 

also b ~ e lim A„ , also lim A n = {a} , also aueh lim A n — {a} , mithin 
» « n 
lim A n — {a}. 

n 

Statt lim {aA = {<%} schreiben wir lim a n — a , oder a n -*■ a , und nennen a 

n n 

den Grenzpunkt der Punktfolge ((&„)); die Polge ((a n )) heiBt dann kon- 

vergent; lim a n — a besagt also: fiir jede Umgebung U a gilt: a n s U a fiir 
« 

fast alle n. Nach 17-3-1 ist a s lim {a n } gleichbedeutend mit lim a n — a. 
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1st a = lim a n , so ist a aucb Haufungspunkt von ((<£„)). Aus der Definition 

11 

folgt unmittelbar: 

17-3-2. 1st a n ~ a fiir fast alle n t so ist lim a n = a. 

n 

17-3-21. 1st li ma n =a und (fa n )) Teilfolge von ((a n )), so ist auch 

t n v 

lim a n = a . 

V v 

17-3-3. In einem metrischen Raume ist lim a n = a gleichbedeutend mit 
. ~ 71 
lim a n a = 0 . 

n 

Denn zu jeder Umgebung U a gibt es ein o > 0, so daB K ae £ U a . 
17.3.31. In einem metrischen Raume folgt aus lim a n = a: 

n 

lim a n b = ab , lim a n B — a B . 

n n 

Dies ergibt sich -wegen 17-3-8 aus § 9 (2) und § 9 (4*11). 

17-3-32. In einem metrischen Raume folgt aus lim a n = a und lim b n — b: 
lim a n b n — a b . 

n 

Nacb § 9 (2) ist a n b — bb n A a n b n A a n b +6 b n ; die Bebauptung folgt 
also aus 17-3-3 und 17-3-31. 

Ist lim a n — a , so ist auch lim {a n } = {a} , d. b. a ist der einzige Hau- 

n n 

fungspunkt von ((«„)). Die Umkebrung gilt nicbt; Beispiel: die Punktfolge 
1, \ => 2, —, 3,. . ~ ,n, . . . des R 1 bat den einzigen Haufungspunkt 0, 

ist aber nicbt konvergent. Wohl aber gilt: 

17-3-4. 1st R kompakt , a n e B, und ist a der einzige Haufungspunkt von 
((«„)), so ist lim a n — a. 

n 

Denn naeb 17-1-51 gilt fur jede Umgebung U a : a n e U a fur fast alle n. 
17-3-5. 1st a n e A n f ur fast alle n und ist lim a n — a , so ist a a lim A n . 

71 n 

Dies folgt aus 17-1-1. — Die Umkebrung gilt in der Form: 

17-3-51- Sind die A n nicht leere Jkfengen eines separablen oder metrischen 
Raum.es , und ist a s lim A n , so gibt es ein a n e A n , so dap lim a n — a . 

n «• 

Sei ((I T va )) Ane sicb auf a zusammenziebende Umgebungsfolge (13-1-7). 
Da a e lim A n , gibt es eine wacbsende Indizesfolge ( (n v )), so daB A n U va ~ff) A 

n 

fiir n ^ n v ; sei a n sA n fiir n<n x und a n sA n U va fiir n v A n < n v+1 . 1st 
U a eine beliebige Umgebung von a, so ist U va C= U a fur fast alle v, also 
a n e U a fiir fast alle n, d. b. lim a n = a. 
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17*3*52. Gibt es in ((A n )) eine Teilfolge ((A n J) und ein a n ^s A n ^, so dafi 
lim a n — a, so ist a e lim A n . 

v v n 

Nach 17-2*2 ist a e lim A n s also nach 17-1-11 auch a £ lim A n . 

v v n 

17-3*521. Sind die A n 21 eng en eines separablen oder metrischen Paumes, U7id 
ist a s lim A n , so gibt es eine TeiJfolge ((A n )) und ein a n e A n , so daft 

n v v v 

lim a n = a . 

Sei ((U va )) eine sick auf a zusammenziehende Umgebungsfolge. Da, 
a s lim A n , gibt es fur unendlich viele n ein a n e A n U va ; es gibt also eine wach- 

n 

sende Folge ((?i y )) vonlndizes, so daB a n e A„ U va ; dann aber ist lim a n — a . 

V V v V 

Setzt man in 17-3-521 A n = {a n } , so erhalt man: 

17-3*53. 1st ((«„)) eine Punktfolge in einem separablen oder metrischen 
JRaume, so gibt es zu jedem Hdufungspunkte a von ((a„)) eine Teilfolge ((a n )), 
so dafi lim a n = a. 

V v 

17-3-531. Damit die Punktmenge B eines separablen oder metrischen 
Paumes kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, dap es in jeder Punkt- 
folge ((«„)) aus B eine konvergente Teilfolge gebe. 

Notwendig: Dies folgt aus 17-2-3 und 17-3-53. Hinreichend: Dies 
folgt aus 17-2-3. 

17-3-6- 1st A Punktmenge eines separablen oder metrischen Paumes, so ist, 
damit a s H° sei, notwendig und hinreichend, dap es in A eine Punktfolge 
( (a n )) mit lim a n — a gebe. 

n 

Notwendig: Sei ((U na )) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungs- 
folge. Da a s A °, gibt es nach 10-5-4 ein a n e A U na . Ist U a eine beliebige 
Umgebung von a , so ist U na ^U a fur fast alle n, also auch a n s U a fur 
fast alle n. Hinreichend: Dies folgt aus 17-2-21. 

Ganz ebenso zeigt man, unter Berufung auf 10-4-2: 

17-3-61- 1st A Punktmenge eines separablen oder metrischen Paumes, so 
ist, damit a e A 1 sei, notwendig und hinreichend, dap es in A eine Punktfolge 
((( a n )) mit a und lim a n = a gebe. 

n 

17*3*62- Ist A Punktmenge eines separablen oder metrischen Paumes, so 
ist, damit a e A t sei, notwendig und hinreichend, dap fiir jede Punktfolge 
((a n )) mit lim a n — a gelte: a n s A fiir fast alle n. 

n 

Notwendig: Ist a e A i3 so gibt es ein U a ^ A, und aus lim a n = a folgt: 

n 

a n e U a fiir fast alle n. Hinreichend: Ist a — eA i3 so ist nach 10-5*11 
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as (— A)° } also gibt es nach 17-3-6 eine Punktfolge ((a w )) mit lim a n = a 
und a n s (— A ). n 

17-3-63. 1st B Punktmenge sines separablen oder metrischen Raumes und 
A £ B } so ist, damit A dicht sei in B, notwendig und hinreichend, daft es zu 
jedem b s B in A eine PunJctfolge ((a n )) mit lim a n = b gebe. 

n 

Dies folgt aus 11-3-1 und 17-3-6. 

17-3-61. 1st B Punktmenge eines se'parablen oder metrischen Raumes und 
ist A nirgends dicht in B, so gibt es zu jedem as A in B — A eine Punkt¬ 
folge ((6„)) mit lim b n = a . 

n 

Nach 11-2*5 ist B — A dicht in B ; die Behauptung folgt daher aus 
17-3-63. 

Wegen spaterer Anwendungen zeigen wir noch: 

17-3-7. Bind a = ((&„)) und a n = ((&*)) (n = 1, 2, . . .) Punkte des R Qi 
so ist, damit lim a n = a sei , notwendig und hinreichend , dafi es zu jedem v ein 

n v gebe , so dap k* — k v fur n ^ n v . 

Notwendig: Ist lim a n — a , so gilt a n a 0, also gibt es ein n , so daJ3 

n v 

a n a <-iur n ^>n v ; dann ist nach § 9 (3-4): kf = k v fiir w ^ n v . Hinrei- 

chend: Setzen wir n v = max (n-j., n 2 , . . ., nf), so gilt fur n ^ h v : k\ — k x , 

= k 2 , . . k? = k v ; also ist nach § 9 (3*4): a n a < — fur n n v , also 
gilt a n a —0, d. h. lim a n ~ a . v 


§ 18- Vollstandige Mengen. 

1. Cauchysche Folgen. Die Punktfolge ((a n )) eines metrischen Raumes 
heiBt eme Cauchysche Folge, wenn es zu jedem <5 > 0 ein n s gibt, so 
daB a n a n/ <C <3 fiir n ;> n d , n f 2> n 6 — oder, was damit gleichbedeutend: wenn 
es zu jedem & > 0 ein gibt, so daB a n < d fiir n ^ n 5 . Es folgt sofort : 

18*1*1. Ist (K)) eine Cauchysche Folge , so auch jede Teilfolge ((a n )). 

18-1-2 Jede konvergente Folge ((«*)) « metrischen Raumes ist Zne 
Cauchysche. 

Denn ist lim a n = a , d. h. gilt a„a — 0, so gibt es zu jedem <5 > 0 ein n e , 


so daB a„ a < | f ur n^n s . 1st n^n s , n'^n s , so ist also a n a < 


o 

® < g , mithin a n a n , < <5 . 


2 5 
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18*1*3. 1st ((a n )) eine Cauchysche Folge und a Haufungspunkt von ((a n )) 3 
so ist lim a n = a . 

n 

Derm, es gibt zu jedem d >- 0 ein n & , so daB a n a n , < — fiir n ^ n 6 , rtf ^ n 6 ; 

<3 

da a Haufungspunkt von ((«„)), gibt es ein n' so daB a n ,a < ; dann 

aber ist a n a ^ u n a n , -f- a n , a < 3 fiir n ^ d, h. lim a n = a. 

n 

Wir nennen die Punktfolge ((a n )) eines metriscben Raumes E be - 
schrankt, wenn es eine Zahl d gibt, so daB a n a n , ^ d fiir alle n und n'; 
nach 9*6-2 nnd 9*6*21 ist damit gleichbedeutend: ,,zu jedem ceE gibt es 
ein d c , so daB a n c 3 e fiir alle n tl , sowie: ,,es gibt ein ce E und ein 3, 
so daB a n c ^ d fiir alle n li . 

18*1*4. Jede Cauchy sche Folge ((»„)) ist beschrdnkt . 

Denn es gibt ein n^ , so daB a n a n < 1 fiir n ^ ; setzen wir 

<5 = max (a 1 a n ^, a 2 a n ^ , . . a„ x _ 2 a n ^ , 1), so ist a n a n ^ ^ <5 fiir alle n. 

18*1*5. Fiir je zwei Cauchysche Folgen ((a-„)), ( (b n )) eines metrischen Raumes 
existiert der endliche Grenzwert lim a n b n . 

n 

Wegen der Dreiecksungleichung ist: a n ,b n/ ^ a n , a n -f- a n b n -j- b n b n ,; da 
(( a n))» ((& n )) Cauchysche Folgen, gibt es ein n 6 , so daB hierin: a n ,a n <C 3, 
b n b n , < 6 fiir n ^ n 5 , n r ^ n 6 ; also ist a n ,b n , <C a n b n + 2 <5 fiir n ^ n 6 , 
n' ^ n s . Ebenso erhalt man: a n b n < a n ,b n , -f- 2 <5 fiir n ^ n Q , n' ^ n 6 ; 
also ist a n , b n , — a n b n <23 fiir n ^ n 6 , n' ^ n 5 , d. h. es existiert der end¬ 
liche Grenzwert lim a n b n . 

n 

2. Tollstandige Mengen. Eine Punktmenge A eines metrischen Rau¬ 
mes lieiBt vollstandig, wenn jede Cauchysche Polge aus A einen zu 
A gehorigen Grenzpunkt hat. Der Begriff ,, vollstandig' e hat absoluten 
Charakter 1 ). 

18*2*1. Die Summe zweier vollstdndiger Mengen A , R ist vollstandig. 

Sei ((cj) eine Cauchysche Folge aus A + B; dann gilt sei es c n s A, 
sei es c n e B fiir unendlich viele n; sei etwa s A (v = 1,2,...); nach 
18-1*1 ist eine Cauchysche Folge, also hat, weil A vollstandig, ((<?„ )) 

einen Grenzpunkt as A; nach 17*2*1 ist a Haufungspunkt von ((c n )), also 
nach 1S-1-B lim c n = a , und wegen as A ist auch a s A -f- B . 

n 

•*•) D. h. ist die metrisehe Menge A vollstandig bei Zugrundelegung des 
metrischen Raumes E A, so auch bei Zugrundelegung jedes anderen metrischen 
Raumes E f A. 


Hahn, lie elle Fankrionen. 


8 
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18*2*11. Der Durchschnitt eines (endlichen oder unendlichen) Systemes 
vollstandig er Jkfengen ist vollstandig. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. 

Aus 18-2*1 und 18*2*11 folgt: 

18*2*12. Das System alter vollstdndigen Mengen eines metrischen Baumes 
ist ein 6-Bing. 

Der bekannte Satz, daB jede Cauchysche Folge reeller Zahlen einen Grenz- 
wert besitzt, besagt: 

18-2*2. Der B x ist vollstandig. 

DaB auch der B n vollstandig ist, werden wir daraus in 20*2*8 folgern. 
18-2*21. Der B^ ist vollstandig. 

Sei ((«„)) eine Cauchysche Punktfolge im B w ; wir haben zu zeigen: es gibt 
ein a s B: a , so daB lim a n — a. Seien x nv (v = 1, 2, . . .) die Koordinaten von 

n 

a n : aus a n a n/ Cd folgt dann j x nv — x n , v | <C <5, also ist x lv , x 2v , . . ., x nv , . . . fiir 
jedes v eine Cauchysche Folge reeller Zahlen, es existiert also lim x nv — x v . 

n 

Wir setzen a — (( x v )) und zeigen: a eB^ , d. h. 2J ist endlich. Nach 18*1*4 

V 

ist die Punktfolge ((a n )) beschrankt; es gibt also ein q , so daB 2J x% v ^ q 

k k 

fiir alle n ; daher ist auch 2J x„ v ^ Q , also auch 2J x* ^ q , also auch 

v—1 V —1 

2J ^ g, w.z. b. w. — Nun haben wir noch zu zeigen: lim a n = a; nach 17*3*3 

* n 

ist dies gleichbedeutend mit lim a n a = 0, d. h. mit lim {x nv — x v ) 2 = 0 . 

n n v 

d>a ((<*„)) eine Cauchysche Folge, ist a n a n , < <5 fur n n s , n' ^ n 6 , also: 

* k 

( x nv — x n'v) 2 < fhr n ^ n 6 , n' ^ n 5 , also auch 2J (x nv — x v ) 2 <; S 2 

v—l v=\ 

ftlr n^n s , und mithin auch Z (x nv — x v f <: d z fur n 2s n e ; d. h. es ist 
lim Z = 0 , w. z. b. w. 

n *• 

18*2*22. Der B 0 ist vollstandig. 

Eine Folge von Punkten a n = (( Jc nv )) (n = 1, 2, . . .) des B 0 ist eine 
Cauchy sche Folge dann und nur dann, wenn es zu jedem v ein n v und 
eine natiirliche Zahl h v gibt, so daB h nv — h v fiir n n v ; setzen wir 
a = ((*„)), so ist ae B 0 und nach 17*3*7: lim a n = a. 

n 

Eiteratur: Per Begriff des vollstandigen Raumes stammt von M. Frechet, 
Rend. Pal. 22 (1906) S. 23. 



§ 18. Vollstandige Mengen. 


115 


3. Kompakte Mengen in rolls tan digen Ran men. Ganz allgemein 
gilt: 

18*3*1. Jede in sich kompakte metrische Menge A ist vollstandig . 

Sei (( a n )) eine Cauchysche Folge aus A. Nach 17-2-31 besitzt sie einen 
Haufungspunkt as A; nac-h 1S-1-3 ist lim a n — a, also ist A vollstandig. 

18-3*2. Daniil die Menge A des vollstdndigen Raumes E komjpakt sei, ist 
noticendig und hinreichend, dafi es in jeder Folge ((«„)) aus A eine Cauchysche 
Teilfolge gebe. 

Notwendig: Ist A kompakt, so besitzt (( a n )) nach 17-2-3 einen Hau- 
fungspunkt a\ nach 17-3-53 gibt es eine Teilfolge mit lim — a; nach 

1S-1-2 ist ((a n J) eine Cauchysche Folge. Hinreichend: Da der Raum E 
vollstandig, ist jede Cauchysche Folge konvergent; die Behauptung folgt> 
also aus 1<-3 *o31. 


18-3*3. Damit die Menge A eines vollstdndigen Raumes kompakt sei , ist 
notwendig u'nd hinreichend , dafi jedes o-Netz in A endlich sei. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 15-1-4. Hinreichend: Sei B n ein 

i--Xetz in A; nach Annahme ist JB n endhch, etwa B n — {b nl , b n2 , . . b nk ^\ 
dann ist 


(3) 


£ K,l. 


Wir bezeichnen die endlich vielen Kugeln E biil mit K lm , die endhch 
vielen Durchschnitte t mit K 2m , die endlich vielen Durchschnitte 

E bul ■'^■ 3 m usf. Ist ((a n )) eine beliebige Punktfolge aus A, 

so muB es unter den endlich vielen Kugeln K lm wegen (3) mindestens eine, 
etwa K 1 m , geben, so daB a n s K 1 m fur unendlich viele n; ebenso muB es ein 
K 2 ^ R 1 m geben, so daB a n e K 2 m fur unendlich viele n, ebenso ein K z m 
£ usf. Es gibt also eine wachsende Indizesfolge ((n £ )), so daB 

2 

wegen K Ul £ K im ist a s K im fur jii; da d (K im ) T . 

I 7r ®*t* 1 % J r b L 

ist also ((«n € )) ©hie Cauchysche Teilfolge von ((«„)); nach 18-3-2 ist somit 
A kompakt. 


4. Yervollstandigung eines Raumes. Wir nennen zwei Cauchysche 
Folgen ((a n )), (( b n )) zusammengehorig, inZeichen ((&„)) —> ((&„)), wenn 

lim a n b n = 0 . Dann gilt: 

18-4-1- Aus ((«„)) ^—>((<)), ((&„)) > ((t>' n ))folgt: lim a n b n — lim a' n b' n . 

n n 

8 * 
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Denn naeh der Dreiec ksungleichungist: a n b n ^ a n a n -+-a,' n b' n + b' n b n . Hier- 
in ist lim a n a = 0 , lim b n b’ n = 0 , also wegen 18-1-5: lim a„ b n sC lim a' n b' n . 

n n n n 

Ganz ebenso: lim a n b' n ^ lim a n b n , also ist lim a n b n = lim a n b' n . 

n n n n 

Die Relation •<—>- ist offenbar reflexiv, symmetriscb nnd transitiv, also 
eine Gleichheitsrelation (§ 4, 1). Die Gesamtheit aller Cauchyschen Folgen 
aus E zerfallt also in fremde Klassen untereinander zusammengehoriger. 
Diese Klassen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben a, fi, . . 
die Menge aller dieser Klassen mit K . Auf Grund von 18*1*5 und 18*4*1 
konnen wir in K einen Abstand definieren durch: Ist ((a n )) s a , ((b n )) e ft , 
so sei: 

(4) =lima n 6 n . 

n 

Da diese Abstandsdefinition offenbar den metrischen A^xiomen l m ), 2 m ) 
geniigt (§ 9, 2), so ist dadurcb K zu einem metrischen Raum gemacht. 

Die Gesamtheit aller Folgen ((a n )) mit lim a n = a bildet eine Klasse ael; 

n 

denn einerseits folgt aus lim a n = a, lim b n — a, wegen a n b n ^a n a + ab n , 

n n 

sofort lim a n b n — 0, d.h. ((a n ))<—>- ((6 n )); andererseits folgt aus ((a n ))<—►((&„)) 

n 

und lim a n = a , wegen b n a ^ b n a n -j- a n a, auch lim b n a = 0, d. h* 

n n 

lim b n = a. Wir nennen die Klasse aller ((a n )) mit lim a n — a die zu a ge- 

n n 

horige Klasse. Setzt man in (4) alle a n = a , alle b n = b , so sieht man: 
Ist oc die zu a , ft die zu 6 gehorige Klasse, so ist oc ft — a 6; mithin: 

18-4-2. Die Menge K aller zu den Punhten von E gehorigen a e K ist mit 
E isometrisch. 

Indem man in (4) alle a n — a setzt, erhalt man: Ist a die zu a ge¬ 
horige Klasse und ((&„)) e /?, so ist: 

(^'1) a = lim a 6 n . 

n 

Daraus folgern wir: 

18-4-3. Ist ((#„)) s oc und oc n die zu a n gehorige Klasse , so ist lim oc n = oc. 

n 

Denn nach. (4-1) ist y. n rz — lim a n a v : da ((«„)) eine Cauchysclie Dolge, 
gibt es ein n 6 , so daB a n o, < d fiir n S n 6 , v 2; n 6 ; also ist lim a n a v £.8 

V 

fiir n ^ n s , d. h. cc n cc d fiir n n s , d. h. lim oc n oc = 0 , d. h. lim oc n — a . 

_ n n 

18-4-4. K ist dicht in K. 
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Derm ist a a K, ((< a n )) a a und a n die zu a n gehorige Klasse, so ist nach 
18*4*3 lira ol u = a, and da x n £ K, ist nach 17-3*63 K dieht in K. 

18-4-5- K ist vollstandig. 

Sei in der Tat ((a rt )) eine Cauchysche Folge aus K. Wegen 18-4-4 gibt es 

ein (3 n e K, so daB cc n p n < ~ . Dana ist £ n £ n/ ^ a n -b oc n ac n/ -j- a n/ jS n , 

C a n a n , -r “ -res ist also ebenso wie ((a n )) eine Cauchysche 

Folge. Wegen fi n e K gibt es ein b n e E, dessen zugehorige Klasse /?„ ist, 
und wegen 18-4-2 ist auch (( b n )) eine Cauchysche Folge. Also gibt es ein 

ft e K , so daB ((&„)) e . Nach 18*4*3 ist dann lim j3 n — und wegen a„ j$ n < — 

n U 

folgt daraus auch lim a„ = /3. Die Cauchysche Folge ((a„)) hat also einen 

n 

Grenzpunkt ft s K , d. h. K ist vollstandig. 

Ersetzen wir nun in K den Teil K dureh die nach 1S-4-2 isometrische 

Menge E, so entsteht ein vollstandiger Raurn E 2^, und wir haben bei 
Berueksichtigung von 18*4*4: 

18-4-6. Zu jedem metrischen Raurn E gibt es einen vollstdndigen Raum 
E ^ E, Ei dem E dicJit ist. 

Wir besehranken also in keiner Weise die Allgemeinheit, wenn wir den 
zugrunde gelegten Raum E als vollstandig voraussetzen. 

18-4*61. Zujedem separablen metrischen RaumE gibt es einen vollstdndigen , 
separablen Raum E 73 E. 

Dies folgt aus 18*4*6 und 13-1-4. 

18-4*7. Ist E* ein vollstandiger Raurn 2 E und E° die abgeschlossene 
Hiille von E in E *, .so ist E° isometrisch mit K. 

Nach 17-3*6 gibt es zu jedem a e E° in E eine Folge (( a n )) mit lim a n — a; 

n 

die Klasse aller Folgen ((a n )) aus E mit lim a n — a ist offenbar eine der 

n 

Klassen cl a K ; wir nemien sie a a . Dadurch ist eine eineindeutige Abbildung 

von£?°auf K gegeben; denn ist a a K und ((u„))£a, so ist (( a n )) eine Cau¬ 
chysche Folge in E 3 also auch eine Cauchysche Folge im vollstandigen 
Raume E* t besitzt also einen Grenzpunkt a s E*; nach 17-3-6 ist a a E°, und 
offenbar ist a = oc a . Diese eineindeutige Abbildung von E° auf K ist iso¬ 
metrisch; denn ist asE°, b s E° und sind ((«„)), ((6 n )) Folgen aus E mit 
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lim a n — a, lira b n = b, so ist nach 17*3.32 ab =lima n 6 n und nach (4) 

n n n 

aueh a a ot& = lim ct n &n » also cx. a a b — a b . 

n 

18 * 4 * 71 . A eiwe metrische Menge und sind E*, E** vollstandige Raume 
ID A, so sind die abgeschlossenen Hullen von A in E* und E** isometrisch . 
Dies folgt fur E — A aus 18*4*7. 

Lit era tur: Die vorstehende Theorie der Vervollstandigung eines Raumes stammt 
von F. Hausdorff, Mengenlehre S. 106. 

5. Absolut abgeschlossene Mengen. Ganz allgemein gilt: 

18 * 5 - 1 . Jede vollstandige Menge A ist abgeschlossen. 

Sei a a A 1 ; naeh 17*3*61 gibt es in A eine Eolge ((»„)) mit lim a n = a; nach 

n 

18*1*2 ist (( a n )) eine Cauchysche Eolge; weil A vollstandig, ist also a s A. 
Aus a e A 1 folgt also as A, somit ist A nach 10*5*61 abgeschlossen. 

18 * 5 * 11 . Jede in einer vollstandigen Menge B abgeschlossene Menge A ist 
vollstandig. 

Sei ((#„)) eine Cauchysche Folge aus A; weil B vollstandig, besitzt ((a n )) 
einen Grenzpunkt as B; nach 17*3*6 ist a e A 0 B ; weil A abgeschlossen in B , 
folgt daraus nach 10*S*3 as A, also ist A vollstandig. 

Wir nennen eine metrische Menge A absolut abgeschlossen, wenn sie 
in jedem metrischen Raume E ^A abgeschlossen ist. Dann gilt: 

18 * 5 * 2 - Dam.it die metrische Menge A absolut abgeschlossen sei, ist not - 
tvendig und hinreichend, dap sie vollstandig sei. 

Notwendig: Da es nach 18*4*6 einen vollstandigen Raum E ^ A gibt, 
folgt dies aus 18*5*11. Hinreichend: Dies ist enthalten in 18*5*1. 

Wir nennen eine metrische Menge A ein absolutes F a , wenn sie in 
jedem metrischen Raume E =3 A ein F a ist. Aus 18*5*2 folgt: 

18 * 5 * 21 . Damit eine metrische Menge ein absolutes F a sei, ist notwendig 
und hinreichend, dap sie Surnme abzdhlbar vieler vollstdndiger Mengen sei. 

Eine metrische Menge A =4= A , die absolut offen (d. h. offen in jedem me¬ 
trischen Raume E 3 A) ware, kann es nicht geben; sei namlich a Q e A ; 
wir bilden einen metrischen Raum E A , indem wir zu A noch abzahlbar 
unendlieh viele Elemente b n (n = 1 , 2, . . .) mit den Abstandsdefinitionen 

a b n — a a Q ~f- fur alle as A, b n b n/ = ^ 

n n' 

liinzufugen; dann ist a 0 b n =—, also lim b n = a Q , und da b n 

n n u 


e A , ist nach 
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17-8-62 a Q nicht innerer Punkt von A, also ist naeh 10-8-6 A nicht offen in E. 
— Wohl aber gibt es absolute G d ; vrir werden uns mit ibnen ausfiihrlich 
in § 19 beschaftigen. 

Eiteratur: P. Alexandroff u. P. TJrysohn, Math. Ann. 92 (1924) S.261. 

6. Durehsehnittssatze. Fur vollstandige Mengen gilt folgender Durch- 
schnittssatz: 

18-6-1. 1st ((JL„)) eine monoton abnehmende Folge nicht leerer vollstcindiger 
Mengen mit (§ 9, 6) lim d (M n ) = 0 , so gibt es ein a, so daft D A n — {a} . 

n n 

Sei a n s A n ; da dann aueb a n ,s A n fiir n' :> n, ist a n a n , <; d ( A n ) fur 
n' ;> n; wegen d (M n )-*0 ist also ((«„)) eine Cauchysehe Folge; da a n ,e A n 
fiir nf ^ n , und da A n vollstandig, hat ((a rt )) einen Grenzpunkt ae A n ; da 
dies fiir alle n gilt, ist a sJD A n . Ist aueh b a D A n , so ist a b <L d ( A n ) fiir 

n n 

alle 92, wegen d (_4„) ~>0 also a b — 0 , d. h. b — a. Also ist D A n — {a} . 

n 

In vollstandigen Raumen gilt folgende Verscharfung von 11-1-51: 

18-6-2- In einem vollstdndige?i Raiime E ist der Durchschnitt abzdhlbar 
vieler offener dickter Mengen dichi. 

Sei A — D G n , wo G n offen und dicht. Nach 11-1-8 haben wir zu zeigen: 

n 

ist und offen, so ist A G A. Da G x dicht, gibt es nach 11-1-8 ein 

a 1 eG 1 G. Da G x G offen, gibt es ein o x >> 0 und <1 1, so daB die abgeschlossene 

Kugel E ai0i i= G x G . Da G 2 dicht, gibt es nach 11-1-8 ein a 2 e G 2 und 

ein o. 2 ;> 0 und ^ ™ , so daB K a 0n G 2 E aiQi - Da G z dicht, gibt es ein 

a 3 e G z K an und ein p 3 >► 0 und ^ , so daB K a j 2= G z K aa usf. Da die 

Folge der K a ^ monoton abnehmend, o n —► 0 , und K a ^ Qn nach 1S-5-11 voll¬ 
standig, gibt es nach 18-6-1 ein a £ D K a n ; da K a n ^ G n , ist aueh 

n n Qn' n Qn ~~ 

a s L> G n , d. h. a e A; da K ai Qx l==G, ist aueh a £ G , also a e A G , somit 
A G 3 A , w. z. b. w. 

Xbteratur: Eine Verallgememerung von Satz 18-6-1 bei C. Furatowski, 
Fund. math. 15 (1930) S. 302. 

7. Dyadlsche Schemata. Wir nennen ein System endlich vieler Zahlen 
(& lt h 2 , . - k n ) einendyadischen KLomplex, wenn jede seiner ,,Stellen ef 
ki einen der beiden Werte 0, 1 hat; ebenso nennen wir ((&„)) eine dyadische 
Folge, wenn jede Stelle Jc v einen der beiden Werte 0, 1 hat. 
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18-7-1. Zu jeder Folge dyadischer Komplexe ( k J, k\, . . k *) (n — 1, 2, ...) 

65 eine dya/lische, Folge k±, k 2 , • • ., k v , ..., so da/3 fur jedes v unendlieh 
viele Komplexe (fc* 9 Jfeg , . . . &”) (w- ^ v) mit den v Stellen k x ,k 2 , . . ., k v beginnen. 

In der Tat, da alle auftretenden Stellen nur die Werte 0, 1 haben, muB es 
unter denKomplexen 7c*) unendlieh viele mit gleichem Werte Jc 1 

der ersten Stelle geben, unter diesen unendlieh viele mit gleichem Werte k 2 
der zweiten Stelle usf. Die so gebildete Folge k l3 k 2 , . . ., k r ., . . . leistet das 
Verlangte. 

Sei nun jedem dyadischen Komplexe ( k x , k 2 , ... , k n ) eine Menge 
A zugeordnet. Wir sagen, diese Mengen bilden ein dya- 
disches Schema, wenn sie folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Jede Menge A kx kn . . . * n ^ vollstandig. 

2. At. 7 . t. At. j. k Jc 

3. Fiir jede dyadisehe Folge (( h v )) gilt d (A^ . . k f) ~*0. 

In einem dyadischen Schema bezeichnen wir die Mengen A kx ka m , h mit 
n Indizes als die Mengen n-tex Stufe. 

18-7-2. 1st d n der gro/3te unter den Durchmessern der 2 ” Mengen n-ter 
Stufe eines dyadischen Schemas, so gilt d n 0 . 

Angenommen, es ware nieht d n —>0; da wegen 2. offenbar d n+1 d n3 
gabe es dann ein p > 0, so daB d n A. p fiir alle n. Nach Definition von d n 
gibt es eine Menge A k ” n -ter Stufe, deren Durchmesser = d n ist. 

ISTach 18-7-1 gibt es eine dyadisehe Folge h l3 k 2 , . . ., k vi . . so daB unendlieh 
viele ( kk 2 ,.. ., k*) mit den v Stellen Tc^, k 2 , . . .,k v beginnen; fur diese Kom- 
plexe ist A t n g ^ £ A kx tt ... K , also d (A^ k ,... K )^.d (Ag „*.. . „«) => d n , 
es ware also d (. A kxks . . .k) ^ P (>■ 0) fiir alle v, entgegen 3. 

Wegen 18-6-1 besteht fiir jede dyadisehe Folge ((k v )) der Durchschnitt 
Ajt x A hx it 2 - - - Aj. x t 2 ... k v .. . aus genau einem Punkte, den wir mit a^ h ^ 
bezeichnen. Natiirlich konnen verschiedene dyadisehe Folgen denselben 
Punkt liefern. 

Wir betraehten eine Folge dyadischer Folgen ((k x )) 3 ((k*)) 3 . . (( k j)), . . . 

Es gilt : 

18-7-3. Gibt es zu jedem n ein i n , so da/3 fiir i ^ i n die ersten n Stellen 
von (( ki)) mit den ersten n Stellen von ( (k v )) ubereinstimmen, so ist 
11 f 2 a «*£» = a <(KY) * 

Wir setzen: a ((k i )} = a,, a (( * y)) = a. Fiir i ;> i n ist Ag ... 4 = A hx ... ^, 
also auch < 2 i e A tx — * n ; da auch ae A hx . . ,k n » a lso aa^-^ d {A kx .. , k ) 
fiir i ^ i n ; wegen d .. .t n ) 0 gilt also auch a -> 0 , d. h. lim a^ — a. 

i 
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8. Dyadisch darstellbare Jlengen. Sei ein dyadisches Schema, be- 
stehend aus den Mengen A ki k ^ % _ gegeben. Zu jeder dyadischen Folge 
((&„)) bilden wir den zugehorigen Punkt a i(kv)) , d. h. den einzigen Punkt 
des Durchsch n ittes A kx A ki km , . . A k ^ k _ # k . . . Die Menge A aller dieser 
Punkte nennen wir die dureh nnser dyadisches Schema dargestellte 
Menge; sie karm auch so aufgeschrieben werden: 


( 8 ) 


A — jS" Alt. A k j. ... A k k i 

((*„» 1 1 * 1 * 


(die Sum me erstreckt sich iiber alle moglichen dyadischen Folgen ((&J)). 
Naturlich kann ein nnd dieselbe Menge dureh verschiedene dyadische 
Schemata dargestellt werden. Jede dureh ein dyadisches Schema dar¬ 
gestellte Menge heiBt eine dyadisch darstellbare Menge. 

Wir bezeichnen nun mit A (v) die Summe der 2 V Mengen r-ter Stufe im 
dyadischen Schema der A k ^ m ..&• Als Summe endhch vieler vollstandiger 
Mengen ist auch A (v) nach 18-2-1 vollstandig. 

18-8-1. Die Menge (8) ist auch gegeben dureh : A = D A <v) . 


DaB A £ D ist, ist evident. Sei umgekehrt a e D A (v) ; dann giht es 

V V 

fur jedes n einen Komplex (Ic ™, h \, . . &”) , so daB a e A k ™ . . . k * ; nach 

18-7-1 gibt es dann auch eine dyadische Folge ((&„)) , so daB a e A ki ks ... k v 
fur jedes v ; dann aber ist a e A. Es ist also auch D A (v) Cj A. 


18-8*2. Damit die metrische Menge A A dyadisch darstellbar sei , ist not- 
wendig und hinreichend, dafi sie in sich kom'pakt sei. 

Not wendig: Sei A darstellbar dureh das dyadische Schema A kika „. mk 
und sei ((ad) eine Puhktfolge aus A. Unter den Mengen n-t&c Stufe gibt es 
mindestens eine, etwa A k ™ k ” .. . , die unendlich viele Glieder von ((a*)) ent¬ 
halt ; nach 18-7-1 gibt es also eine dyadische Folge ((&,,)), so daB (fiir jedes v) 
A k ^unendlich viele Gheder von ((a*)) enthalt. Sei a — der 

zugehorige Punkt von A; dann ist a Haufungspunkt von ((a*)) 5 denn wegen 
d (-4*. *.... *„) — 0 ist fur fast alle v : A ki K S K a e , und A ti . . . K 
enthalt unendlich viele Glieder von ((a*)). Jede Folge ((a,)) aus A hat also 
einen Haufungspunkt a e A, somit ist A nach 17-2-31 in sich kompakt. Hin - 
reichend: Sei A in sich kompakt. Nach 9-7-1 und 15-1-4 gibt es ein end- 
liches 1-Netz in A, bestehend etwa aus den Punkten a L , a 2 , . . ., a k ; dann ist, 
wenn K a . x die abgeschlossene Nugel vom Mittelpunkt a x und Radius 1 
* _ 

bedeutet: A = S A K a . x ; nach 15*2*3 ist hierin jeder Summand in sich kom- 

i— 1 i 
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pakt, also nach 1S-3-1 vollstandig; ferner ist jeder Summand enthalten in 
einer abgeschlossenen Kugel vom Radius 1; indem wir eventuell einen Sum¬ 
mand eii mehrmals anschreiben, konnen wir annehmen, ihre Anzahl sei 
eine Potenz 2 Hl von 2; wir nehmen diese 2 Wl Summanden als die Mengen 
Tz^-ter Stufe A kikm . .. kn eines dyadiscben Schemas (die Mengen niedrigerer 
Stufe konnen etwa able — A gewahlt werden). Da jede dieser Mengen 
A k . 2 ; in sich kompakt ist, zeigt derselbe SchluB: jede Menge A ki ks ... k 
Ira.rvn dargestellt werden als Summe endlich vieler in sich kompakter (also 
vollstandiger) Summanden, deren jeder in einer abgeschlossenen Kugel vom 

Radius-i enthalten ist; durch mehrmaliges Anschreiben eines Summanden 

kann man erreichen, daB die Anzahl dieser Summanden fur jedes A k k . . , k 
dieselbe, und zwar eine Potenz 2 n2 von 2 ist; die samtlichen 2 Wl+ ” 2 Sum- 
manden der 2 ni Mengen A ki kam m m kn nehmen wir als Mengen (n ± -J- n 2 )-ter 
Stufe unseres dyadischen Schemas (fiir < n C n x -f- n 2 kann man als 
Mengen n- ter Stufe in leicht ersichthcher Weise die Mengen A k k *... k 
wahlen). Da die so gebildeten Mengen (n ± + n 2 )~ ter Stufe wieder in sich kom¬ 
pakt sind, kann man sie nach demselben Verfahren durch endlich viele in 
sich kompakte (also voHstandige) Summanden darstellen, deren jeder ganz 

in einer abgeschlossenen Kugel vom Radius i- enthalten ist, und die (even¬ 
tuell mehrmals angeschrieben) die Mengen (w^ -f- n 2 n 3 )-ter Stufe unseres 
Schemas bilden usf. Das in dieser Weise gebildete dyadische Schema stellt 
nach 18-8-1 offenbar die Menge A dar. 

Aus 18-8-2 und 18-3-1 folgt: 

18-8-21. Jede dyadisch darstellbare Menge ist vollstandig. 

18-8-22. Jede dyadisch darstellbare Menge A ist sejparabel. 

Dies folgt aus 18-8-2 und 15-1-41. 

18-8*3. Eine dyadisch darstellbare Menge A hat hochstens die Machtiglceit K 

Denn die Punkte von A sind in der Porm dargestellt: a^ k ^ , wo ((&,,)) 
alle dyadischen Folgen durchlauft; nach 5-2-2 gibt es aber X dyadische 
Polgen. 

hiteratur: Zu vorstehender Theorie vgl. P. Hausdorff, Mengenlehre S. 131. 

9. Dyadische Diskontinua. Ein dyadisches Schema, in dem fiir jedes n 
die 2 n Mengen %-ter Stufe disjunkt sind, heiBt ein dis junktes dyadisches 
Schema. Eine durch ein disjunktes dyadisches Schema dargestellte Menge 
heiBt ein dyadisches Diskontinuum. Ein disjunktes dyadisches 
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Schema ordnet offenbar verschiedenen dyadischen Folgen ((£„)) auch ver- 
schiedene Punkte zu. Infolgedessen verscharft sich 18-8-8 zu: 

18*9-1. Jedes dyadische Diskontinuum hat die Mdchtigkeit X . 

18-9*2. Damit in einem dyadischen Diskontinuum A: lim ci <(k i^ — )) 

i v 

sei, ist notwendig und hinreichend, daft es zu jedem, n ein i n gebe, so da[3 fiir 
i ;> i n die ersten n Stellen von ((£*)) iibereinstimmen mit den ersten n Stellen 
von ((&,,)). 

Hinreichend: Dies ist enthalten in 18-7-3. Notwendig: Stimmen fiir 
unendlich viele i die ersten n Stellen von ((&*)) nicht iiberein mit den ersten 
n Stellen von ((&,.)), so liegt thr unendlich viele i in der Summe B n 

der von A ki ka . .. k verschiedenen Mengen n -ter Stufe des A darstellenden 
disjunkten dyadischen Schemas. Xach IS-2-1 ist B n vollstandig, also nach 
18-5-1 abgeschlossen; wegen lim miiBte also auch &((k v )) £ 

sein; das aber ist unmoglich, denn a (<k )} e A kika .. mk , und weil das A dar- 
stellende dyadische Schema disjunkt. sind A ki k& ... * und B n fremd. 

Nennen wir eine metrische Menge A absolut perfekt, wenn sie perfekt 
ist in jedem metrischen Eaume ^ A, so gilt: 

18*9*3. Jedes dyadische Diskontinuum A ist absolut perfekt . 

Da A nach 1S-S-21 und 1S-5-2 absolut abgeschlossen, ist nur mehr zu 
zeigen, daB A insichdieht. 1st a ((k ^ ein beliebiger Punkt von A, so gibt 
es nach 1S-9-2 dyadische Folgen ((&*)) =1= ((1*„)) 5 so daB lim = a ((k v )) * 

da dann a ((jfcj)) =# ist nach 17-3-61 a^^eA 1 ; also ist A g A 1 , d. h. 

A ist insichdieht, w. z. b. w. 

18*9*1. Jedes dyadische Diskontinuum A ist nulldimensional. 

Sei a = a ((k ^ ein beliebiger Punkt von A, und U a eine XJmgebung von a. 
Wegen d (A kka .. . & ) 0 gibt- es ein n , so daB A k ^ ko . .. k ^ £ U a . Ist B n 

die Summe der von A k * k __ k verschiedenen Mengen n- ter Stufe in dem 

A darstellenden disjunkten dyadischen Schema, so ist B n A k ^ ka . . . k ^ = A, 
und A kikzm . mk und B n sind vollstandig, also abgeschlossen. Nach 14-1-11 
ist also A = A A k kmm ,. k + A B n eine Zerlegung von A in zwei abgeson- 
derte Summanden, und wegen a e A k ^ km m m m k , A k% ktt , .. k £ U a ist A 
nulldimensional. 

Ein bekanntes Beispiel eines disjunkten dyadischen Schemas erhalt man 
in folgender Weise: die Mengen erster Stufe seien die Intervalle j^O, — j , 
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des R x , die Mengen zweiter Stufe seien die IntervaUe [o, ij, 
[ [§’ ^>]’ [32 ’ ■*] > allgemein sind die Mengen ra-ter Stufe 2 " 


fremde abgescblossene IntervaUe der Gestalt | a, a J a deren jedes die 

zwei Mengen (n -f- l)-ter Stufe liefert: a + 3 V+ 1 ] 5 [ a + ~^n'AT 5 a + * 

Die durcb dieses disjunkte dyadische Schema dargestellte Menge heiBt das 
Gantorsche Diskontinuum; es besteht, wie man leicht erkennt, aus 

aUen Punkten von [0, 1], die durcb einen Systembrucb T7 darsteUbar 
sind, unter dessen SteUen g v keine 1 vorkommt. 

Ltiteratur: G. Cantor gab das naeh ihm benannte Diskontinuum an in Math. 
Aim. 21 (1883) S. 590. 


10. Bescbrankte Mengen in vollstandigen Raumen. Sei E ein me- 
triscber Ranm; wir betracbten das System 58 aUer nicht leeren, abgescblosse- 
nen, besebrankten Punktmengen von E, und zeigen, daB es zu einem me- 
trischen Raum wird, wenn wir als die Entfernung zweier Elemente A, B 
von 58 die Abweiebung e (A, B) (§ 9, 6 ) anseben. In der Tat ist e {A, B) end- 
lich nach 9*6*6; wegen § 9 (6*32) ist das metrisebe Axiom 2 m ) (§ 9, 2) 
erfuUt: um zu seben, daB aucb l m ) erfiiUt ist, zeigen wir: 

18*10*1- Sind A und B nicht leere, abgeschlossene Mengen , so ist , damit 
e (A, B) — 0 sei, notwendig und hinreichend , da/3 A — B. 

Notwendig: Sei etwa as A — B ; dann ist, da B abgescblossen, aucb 
as A — B°; also ist naeb 10*5*5: aB> 0, also nacb § 9 (6*3) aucb 
e (A, B) > 0 . *Sinreiebend: Dies ist trivial. 

Daraus folgt sofort: 

18*10*11- 1st A n 3 A, so Icann es hochstens eine abgeschlossene Menge A 
geben , so da(3 e {A n , A) 0 . 

Nun werden wir zeigen, daB, wenn der Raum E voUstandig ist, das 
System 58 der nicbt leeren, abgescblossenen, besebrankten Punktmengen 
von E — im eben besprocbenen Sinne — einen vollstandigen metriscben 
Raum bildet. Dies ist entbalten in den Satzen 18-10.2, 18.10.21, 18.10-22, 
1S.10.3. 

Wir bezeichnen dieEolge ((A n )) nicbt leerer Mengen als eine Cauchysche 
Edge, wenn es zu jedem S > 0 ein n 5 gibt, so daB e {A n , A n ,) < <5 fur 
n ^ n & , n ;> n 6 . Dann gilt: 

18*10*2- 1st ((A n )) eine Cauchysche Eolge nicht leerer Mengen, so existiert 
lim A„ 
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jSTacli § 17 (1) und (1*4) ist nur zu zeigen: limM rt — lim A n — A. Ware 

_ n n 

a s lim A n — lim A n , so gabe es ein o > 0, so daB A n K aQ — A fur unendlich 

n n 

viele n, und A n K a ± fj A fiir unendlich viele n; zu jedem n* gabe es dann 

ein 7i' > n* und ein n" >■ n *, so daB A n , K ae = A, A n „ K a o_ A; dann 

2 

aber ist e (A n ,, _4 n// ) ;> ^ , entgegen der Annahme, ((-4„)) sei eine Cauchy- 
sche Folge. 

18*10*21. Ist ((. A n )) eine Cauchysche Folge nicht leerer , besehrdnkter 
MeTigen , 50 ds£ lim beschrankt und abgeschlossen. 

DaB lim abgeschlossen, folgt aus 17*1*18. Da ((-4„)) eine Cauchysche 

n 

Folge, gibt es ein n *, so daB e (M„ , < 1 fiir n ^ n*. Dann ist A n Q= U A x 

fiir n ^ n*, wobei U A Q die abgeschlossene Umgebung o von A n be- 
deutet (§ 10, 2); nach 17*1*28 ist dann auch lim A n U A -j_ . Fiir den 

n n 

Durchmesser (§ 9, 6) von II A ^ 1 gilt offenbar: d (U A x ) ^ d (4.^*) -±-2; da 
A n » beschrankt, ist d (A n f) endlich, also auch d(U Anml ) endlich, d. h. U 1 
ist beschrankt; wegen lim A n CJ U A l ist also auch lim A n beschrankt. 

n n * n 

18*10*22. 1st ((A n )) eine Cauchysche Folge nicht leerer Mengen eines 
vollstdndigen Raumes E, so ist auch lim A n 3 A , und fiir jedes 0 gilt , 

n 

wenn lim A n — A gesetzt wird : A n 2= II A fiir fast alle n. 

71 

Da ((M„)) eine Cauchysche Folge, gibt es ein n*, so daB e (. A n ,, A n „) < ^ 

fiir n' ^ n*, n" ^ n*. Sei n x ein beliebiger Index n* und a 1 ein be- 
liebiger Punkt von A n . Sodann gibt es zu jedem v > 1 ein n v , so daB 

e(A n , } A n „) <L~~i fiir n f ^ n v , n" ^ n v , wobei noch ohne weiteres 
n v + x ^>n v (v = 1,2, ...) angenommen werden kann. Wegen e (A ni , A ns ) <C 
gibt es dann ein a 2 e A n% , so daB c^a 2 C ; wegen e (A ns , A n J C gibt 

es ein a 3 s A n *, so daB a 2 a z < ^ usf. Man erhalt so eine Folge vonPunkten 
a v e A n , so daB fiir v* > v : 

Ot y a v , ^ a v Hr a v~x a v+% * * * 4~ a v , 
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also ist (( ol v )) cine Cauchysche Punlvtf olge und (i 2 ci v <C — fur alle v. Da E 
vollstandig, gibt es ein a, so da!3 a v -+ a . Da a v e A n ^, ist nach 17*8*52 
a £ lira A„ , und da nach 18*10*2 lim.A n existiert, ist auch aelim d n5 also 

n n n 

lim A n ~2)A. Wegen a 2 a p <| ist nach 17*8*31 a 2 a ~ < g ; da a ± ein 

n —' ■" 

beliebiger Punkt £ A n war, ist somit, wenn A = lim A n gesetzt wird: 
A n g ; und da n 2 ein beliebiger Index ^ n* war, gilt A n ^ U Aq fur 

fast alle n. 

1810-3 1 ). 1st ((M n )) eine Cauchysche Folge nicht leerer Mengen eines voll- 
stdndigen JEtaumes E, und ist A = lim A n , so ist e (A n } A) 0. 

n 

Da aus A n £ V Aq , A U^ e folgt: e (A n ,A) ^ g, ist nach 18*10*22 
nur mehr zu zeigen: A g a n Q fhr fast alle n. Da {{A n )) eine Cauchysche 

Folge, gibt es ein n*, so daB e (A n , A n ,) < fiir n :> n *, n' ^ n*; dann 

ist J Z7j e fiir ^ n' ^ %*. Nach 17*1*23 ist dann auch lim M n g 
n 2 n 
(C^,,) 0 £ 27^^; und da dies fur alle n' ^ n* gilt, ist die Behauptung 

bewiesen. 


§ 19. Youngsche Mengen. 

1. Absolute G s . Anknupfend an § 18, 5 zeigen wir nun, da£ es metrische 
Mengen A gibt, die absolute G 6 (d. h. G 6 in jedem metrischen Raume 
£2 4) sind. 

19-1-1. Gibt es einen vollstandigen Raum E =^A, in dem A ein G ist , so 
ist A ein absolutes G b . 

Sei E f ein beliebiger metriseher Raum 3 A ; nach 18*4*6 gibt es einen 
vollstandigen Raum E 17 E\ und nach 10-9-21 geniigt es zu zeigen, da£ A 
ein G 6 in E ist. Sei A 0 die abgeschlossene Hiille von A in E und A x die ab- 
geschlossene Hiille von A in E; nach 18*4*71 sind A 0 und A x isometrisch. 
Nach Annahme ist A ein G 6 in E, also nach 10*9*21 auch ein G & in A 0 , also 
— weil A 0 und A x isometrisch — auch ein G s in A x ; nach 10*7*41 ist A x 
ein G s in E, also ist nach 10*9*2 auch A ein G 5 in E, w. z. b. w. 

Wir bezeiehnen nun die metrischen Mengen, die absolute G 5 (d. h. nach 
19*1*1 G 5 in vollstandigen Raumen) sind, als Youngsche Mengen. Jede 

1 ) Man vergleiche hierzu Satz 17*1*71. 
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voHstandige Menge ist also auch eine Youngsche Menge. Eerner folgt aus 
10-9-2: 

19-1-2. Jedes G b in einer Youngschen Menge ist eine Youngsche Menge. 
Insbesondere also naeh 10-7-41: 

191-21. Jede in einer Youngschen Menge abgeschlossene Menge ist eine 
Youngsche Menge. 

19-1-3. Die Summe zweier Youngscher Mengen A, B ist eine Youngsche 
Menge. 

Kadi IS-4-6 gibt es einen voHstandigen Raum E Yd A -f- B\ nach Aii- 
nahme ist sowohl A als B ein G b in E, also nach 10-7-2 auch A + B. 
Ebenso folgt aus 10-7-2: 

19-1-31- Der Durchschnitt abzahlbar vieler Youngscher Mengen ist eine 
Youngsche Menge. 

Aus 19-1-S und 19-1-31 folgt: 

19-1-32. Das System aller Youngschen Mengen eines metrischen Baumes 
ist ein 6-Bing. 

19-1-1. Der Durchschnitt abzahlbar vieler im metrischen Baume E dichter 
Youngscher Mengen A n ist dicht in E. 

Sei A = I) A n ; nach 1S-4-6 gibt es einen vollstandigen Raum E Y=>.E, 

71 

so dalB E dicht in E; nach 11-3-3 ist dann auch A„ dicht in E. Als Youngsche 
Menge ist A n ein G b in E : A n — D G nv , wo G nv offen in E; dann ist A = D G nv . 

v n, v 

Da A n dicht in E , ist nach 11-3-2 auch G nv dicht in E, also nach 1S-6-2 auch A, 
und nach 11-3*2 ist A auch dicht in E. 

2. Machtigkeitssatze. l T m AufschluB iiber die Machtigkeit Young- 
seher Mengen zu gewinnen, zeigen wir zunachst: 

19-2-1. 1st A eine Youngsche Menge, deren insichdichter Kern A k ~^) A ist, 
so gibt es ein in A nirgendsdichtes dyadisches Diskontinuum. 

Als Youngsche Menge ist A ein G b in einem voHstandigen Raume E, also: 
A = D G n , wo G n offen. Da A k 3) A und insichdicht, gibt es unendlich viele 

n 

a s A k ; irgend drei davon bezeichnen wir mit a 0 , a ± , a 2 , und wahlen q 1 0 und 
<; 1 so klein. daB die abgesehlossenenKugeln K a Qi , K a ^ Qi fremd und sind, 
und a 2 nicht enthalten. Als abgeschlossene Mengen des voHstandigen Rau- 
mes E sind K a Q , K a Q nach 18-5-11 vollstandig; wir wahlen sie als Mengen 
erster Stufe eines dyadischen Schemas. Sei i — 0 oder 1; da a t £ A k und 
A k insichdicht, gibt es in K a . e ^ unendlich viele a s A k ; irgend drei davon 
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bezeichnen wir mit or* 0 , , a i2 , und wahlen o 2 > 0 und ^ ^ so klein, 

daB die abgeseblossenen Kugeln K a .^ e *, K a .^ e * fremd und = » 

aowie ~ £ 2 sind, und den Punkt a i2 nieht enthalten. Die vier Mengen 
K a .. e {i, j — 0,1) wahlen wir als Mengen zweiter Stufe unseres 
dyadischen. Schemas. Sei i 9 j=* 0 oder 1; in E a .. es gibt es drei Punkte 

a i - 0 , x , a if2 von A*: wir wahlen o 3 > 0 und <; — so klein, daB die abge- 

schlossenen Kugeln K a . , Pj , K a fremd, £ -K^e,» sowie £6r 3 sind, und 
den Punkt a i? - 2 nicht enthalten. Die acht Mengen K a Q% (^, j , l = 0, 1) 

wahlen wir als Mengen dr it ter Stufe unseres dyadischen Schemas usf. 
Durch das so konstruierte dyadische Schema wird ein dyadisches Diskon- 
tinuum J5 dargestellt. Da die Mengen n-ter Stufe des Schemas S G n sind, 
ist jB 5 D G n , d. h. i? £ -4 . Wir haben noch zu zeigen, daB _B nirgends dicht 

m 

in *4. Da B nach IS-9-3 atgeschlossen in A, geniigt es nach 11-2-111 zu zeigen: 
B ist Kandmenge in A. Sei also b s B ; fiir jedes n liegt b in genau einer Menge 

H-ter Stufe unseres dvadischen Schemas, etwa in K a . 0 , K a .. 0 , K ap , . . .; 

* 1 3 

nun war a l2 e , Si , a. /2 e K a . , a ijl2 s K a ,, iQi , . . die Polge der (zu M ge- 

horigen) Punkte a i2 , a 1<? * 2 ? jz 2 — • - konvergiert also gegen 6, und da nach 

Konstruktion unseres dyadischen Schemas keiner dieser Punkte zu _B gehort, 

ist b Randpunkt in A von B, und da 6 ein beliebiger Punkt von B war, ist B 

Kandmenge in -4, w. z. b. w. 

Wegeri IS-9*1 folgt aus 19-2*1: 

19-2-2. Eine Toungsche Menge, deren insichdichter Kern 3 A hat 

mindestens die Mdchtigkeit X . 

19-2-21- Eine separable Toungsche Menge A ist abzahlbar oder von der 
Mdchtigkeit K, je nachdem ihr insichdichter Kern A k = A oder ^ A ist. 

1st A & = . 1 . d. h. A separiert, so ist A abzahlbar nach 18-5-SI. Ist 
A k ~2 -1 * so hat -4 die Machtigkeit X nach 13-2-1 und 19-2-2. 

Aus 19*2*21 folgt z. B., daB im R n die Menge der rationalen Punkte kein 
G s , also die Menge der irrationalen Punkte kein F a ist. 

19-2-3. Fiir eine separable Toungsche Menge A gilt A k = A v . 

Da A t nach 13-5-61 insiehdicht, ist A c A k . Bleibt zu zeigen: A k ^ A v . 
Sei a e A& und L & eine Dmgebung von a. Nach 12-7*5 ist A k abgeschlossen 
in A, also nach 10-7-41 ein G & in A; somit ist auch A k U a ein G s in A, also 
nach 19-1-2 eine Toungsche Menge. Da A k insiehdicht, ist nach 12-4-21 
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auch A k U a insichdicht, hat mithin nach 19-2* 21 die Machtigkeit X; daher 
ist as A v . Aus as A k folgt also a s A v , d. h. es ist A k g A v , w. z. b. w. 

19*2*1- Eine separable Youngsche 3*1 enge A harm auf eine und nur eine 
Weise zerlegt werden in zweifremde Sumnianden , von denen einer abzahlbar , der 
andere perfekt in A ist; diese Zerlegung ist : A — A u -f A v . 

Xach 13-5-4 and 13-5-61 ist A — -f- A v eine solehe Zerlegung. Sei an- 

dererseits A = ^ -f- A 2 , A 2 A 2 = A , abzahlbar, A 2 perfekt in A; wir 
haben zu z eigen A 2 = A v (dann ist von selbst auch A x — A u ) . Da A 2 insich- 
dicht, ist A z €= A k , also nacb 19-2-8 auch A 2 ^A V . Bleibt zu zeigen; 
A v £ A 2 . Sei also asA v ; in jeder IJmgebung U a liegen dann unabzahlbar viele 
Punkte von A, und weil A L abzahlbar, ist U a A 2 A; also ist asA\ , und 
veil A 2 abgeschlossen in A , auch a s A 2 . Aus a s A v folgt also as A 2 , d. h. 
es ist A v Q A 2 , w. z. b. w. 

Literatur: Der Machtigkeitssatz 19-2*21 stammt von W. H. Young, Leipz. 
her. 55 (1903) S. 287. 

3. Perfekte Mengen in Youngschen Raunien. Nach 19-1-21 ist jede in 
einer Youngschen Menge perfekte Menge selbst eine Youngsche Menge. Also 
folgt aus 19-2-2 und 13-2-1: 

19*3*1. In einem Youngschen Raume hat jede perfekte Menge 3 A min- 
destens die Mdchtigkeit X , jede separable perfekte Menge 3 Zl die Machtig- 
keit X . 

In 19-2-21 ist enthalten: 

19-3*11. In einem Youngschen Raume ist eine separable abgeschlossene 
Menge abzahlbar oder von der Mdchtigkeit N, je nachdem ihr perfekter Kern 
— A oder 3 A ist . 

Bezeichnen wir, wie in § 13, 4, mit A* die Menge aller Verdichtungs- 
punkte von A , so gilt: 

19-3-2- Fiir eine separable , in einem Youngschen Raume perfekte Menge A 
gilt: A — A v — A*. 

Da A insichdicht, ist A — A k , also nach 19-2-3: A — A v , und weil A ab¬ 
geschlossen, ist (§ 13, 5) A v = A* . 

In 19-2-4 ist enthalten: 

19-3*3. Eine separable, in einem Youngschen Raume abgeschlossene Menge 
kann auf eine und nur eine Weise zerlegt werden in zwei fremde Summanden, 
von denen einer abzahlbar, der andere perfekt ist ; diese Zerlegung ist : 

A = A u + A*. 

liiteratur: Die Satze iiber die Machtigkeit der perfekten und abgeschlossenen 
Mengen gehen zuriick auf G. Cantor, Acta math. 2 (1883) S. 409. Neuere Unter- 

Haina, Eeeile Funlctlonen. 9 
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Biieli 1111 lien von . Hurewicz, Fund, m&th. 12 (1928) S. 78. Sa/tz 19*3*3 wirdauch. 
a Is Cantor-Bendixsonsches Theorem bezeichnet: G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883) 
S. .775; J. Bend ix son, Aeta math. 2 (1883) S. 415. 

4. 31 eiigen erster mid zweiter Kategorie. Wahrend die Suinme end- 
lit* h vleler nirgends diehter 3Iengen nac-h 11*2*4 wieder nirgends dicht ist, 
gilt dies fiir Sain men aus abzahlbar unendlich vielen nirgends dichten 
Mengen nicht: ist z. B. a ein Pnnkt des R l9 so ist die Menge {a} nirgends 
dicht im E\, die 3Ienge aller rationalen Punkte des E 1 ist also Summe ab¬ 
zahlbar vieier im JR 1 nirgends diehter Mengen, selbst aber dicht im E ± . 

Die Menge -4 £ B heiBt von erster Kategorie in B, wenn A Summe 
abzahlbar vieier in B nirgends diehter Mengen ist. Anderenfalls heiBt A 
vc&n zweiter Kategorie ini?. Die Begriffe „von erster (zweiter) Kate¬ 
gorie' ' skid, ebenso wie der Be griff „nirgends dicht ££ , relativer Katur; nur 
wo kein Zweifel besteht, welehe Menge B a Is Raum zugrunde gelegt ist, 
kann der Zusatz ,,in B" wegbleiben. Jede nirgends dichte Menge ist auch 
von erster Kategorie. Die leere Menge ist von erster Kategorie in jedem 
Raurnc : eine 3Ienge zweiter Kategorie ist also stets 3 ZL Aus 11*2*3 folgt 
unmittelbar: 

10-4*1- Ist A tori erster Kategorie , und A' S A , so ist auch A' von erster 
Kategorie . 

Damir ist gleichbedeutend: 

19*4-11. Ist A von zweiter Kategorie und A' ^ A, so ist auch A' von zweiter 

Kategorie . 

19*4-2. Die S urn me. abzahlbar vieier Alengen erster Kategorie ist von erster 

Kategorie. 

Aus, 19-4-1 und 19*4-2 folgt: 

19-4*21. Das Spstem alter Jdengen erster Kategorie eines topologischen 
Eaurnes ist ein a-Korper und ein b-Korper. 

Aus 11*3-21 folgt: 

19*4*3. 1st A r A ^ B = B\ und ist A von erster Kategorie in B s so 

ist auch A f von erster Kategorie in B'. 

Damit ist gleichbedeutend: 

19*4*31. Ist -4 ^ A r ^ B' ^ B , und ist A von zweiter Kategorie in B. 

so ist auch A f von zweiter Kategorie in B'. 

19-4*32. Ist B dicht in G und A von erster Kategorie in <7, so ist A B von 

erster Kategorie in B. 

Dies folgt aus 11-3*9. 
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19-4*4. j Damit A von erster Kategorie sei , ist notivendig und hinreichend y 
dafi A G von erster Kategorie in G sei filr jede offene Menge G. 

Xotwendig: Dies folgt aus 11-3-61. Hinreichend: Man wahle fur 
G den zugrunde gelegten Raum E. 

Damit ist gleichbedeutend: 

19-4-41. Damit A von zweiter Kategorie sei , ist notwendig und hinreichend , 
da.fi es eine offene Menge G gebe, fur die A G von zweiter Kategorie in G ist . 
19-4-5. Jeder abzdhlbare Teil von B h ist von erster Kategorie in B. 

Dies folgt umnittelbar aus 12-2-6. 

10-4-51- 1st A Cl B und A ~f) A, so ist A von zweiter Kategorie in B. 
Dies folgt umnittelbar aus 12.2-51. 

19-4-6. 1st A ein F a und — A dicht, so ist A von erster Kategorie. 

Sei A — S F n , 'wo F n abgeschlossen; ist — A dicht, so nach 11-1-4 auch 

n 

— F n , also ist nach 11-2-51 F n nirgends dicht, also A von erster Kategorie. 
19-4-7. Ist A von erster Kategorie, so gibt es ein F a von erster Kategorie J2 A. 
Denn A = S A n , wo A n nirgends dicht; nach 11-2-12 ist auch A° nirgends 

n 

dicht, also ein F c von erster Kategorie ^ A. 

n 

biteratiir: Die Mengen erster und zweiter Kategorie warden emgefuhrt von 
R. Baire, Ann, di mat (3) 3 (1899) S. 67. Ausfahrliehe Darstellung: IP. Hausdorff , 
Mengenlehre S. 142ff. 

5. Yon erster und zweiter Kategorie in eixiem Punkte. Die Menge 
A heiBt im Punkte asE von erster Kategorie (in dem zugrunde 
gelegten Raume E), wenn es eine TTmgebung U a gibt, so daB U a A von 
erster Kategorie ist. Fur jede TJzngebung Z7* £ TJ a ist dann nach 19-4-1 
auch £7* A von erster Kategorie. Die Menge A heiBt im Punkte a von 
zweiter Kategorie, wenn sie nicht von erster Kategorie im Punkte a ist, 
d. h. wenn U a A fiir jede TJmgebung U a von zweiter Kategorie ist. 

Die Menge aller Punkte, in denen A von erster (von zweiter) Kategorie 
ist, bezeichnen wir mit A x (mit A xx ). Es ist dann: 

(5) E — Aj -f- Ajrj , Aj A IX = A . 

19-5-1. 1st B iA A , so ist A x g B x , B IX Q A XI . 

Dies folgt aus 19-4-1. 

19-5-11. Es ist A IX Cl A 0 . 

Denn ist a ~ s A 0 , so gibt es eine Umgebung U a , so daB A U a — A ; dann 
aber ist A U a von erster Kategorie, also ist a e A x , mithin a ~ e A XI . 
19-5-12. Ist A abgeschlossen 3 so ist A XI £ A . 

9* 
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Dies folgt wegen *4 — -4.° aus 19*5*11. 

19-5*2. 1st G of fen, so ist, damit G A von erster Kategorie sei, notwendig 
und hinreichcnd , dap G £= A x sei. 

Notwendig: Sei G A von erster Kategorie; dann ist G selbst fur jedes 
a e G eine Umgebung V a , fiir die U a A von erster Kategorie ist. Hinrei- 
chend: Ist G ~ A It so gibt es zu jedem a e G eine Umgebung U a G, 
so daB U a A von erster Kategorie. Dann ist G — S U a \ nach 8 * 1*21 konnen 

" . asG 

wir das System dieser V a wohlgeordnet annehmen und die U a mit (£ < a) 
bezeichnen, so daB nun : G = S U*, G A — S U* A , oder, indem wir 

£< a £ < a 

C* A — S U n = A* setzen: GA= S A *. Nach Annahme ist A, nach 

*?<£ £< a 

19*4*1 also aueh *4’ von erster Kategorie; d. h. A s — SA^, wo A^ n rdrgends 

n 

dicht: daher ist G A = S S A* = S S A„. Um zu zeigen, daB G A von 

£< x n n £< <x 

erster Kategorie, gentigt es also zu zeigen: A n A* ist nirgends dicht; 

oder nach 11 * 2 * 2 : zu jeder offenen Menge H A gibt es eine off one Menge 
H f 2T -1- H f ^ H. so daB A n H' — A. Das bedarf eines Deweises nur, wenn 
H G -1: dann gibt es unter den U* eines von kleinstem Index so daB 
U H 2 - i • etwa U v : dann ist S = A fur £ < y , wegen A* £ U* also 
aueh HA* = .1 fiir £ Cy: und da U*A* =A fiir £ >y , ist U y H A n = H A y ; 
da -4£ nirgends dicht, gibt es nach 11 * 2*2 eine offene Menge H'ff>A, 
H f l H. so daB H' A y — A; wegen U v H A n = H A y besagt dies aber: 
M f A n ~ 4 , w. z. b. w. 


Setzt man in 19-5*2 G = E , so erhalt man wegen (5): 

19*5*21. Damit A von erster Kategorie sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap Aj — E , Ajj — M sei. 

19*5*4. Die Jklenge _4j ist of fen, A TI abgeschlossen. 

Denn ist a e A f und L a eine Lmgebung von a, fur die U a A von erster 
Kategorie, so 1 st aueh U a C= A l3 d. h. A x ist offen; da nach ( 5 ) A IX = — A T , 

ist also Ajj abgeschlossen. 

Aus 19-5-2 und 19-3-8 folgt, dafi A x die grofite offene Menge G ist, fiir die 

A G von erster Kategorie ist. 


19-5-31. Die Menge A n ist ein Stuck , d. hA) es ist : A u = . 

Xach 19-5-3 ist A u abgeschlossen; aus 4^4 folgt a l so; ‘( 4 / 
- A n — A n . Es ist also nur mehr zu zeigen: A Ix ^(A IIt )oder — 
indem to zu den Komplementen iibergehen und — (A Ixi )° = B setzen: 
B = A,: und da B offen, geniigt es nach 19-5-2 zu zeigen: B A ist von 


3 ) Naeh 19*5*9* 
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erster Kategorie. Xun ist nach (5): BA = BA A z -J- B A A JZ ; hierin 
ist, da nacli 19*5-3 B A z offen ist, zufolge 19-5-2 B A A z von erster Kate¬ 
gorie ; ferner ist B A A zx := B A zz = A zz — (Ajjj)® £== A zz — A zz i = A zz r ; 
da Ajj abgeschlossen, ist nach 11-2*7 A IIr nirgends dicht, also nach 
11-2*3 auch B AA n nirgends dicht, nnd mithin von erster Kategorie. Als 
Summe zweier Mengen erster Kategorie ist also nach 19-4-2 auch B A von 
erster Kategorie, w. z. b. w. 

Schreiben wir kurz (A z )° — A z , so gilt: 

19-5*32. Aj = (A 0 ^ . 

Denn nach (5), 19*5*31 nnd 10*5*11 ist A z = — A zz — — ( A. IIi )° 

= (— Ajj^i — (Aj)i . 

19-5-33. A — A Ij; i ist von erster Kategorie. 

Da nach 10-5-11: — A zli = A z , ist nach § 10 (6*3) A — A zzi = AA z 

— AA Z -f- AA Jg ; nach 19*5*3 und 19*5-2 ist A A z von erster Kategorie; 
nach 19-5-3 und 11*2-71 ist A Ig nirgends dicht, also nach 11-2-3 auch 
A A Ig nirgends dicht, mithin von erster Kategorie; also ist A — A I2i von 
erster Kategorie nach 19-4*2. 

19*0*31* Ist A. — S Ijj , so ist S A- n j Z ^ dicht m A. zz . 

n n 

Xaeh 19*5*1 ist A nJI £ A ZI , also auch A nIIi ^ A ZI) mithin S A nJIi A IZ ; 

n 

nach 11-3-1 ist also nur mehr zu zeigen: A XI £ (S A nIIi )°, oder, indem wir 

— (S A nII j)° — B setzen: B g A z . Da B g — (A- nIZi )°» nnd da nach 19-5-31 

n 

(A nZI i)° — A nII , ist B £ — A nI1 , d. h. nach (5): B CZ A nI , mithin ist nach 
19-5-2 B A n von erster Kategorie, also ist nach 19-4*2 auch B A = S B A n 
von erster Kategorie, also nach 19-5-2: B £ A z , w. z. b. w. 

Ist G offen, und ist A G' fur jede nicht leere offene Menge G' *E=.G von 
zweiter Kategorie, so sagen wir: A ist in G iiberall von zweiter Kate¬ 
gorie. Ist A G' fiir jede offene Menge G' A von zweiter Kategorie, so 
sagen wir: A ist iiberall von zweiter Kategorie. 

19-5-1. Ist G offen , so ist , damit A in G iiberall von zweiter Kategorie sei y 
notwendig und hinreichend , dap G £ A Z1 sei . 

Xotwendig: Ist nicht G CZ A IZ , so ist nach (5): G A z 3 A , und da nach 
19-5-3 G A j offen, ist nach 19*5-2 G A z A von erster Kategorie. Hinrei¬ 
chend : Sei G' offen und A (ff G f ^ G; ist G A ZI , so auch G r Q A ZI , also 
ist nach 19-5*2 G r A nicht von erster, also von zweiter Kategorie. 

Setzt man in 19*5*4 G == E , so erhalt man wegen (5): 

19*5*11. Damit A iiberall von zweiter Kategorie sei , ist notwendig und hin¬ 
reichend, dafi A z — A, A ZI = E sei . 



134 


II. Kapitel. Punktmengen. 


Aus 19-5-4 folgt, daB A ZIi die groBte offene Menge ist, in der A iiberaU 
von zweiter Kategorie ist. 

19-5-42. 1st von ziceiter Kategorie, so gibt es eine offene Menge G A , 

so dap A in G fiber all von zweiter Kategorie. 

Xaeh 19*5*21 ist A n A* nach ist A u == {A n .)° , also ist aueh 

Aji . -A, nnd nach 19-5-4 ist A in A Ui iiberall von zweiter Kategorie. 

Literatur: H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 185. St. Banach, 
Fund. math. 16 (1930) S. 395. 

6. In sich von erster (zweiter) Kategorie. Die Begriffe: von 
erster, von zweiter Kategorie ha ben relativen Character. 1st die IVTenge 
A von erster (zweiter) Kategorie in A. so sagen wir: A ist in sich von 
erster (zweiter) Kategorie. Diese Begriffe haben absoluten Charakter. 

19-6*1. Jede abziiklbare insichdichte Menge ist in sich von erster Kategorie . 
Dies folgt unmittelbar aus 19*4-5. 

19-6*2. 1st A,* 3 A , so ist A in sich von zweiter Kategorie. 

Dies folgt unmittelbar aus 19-4-51. 

19-6-3- 1st A ein F a und A Q — A dicht in A°, so ist A in sich von erster 

Kategorie. 

Xaeh 19-4-6 ist A von erster Kategorie in A 0 , also nach 11-3*32 aueh in A. 

7. Residualmengen. Ist 4g5,so heiBt A eine Residualmenge in B , 
wenn B — A von erster Kategorie in B ist. Der Begriff ,,Residualmenge “ 
hat relativen Charakter; nur wo kein Zweifel besteht, welche Menge B als 
Raum zugrunde gelegt ist, kann der Zusatz ,,in B“ wegbleiben. Aus 19-4*1 

folgt: 

19-7-1. Ist A eine Residualmenge und A' ^ A , so ist aueh A' eine Residzcal- 

menge. 

19-7*11. Ist A s== B ^ O , ist B dicht in C und A eine Residualmenge in O, 
so ist A aueh eine Residualmenge in B. 

Dean C — A ist von erster Kategorie in G, also ist nach 19*4-32 B — A 
von. erster Kategorie in B. 

19*7*111. Ist A eine Residual menge, B von zweiter Kategorie, so ist A JBf)A - 
Denn ware A B = A , so ware B £== — A, und da — A von erster Kate¬ 
gorie, ware nach 19*4*1 aueh B von erster Kategorie. 

19*# *2# Her DurchschniU abzaklbar vieler Residualmengen ist eine Residual - 

menge. 

Dies folgt aus 19*4-2. 
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Aus 19-7*1 mid 19-7-2 folgt: 

19*7*21- Das System alter Residualmengen eines topologischen Raumes ist 
ein a- Ding und ein d-Ring. 

19*7*3- Damit A eine Residualmenge sei, ist notwendig und hinreichend , 
dap A G fiir jedes offene G eine Residualmenge in G sei. 

Xotwendig: Ist A eine Residualmenge, so ist — A von erster Kategorie, 
also nach 19-4-4 G — A = G — AG von erster Kategorie in G. Hinrei¬ 
chend: Man wahle fiir G den zugrunde gelegten Raum E. 

19*7*4- Jedes dichte G 5 ist eine Residualmenge. 

Hies folgt n nmi ttelbar axis 19*4*0. 

Von besonderer Bedeutung sind die Residualmengen in Youngschen 
Raumen. 

19*7*5. Damit A eine Residualmenge im Youngschen Raume E sei, ist 
nottvendig und hinreichend , dap es eine dichte Youngsehe Menge B £ A gebe. 
Xotwendig: Ist A eine Residualmenge, so ist — A — S C n , wo C n nir- 

n 

gends dicht; dann ist nach 11-2-12 auch <7° nirgends dicht; also ist nacb 
11*2*51 — C® eine dichte offene Menge, also nach 19-1*2 eine dichte Young¬ 
sehe Menge: also ist nach 19-1-4 auch B = D { — (7°) eine dichte Youngsehe 

n 

Menge, und wegen — i Q SC!! ist B A. Hinreichend: Als Youngsehe 

n 

Menge ist B ein absolutes G 5 , also auch ein G 5 in E; nach 19-7*4 ist also B 
eine Residualmenge, nach 19-7*1 also auch A. 

In 19*7*5 ist enthalten: 

19*7*51- In einem Youngschen Raume ist jede Residualmenge dicht. 
Insbesondere also: 

19*7*511. Ist B eine Youngsehe Menge 3 A und A eine Residualmenge 
in B, so ist auch A A. 

Aus 19-7-2 und 19-7-51 folgt: 

19*7*52- In einem Youngsehen Raum ist der Durchschnitt abzdhlbar vieler 
Residualmengen dicht . 

19*7*53- Ist A eine Residualmenge in einem insichdichten Youngsehen 
Raume E A, so gibt es ein in A nirgends dichtes dyadisches DisJcontinuum. 

ISfach 19-7-5 gibt es eine dichte Youngsehe Menge R £i; nach 12-4-3 
ist B insiehdicht, also B k 3 A; also gibt es nach 19-2-1 ein in B nirgends 
dichtes dyadisches Diskontinuiim G CRgi, und nach 11-3-21 ist C 
auch nirgends dicht in A. 

19-7*54- 1st A eine Residualmenge in einem separablen insichdichten 
Youngschen Raume , so ist A = A v . 
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Xach 10*7-5 gibt es eine dichte Youngsche Menge B £ A ; nach 12-4*3 
1st B insichdicht : B = B^ } also nach. 19*2*3 auch B — B v . Sei cl s A ; wir 
haben zu zeigen, daB dann auch a e A v . Da B dicht, gibt es in jeder Um- 
gebung ein h £ B * da dann a neb. b & B v - S ist B TJ a unabzablbar, also auch 
A l a nnabzahlbar; also ist a e A v , w. z. b. w. 

19-7*6. Je.de Youngsche Menge A 3 2st 2,71 S2cfl von Kategorie. 

Denn ware A in sich von erster Kategorie, so ware A — A = A eine 
Residualmenge in A, entgegen 19*7-511. 

19-7-61- 1st A ein G b in einem Youngschen Raume E, so ist , damit A von 
erster Kategorie set, notivendig und hinreichend , daft A nirgends dicht sei . 

Xotwendig: Ware A nicht nirgends dicht, so gabe es na-eh 11*3*7 ein 
offenes G 3 A, so daB A G dicht in G; da — A eine Kesidualmenge, gibt es 
nach 19*7*5 eine dichte Youngsche Menge B ^ — A ; nach 19*1*2 ist BG 
eine Youngsche Menge, und nach 11*3*6 ist B G dicht in G; da auch A G 
als G* im Youngschen Raume E nach 19*1*2 eine Youngsche Menge ist, ware 
nach 19-1*4 f angewendet auf den Raurn G) A B G in G dicht, was unmog- 
lich, da B ^ — A, also A B — A. Hinreichend : Dies ist trivial. 

Aus 19*7*61 folgt wegen 11*2*21: 

19-7-62. In einem Youngschen Raume ist jede offene Menge G~A> A von 
z we iter Kategorie. 

19*7*7. In einem Youngschen Raume ist eine Residualmenge A Uberall von 
z we iter Kategorie. 

Sei G 3' *1 often: da — A von erster Kategorie, so nach 19*4*1 auch 
G — A; ware auch G A von erster Kategorie, so nach 19*4*2 auch 
G—(G — A) — G A, entgegen 19*7*62. Also ist G A von zweiter Kategorie. 

19-7*71. 1st A eine Residualmenge im Youngschen Raume E 3 A, so ist 
— A keine Residualmenge. 

Dies folgt aus 19*7*7, well — A von erster Kategorie ist. 

JLiteratur: Die wiehtigsten Satze iiber Residnalmengen stammen von R. 
Baire; die Bezeichxnmg „Residualmengen“ bat A. Den joy eingefuhrt. 

8. Residual in einem Punkte. Sei wieder ein beliebiger topologiseher 
Raum E zugrunde gelegt. Die Menge A heiBt residual im Punkte a, 
wenn es eine L mgebung L a gibt, so daB U a A eine Kesidualmenge in U a . 
Die Menge aller Punkte, in denen *4 residual ist, bezeichnen wir mit A Z11 . 
1^1. A UI = (— A) z . 

Denn die Aussage : ,, I a A ist eine Kesidualmenge in U a iC bedeutet: U a — A 
mt von erster Kategorie in U a , und dies ist nach 19*4*3 und 19*4*4 gleich- 
bedeutend mit: V a — A ist von erster Kategorie. 



§ 19- Aoungsche Mengen. 


137 


19-8*2- 1st G offen, so ist, damit G A eine Residual-men,ge in G sei, not¬ 
ice ndig und hinreickend, daft G £ A IXI sei. 

Denn naeh 19-S-l ist G ^ A in gleichbedeutend mit: G ^ (— A) x , also 
nach 19-5-2 mit: G — A ist von erster Kategorie, also nach 19-4-S and 
19-4-4 mit: G — A ist von erster Kategorie in G , d. h. G A ist eine Residual- 
menge in G. 

Darin ist fur G = E enthalten: 

19-8-21- Damit A eine Residualmenge sei , ist notwendig und hinreichend, 
dafi A IU — j E se i. 

Aus 19-8-1, 19-5-B und 19-5-32 folgt (venn wir kurz (-djjj) 0 = A IXI sclirei- 
ben) : 

19-8-3- Die Menge A. XX j ist offen und es ist : A- xxx — . 

19-8-4- In einem Youngschen Raume ist Ajjj ^ A zli . 

Sei a e A IU ; dann gibt es eine Umgebung U as so dab U a A eine Residual- 
menge in U a ; da U a nach 19-1-2 eine Youngsche Menge, ist nach 19-7-7 
U a A liberal! von zweiter Kategorie in U a , d. h. es ist A uberall von zweiter 
Kategorie in U a , also ist nach 19-5-4 U a £ A u , mithin a e A Ili . Aus a e A J];I 
folgt also a a A Ui , d. h. A 1U ^ A IIi . 

9. Offen Ms auf eine Menge erster Kategorie. Die Menge A heiBt 
offen (bzw. abgeschlossen) bis auf eine Menge erster Kategorie, 
wenn es eine offene (bzw. abgeschlossene) Menge B gibt, so daB A — B und 
B — A von erster Kategorie sind. Jede Menge erster Kategorie, jede 
Residualmenge ist offen (abgeschlossen) bis auf eine Menge erster Kategorie. 

19-9-1- Die Begriffe ,,offen bis auf eine Menge erster Kategorie 66 und ,,ab- 
geschlossen bis auf eine Menge erster Kategorie 6 6 sind gleichbedeutend. 

Sei G offen, und seien A — G und G — A von erster Kategorie; setzen wir 
F == G°, so ist F abgeschlossen; da A — F gi — G, ist nach 19-4-1 A — F 
von erster Kategorie; da F — A £ ( F — G) (G — A), und da nach 
11-2-71 F — G — G g nirgends dicht, also von erster Kategorie, so ist nach 
19-4*1 und 19-4-2 auch F — A von erster Kategorie. — Sei F abgeschlossen, 
und seien A — F und F — A von erster Kategorie. Setzen wir G — F iy 
so ist G offen; da G — A <YkF — A , ist G — A von erster Kategorie; da 
A — G (A — F) -}- (K — G), und nach 11-2-7 F — G — F r von erster 
Kategorie, so auch A — G. 

19-9-2- 1st A offen bis auf eine Menge erster Kategorie , so auch das Kom - 
plement — A. 

Sei A f — — A . Es gibt eine offene Menge G, so daB A — G und G — A 
von erster Kategorie; setzen wir — G — F , so ist F abgeschlossen und 
A f — F — G — A , F — A' = A — G. Also ist A' abgeschlossen bis auf 
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©in© erster IsLategorie, somit nach 19*0*1 auch of fen bis anf ©in© 

Menge erster Kategorie. 

19*9*21. Das System alter bis auf eine Menge erster Kategorie offenen 
Mengen tines iopologischen Dauw.es E ist ein a-Korper . 

Da E als Residualmenge offen bis auf eine Menge erster Kategorie ist, 
so ist nach 19-9-2 und 8*3*1 nur raehr zu zeigen: Sind die Mengen A v 
(y = 1,2, . . .) offen bis auf eine Menge erster Kategorie, so auehM — SA V . 

Nach Voraussetzung gibt es eine offene Menge G v , so daB A v — G v und 
G v — A r von erster Kategorie. Setzen wir G = SG vi so ist aueb G offen, 

und we gen A — G C= K (M„ — G v ), G — A S= S ( G v — A v ) sind nacb 19*4*1 

V V 

und 19*4*2 aueb A — G und G — A von erster Kategorie. 

19-9*3- Jede G b -Menge A ist offen bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Da jede offene Menge auch offen bis auf eine Menge erster Kategorie 
ist. folgt die Rehauptung wegen 3-6*1 aus 19*9*21. 

19-9-31- Dam it A offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie , ist not- 
wendig und hinreicbend , dafi A = A' -J- A", wo A' ein G 6 und A ,f von erster 
Kategorie. 

Xotwendig: Sei G offen und seien A — G und G — A von erster Kate¬ 
gorie. Xach 19-4-7 gibt es eine F a -~Aenge B ^ G — A, die von erster Kate¬ 
gorie ist. Setzen wir G — B — AA — A' — A", so ist A' £ A , also 
A = A' A~ A f/ ; ferner ist A' ein G s , und wegen A" ^ B -}- (A — G) ist A" 
von erster Kategorie. Hinreicbend: Sei A' ein G & . Nach 19*9*3 gibt es 
eine offene Menge G. so daB A' — G und G — A f von erster Kategorie. Ist 
A — A' -r -I'', wo A" von erster Kategorie, so ist 4 — G — ( A' — G) 
-v {A" — G) von erster Kategorie, und wegen G — A G — A' ist 
aueb G — von erster Kategorie. 

19-9*4- JDamit A offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie, ist notwendig 
■und hinreichend , dafi -f- A UI dicht sei. 

Notwendig: Sei G offen und seien A — G und G — A von erster Kate¬ 
gorie. Wir setzen — G® = G'; dann ist aueb G' offen, nacb 10*5*11 ist 
G* = |— G)i und nach §10(6*1) ist — (G + O') = G g ; nacb 11*2*71 ist 
also — {G — G r ) nirgends diebt; also ist G + G' nacb 11*2*5 dicht. Da G — A 
von erster Kategorie, also nacb 19*4*4 aueb von erster Kategorie in G, ist 
G A eine Residualmenge in G, also ist nacb 19*8*2 G g| A xxx . Da A G r 
=s -4 G und A G von erster Kategorie, ist A G f von erster Kategorie, 
albo nacb 19*5*2 G' ^A x - Also ist G -f G' £ A z + A ni , und da G + G' 
dicht, ist smeh 11*1*4 aueb A x -f- Ajjj dicht. Hinreicbend: Sei A x ~hA IXI 
dicht; da nacb 19*5*3 und 19-8*3 A x -4- A IX1 offen, ist dann nacb 11*2*51 
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— (A t + A IU ) nirgends dicht. Wir setzen G = A jn ; nach 19-8-2 ist dann 
G — A von erster Kategorie in G, also auch von erster Kategorie im 
Raume E. Ferner ist A — G £ A A T -f- (A — (A T -j- Ajjj)) ; hierin ist 
nach 19-5-2 A A z von erster Kategorie, und da— (A z -j- A II2 ) nirgends 
dicht, ist anch A — (A z -j- A IT1 ) von erster Kategorie; somit ist auch 
A — G von erster Kategorie. 

19*9*5. Damit A offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie, ist notwendig 
und hinreichend, dafi A IIi ^A ITI sei. 

JSTotwendig: Da nach 19-9-4 A z -j- A IU dicht, ist nach 11-1*1 und 10-5-8: 
E = (Aj- - f- Ajjj) 0 = A . Da nach § 19 (5): A u = — A z , ist 

A XIi = (— A I ) i , also nach 10-5*11: A 21i — — {A 0 ); wegen E = A\ 4- A ZI1 
ist also A-jj^ Ajjj , also auch A. 2 j ^ (^A.j Z j)^, also nach 19-8-3 A-j Z ^ -A.jjj . 

Hinreichend: Nach § 19 (5) und 19-5-31 ist E — A z + nach 

11- 1-1 ist also Aj -}- A IIi dicht; ist A ZIi g A in , so ist also nach 11-1-4 
auch Aj A-Ajjj dicht, also nach 19-9-4 A offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie. 

19-9-51. Damit die Menge A eines Youngschen Raumes offen sei bis auf 
eine Menge erster Kategorie , ist notwendig und hinreichend , dap A IIi = Ajjj 
sei. 

Dies folgt aus 19-9-5 und 19-8-4. 

19-9*6. 1st A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in E, und ist E 
ein G q in E', so ist A auch offen bis auf eine Menge erster Kategorie in E'. 

Kach 19-9-31 ist A = A / A~ A", -wo A' ein G 6 in E und A" von erster 
Kategorie in E. Nadi 10-9*2 ist A' auch ein G & in E' und nach 19-4-3 ist A” 
von erster Kategorie in E'; die Behauptung folgt also aus 19-9-31. 

19-9*7. In einern se'parierten Raume E ist jede Menge A offen bis auf eine 
Menge erster Kategorie. 

Wir zerlegen nach § 12 (2): E = E 0 - -f- E h ; A = A E^ -f- A E h . Nach 

12- 2-41 ist A Ej offen in E; nach 12-7-2 ist Ej dicht in E, also ist nach 12-2-3 
und 11-2-51 E h nirgends dicht in E; nach 11-3-21 ist also auch A E h nirgends 
dicht und mithin von erster Kategorie in E. 

Wir wollen noch zeigen, daB es in geeigneten Raumen E Mengen gibt, 
die nicht offen sind bis auf eine Menge erster Kategorie. Wir schieken vor- 
aus: 

19-9-8. 1st der Raum Eff) A, und ist sowohl A als das Kom'plement — A 
uberall von zweiter Kategorie, so ist A nicM offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie. 

Nach 19-5*41 ist A IX = E, (— A) T — A , also nach 19-8-1 A IXI — A; 
die Behauptung folgt also aus 19-9*5. 
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Kenneii wir nun eine Punktmenge -4. t o t a 1 imp erf ©kt , wenn sie keinen 
perfekten Teil ^ A enthalt, so gilt: 

10 * 9 - 81 . 1st E ein insicMichter Young scher Raum , ist A A=E, und ist 
sowohl A als — A total imperfekt , so sind A und. — A iiberall von zweiter 
KaUgorie. 

Angenommen, es sei z. B. A nicht iiberall von zweiter Kategorie: darnx 
gibt es eine offene Menge G fj A, so daB A G von erster Kategorie in G; dann 
aber ist G —A eine Residualmenge in G; da nach 12*4*21 G eine insieli- 
diehte Youngsche Menge ist, so gibt es nach 19*7*58 ein dyadisches Diskon- 
tinuurn C g G — A; wegen 18-9-8 widerspricht dies aber der Annahme, 
— A sei total imperfekt. 

19 - 9 - 9 . In einem separablen YouTigschen Raume E, dessen insichdichter 
Kern -1 gibt es eine unabzdhlbare , total imperfekte Menge B, deren 
Komplement — B gleichfalls unabzahlbar und total imperfekt ist. 

Kaeh 19-2-21 hat E die Maehtigkeit iS; da E als metrischer Raum 
nach 14-2-41 und 14-2-1 regular ist, hat nach 14-2-01 auch das System 
alter in E perfekten Mengen die Maehtigkeit X. Bezeichnet y die kleinste 
Ordinalzahl der Maehtigkeit so konnen also nach 8-3-2 sowohl die 
Punkte a e E als auch die nicht leeren in E perfekten Mengen P eineindeutig 
den Ordinalzahlen £ <Zy zugeordnet werden; seien a* (£ <C y) die s amt lichen 
Punkte a s E und P* (- < y) die samtlichen nicht leeren in E perfekten 
Mengen. Wir bezeichnen nun mit b Q den ersten zu P 0 gehorigen Punkt a*, 
mit c 0 den ersten auf b 0 folgenden zu P 0 gehorigen Punkt ; nehmen wir 
nun an, fiir alle if < 7] (< y) seien die Punkte b r/ und c^, definiert, so be- 
zeichnen wir mit b Tt , die fceiden ersten von alien b rj/ und {rf < rj) ver- 
schicdenen Punkten , die zu P Tj gehoren (solche Punkte gibt es, weil 
die Menge der Punkte b r/ , c t/ {rf < rf) eine Maehtigkeit <C IS, die Menge 
P r aber nach 19-3-1 die Maehtigkeit ^ hat). Pie Menge aller Punkte 
K (?) -< 7 ), die wir so erhalten, heiBe B, die Menge der Punkte c v (?) < y) 
heiBe C. Pann sind B und C zwei fremde Mengen der Maehtigkeit X; 
wegen. C ^ — B sind also B und — B unabzahlbar, und da sowohl B als C 
von jeder in E perfekten Menge P ~ff) A mindestens einen Punkt enthalten, 
karni weder P £ B , noeh PA — B sein, d. h. B und — B sind total 
imperfekt. 

19-f-tl. In einem separablen , insichdichten Youngschen Raume E ff) A 
gibt m Mengen, die nicht of fen sind bis auf eine Menge erster Kategorie. 

IStaeh 19-9-9 und 19-9-SI gibt es eine Menge A derart, daB sowohl A als 
A iiberall von zweiter Kategorie. Kach 19-9-8 ist A nicht offen -bis auf 
eii» Menge erster Kategorie. 
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Literal ur : H. Lebesg ue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 186; Bull, soe.math.35 
(1902) S.202. W. Sierpihski, Fund. math. 4 (1923) S. 319. G. Steinbach, Beitrage 
zur Mengenlehre, Diss. Bonn 1930. E. Szpilrajn, Congr. math. Varsovie 1929, 
S. 295. C. Euratowski, Fund. math. 16 (1930) S. 390. F. Bernstein, Leipz. 
Ber. 60 (1908) S. 329. P. Mahlo, Leipz. Ber. 63 (1911) S. 346. 

§ 20. Produktraume. 

1 . Produktraum. Seien.E (1 \ E^\ . . E^ n) inetrische Raume. Wir haben 
in § 2, 2 als das Mengenprodukt E {1> x E (2) x . . . X E {n) definiert die Menge 
aller w-tupel (%, a 2 , . . . , a n ), in denen a x £ E Ct) (i — 1,2 , . . . n) . Wir 
machen diese Produktmenge zu einein metrischen Baum E durch die Eest- 
setzung: 1st a e E, b sE, und zwar: a = (%, a 2 , . . ., a n ), b = (b ±> b 2 , . . ., b n ), 
so sei: 

(1) a b =V (Oj b z ) 2 + (a„ 6 2 ) 2 +. . . + (cs„ 6 n ) 2 . 

In der Tat geniigt diese Entfernungsdefinition den metrischen Asiomen 
l m ), 2 m ) (§ 9, 2); fur l m ), ist dies evident, fur 2 m ) wird es ebenso be- 
wiesen, wie § 9 (3*11). Der metrische Baum E = E^xE^X* . . XE (n) 
heiJGt der Produktraum a us E {1) , E (2) , . . . , E (n) . Offenbar entstebt der 
B n durcb rc-malige Multiplication des mit sicb selbst. 

Betrachten wir die drei offenbar isometriscben Baume 1 ) E^xE^xE^, 
(E (1) X -27 (2) ) X E (3) , E (1) X (E (2) X E (3 ^) als identiscb, so ist diese Multipli¬ 
kation assoziativ. Wir konnen uns also weiterhin auf Produkte aus zwei 
Faktoren bescbranken. 

Sei also E = E (l) X E (2) . Sind a = {a x , a 2 ), b — (b ± , b 2 ) Punkte von E, 
so ist: 

(1*1) ciibi ^ ab ^ a x b 2 -f- a 2 b 2 (i — 1, 2). 

Sei nun ((a„)) eine Punktfolge aus E und a v — (a lv ,a 2l> ). Aus (1*1) ent- 
nehmen -wir: 

20 -1*1. Damit lim a v = a sei , ist notwendig und hinreichend , da[3 

V 

lim a lv = a x , lim a 2v = a 2 . 

V v 

20-1-2. Ist a Haufungspunkt von {{a v )), so ist a ± Haufungspunkt von ((c^J) 
und a 2 Haufungspunkt von {(a 2v )). 

20-1-3. Damit ((a v )) eine Cauchysche Folge (§ 18,1) sei, ist notwendig und 
hinreichend , da(3 sowohl ((a lv )) als {{a 2v )) eine Cauchysche Folge sei, 

2 . Produktmengen. Wir betracbten nun in E — E (1) x E (2) speziell die 
Punktmengen von der Gestalt A X B, wo A ^ E , B g E . 

x ) Diese drei Baume bestehen aus den Punkten (<%, a 2 , a 3 ), ((a x , af), a 3 ), 
[Oj, (a 2 , a 3 )), wo a x s a t s E&, a s e E( 3 K 
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1st A = {a} die nur aus dem Punkte a a E (l) bestehende Menge, so schrei- 
ben vrir a X B statt {a} X B ; es ist also a X B die Menge der Paare (a, b), wo 
be B. Analog ist die Bedeutung von A Xb. 

Aus 17-3-6, 17-3-61, 17-3-62 folgt wegen 20-1-1: 

(A x B)° = A a X B°, (AX B) 1 = (A 1 X B°) + (A 0 X -B 1 ), 
(2) (A X B)i = AiXBi- 

Aus der ersten Formel (2) und 10-5*6 folgt (bei Beachtung von 2-2.11): 
20-2*1. Damit A X B abgeschlossen sei (in E), ist hinreichend, und wenn 
A X B 3) /I ist, auch notwendig, daft A und B abgeschlossen (in E (1) bzw . 
in E (2) ) seien. 

Ebenso folgt aus der dritten Formel (2) und 10*8*6: 

20-2-11- Damit A X B offen sei, ist hinreichend, und wenn A X B A ist , 

auch notwendig, dap A und B offen seien. 

Da nach § 10 (6): (A X B) r — (A X B) — (A X B) i9 folgt aus (2) und 

§ 2 (2): 

(2-1) (A X B) r = (A r X B) + (A X JB r ) . 

Aus der dritten Formel (2) folgt: 

20-2-12. Damit A X B Bandmenge sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap wenigstens eine der Mengen A, B Bandmenge sei. 

20-2-13- 1st sowohl A als B ein F a (ein Gq), so ist auch A X B ein F a 

tein G £ )i). 

Nach. 10-7*8 konnen wir schreiben: A — S A n , B = S B n , wo A n , B n ab- 

71 71 

gesehlossen und A n ^A n _ rl , B n (AB n ^ 1 . Dann ist A X B = S (A n X B n ). 

71 

Nacb 20-2-1 ist A„ X B„ abgeschlossen, also ist A X B ein F a . 

20-2-2. Damit A X B dicht sei, ist hinreichend, und wenn E A ist, 
auch notwendig, dap A und B dicht seien. 

Nach 11-1-1 ist A X B dicht dann und nur dann, wenn (A X B)° = E , 
d. h. nach (2), wenn A 0 X B° = E; das ist aber, wenn E~ff) A , dann und nur 
dann der Fall, wenn A 0 = E {1 \ B° = E (2) , d. h. nach 11-1*1 wenn A und B 
dicht. 

20*2*21. Damit A X B nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap wenigstens eine der Mengen A, B nirgends dicht sei. 

Dies folgt wegen 11*2*1 aus (2) und 20-2*12. 

Aus 20-2-21 und dem ersten Distributivgesetz § 2 (2*1) folgt: 

20-2-22. Ist wenigstens eine der beiden Mengen A, B von erster Kategorie, 
so ist auch A x B von erster Kategorie . 

1 ) Die Umkehrang hiervon wird in 20-4-8 bewiesen. 
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20-2*23. Sind A und B Besidualme?igen , so ist auch A X B eine Residual- 
menge. 

Denn nach § 2 (2) ist — (A X B) = ((— A) X 12 (2) ) -f- (B (l) X (— B)); 
hierin ist, wenn — A, — B von erster Kategorie sind, nach 20-2-22 jeder der 
beiden Summanden rechts von erster Kategorie, also nach 19-4-2 anch 
— (i X B) . 

Aus der zweiten Formel (2) folgert man leicht fiir die Menge der isolierten 
Punkte von A X B (§ 12, 2): 

(2-2) (A X B)j = Aj X Bj. 

Hieraus, zusammen mit § 12 (2), folgt nach § 2 (2): 

(2*3) (A X B) h — {Ax B h ) -f- {A h x B). 

Aus (2*2) folgen die Satze: 

20-2-3. Damit A X B isoliert sei , ist Jiinreichend , und wenn A X B Z) A 
ist , auch notwendig , dafi A und B isoliert seien. 

20-2-31. Damit A X B insichdicht sei , notwendig und Jiinreichend , dap 

wenigstens eine der Mengen A, B insichdicht sei. 

20-2*4. Damit A X B separabel sei , t'stf hinreichend , -tmd wenn A X B Z) A 
ist , auch notwendig , dap A und B separabel seien. 

Hinreichend: Nach 13-1-3 gibt es eine in A dichte abzahlbare Menge A' 
und eine in B dichte abzahlbare Menge B '; nach 20-2*2 ist dann A' X -S' 
eine in A X J5 dichte abzahlbare Menge, d. h. nach 13-1-31: A X -Z? ist 
separabel. Notwendig: Ist A X B separabel, so gibt es nach 13-1-3 
eine in A X B dichte abzahlbare Menge von Punkten (a n , b n ) (n = 1,2, . - .); 
nach 11-1-4 ist dann auch die Menge C der Punkte ( a n , b v ) ( n , v — 1, 2, . . .) 
dicht in A X B; ist A ' die Menge der Punkte a n (n — 1, 2, . . .) und B' die 
Menge der Punkte b v {v — 1, 2, . . .), so ist G = A' X B', und nach 20-2-2 
ist A f dicht in A, B' dicht in B; nach 13-1*31 sind also A und B separabel. 

20*2*5. Damit A X B hompalct sei , ist hinreichend , und wenn A X B Z) A 
ist , auch notwendig , dap A und B Jcompdkt seien. 

Hinreichend: Sei {a n , b n ) (n — 1, 2, . . .) eine Punktfolge aus A X B. 
E>a A kompakt, hat nach 17-2-3 die Folge ((&„)) einen Haufungspunkt a 3 und 
nach 17-3-53 gibt es in ihr eine Teilfolge {{a n )), so da-B lim a n — a. X>a B 

v v V 

kompakt, hat auch die Polge ((Z>„ v )) einen Haufungspunkt 6, und enthalt 
somit eine Teilfolge (( b n )), so daB lim b n — b. Nach 20-1-1 ist dann 

v i i v i 

lim (a n , b n ) — (a, b); die Folge der (a n , b n ) hat somit den Haufungspunkt 
i v i r i 

{a, b) 3 und nach 17-2-3 ist A X B kompakt. Notwendig: Sei A nicht 
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kompakt und b a B; dann ist die mit A isometrische Menge A X b ein nicht 
kompakter Teil von A X B, und nach 15-1-2 ist auch A X B nicht kompakt. 

20-2-51. Damit A X B in sich kompakt sei, ist hinreichend, und wenn 
.4 B ^2 .1 ist, auch notwendig, dap A und B in sich kompakt seien. 

Dies folgt wegen 15-2-22 ans 20-2*5 und 20-2-1. 

20-2-52. Damit A X B halbkompakt sei, ist hinreichend, und wenn 
A x B 3 -1 ist, auch notwendig, dap A und B halbkompakt seien . 

Hinreichend: Sei A — S A n , B = S B v , wo A n , B v in sich kompakt. 

n v 

Xach § 2 (2-1) ist: A X B — S (A n X B v ), und die Behauptung folgt aus 

n,v 

20-2-51. Notwendig: Sei (-4 X B) — S C n , wo C n ~2) Al und in sich kom- 

n 

pakt. Sei A n die Menge aller as A, zu denen es ein b gibt, so daB (a, b) e C n . 
Da offenbar A — S A n , geniigt es zu zeigen, daB A n in sich kompakt ist. 

n 

Sei ({a v }) eine Punktfolge aus A n ; es gibt dazu eine Punktfolge (a v , b v ) 
(v = 1,2, . . .) in C n ; da C n in sich kompakt, besitzt nach 17-2-31 die Polge 
der (a 9 , b v ) einen Haufungspunkt {a, b) e C n ; dann ist as A n , und nach 20-1-2 
ist a Haufungspunkt von ((«„)), somit ist A n nach 17-2-81 in sich kom¬ 
pakt, w. z. b. w. 

20-2-6. Damit A X B zusammenhangend sei, ist hinreichend, und wenn 
_4 X B ~2) *1 ist, auch notwendig, dap A und B zusammenhangend seien. 

Hinreichend: Sei {a 1 ,b 1 ) e A X B, (a 2 ,b 2 )sA X B . Sind A und B 
zusammenhangend, so auch die mit A bzw. B isometrischen Mengen A X b x , 
a 2 *' ' da ciiese Mengen den Punkt (a 2 , b ± ) gemein haben, ist nach 16-1-4 

auch ikre Summe C zusammenhangend, und da ( a 1 , b ± ) e C, (a 2 , b 2 ) s C, ist 
nach 16-1-21 auch A X B zusammenhangend. Notwendig: Sei A un- 
zusammenhangend; nach 16-1-12 gibt es eine Zerlegung A = A' -j- A" 
von A in zwei abgesonderte Summanden 2) A. Dann ist auch A X B 
= (A' x B) a- (A" x B) . Wegen (2) ist hierbei (A' x B)° (A" X B) 
— (A* 0 > B°) { A" X B); und da A', A" abgesondert, also A' 0 A" = A , 
ist auch (A' X Bf (.A " X B) — A; ebenso ist (A' x B) (A" X B)° = A; 
also sind die beiden Summanden A' x B und A " x B von A X B ab¬ 
gesondert, und da sie wegen A' 2) A, A" 2) A , B 2j A beide 22 A sind, ist 
A X B unzusammenhangend. 

Aus 20-1-1, 20-1-3 folgt ohne weiteres: 

2#*** i . Damit A X B vollstdndig sei, ist hinreichend, und wenn 
A X B 2) A ist, auch notwendig, dap A und B vollstdndig seien . 

20-2-71. Svnd A und B Youngsche Mengen, so ist auch A X J3 eine 
Joungeche Menge. 
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Dies folgt aus 20*2*7 unci 20-2*18. 


Aus 18-2-2 und 20*2*7 folgt durch vollstandige Induktion: 

20-2-8- Der R n ist vollstdndig. 

20-2-81. Darnit die Mange A R n kompakt sei, ist notwendig und hin- 
reichend , daft sie beschrdnkt sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 15-1-5. Hinreickend: Dies folgt, da in 
einer beschrankten Menge des R n offenbar jedes p-Netz endlich ist, aus 
20 -2-8 und 18-8*8. 


20-2-811. JDamit die Menge A £ R n in sich kompakt sei, ist notwendig 
und hinreichend , dap sie beschrdnkt und abgeschlossen sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 15-1-5 und 15-2-22. Hinreickend: Dies 
folgt aus 20-2-SI und 15-2-2. 


20*2*82. Der jR n ist halbkompakt. 

Ist a e R n und K av die abgescklossene Hu gel vom Mittelpunkt a und 

Radius v, so ist R n = £ K av . Da nack 20*2-811 K av in sich kompakt, ist der 
R n kalbkompakt. 

Im Gegensatze zu 20-2*81 ist, wie wir in § 15, 1 saken, keineswegs jede 
beschrankte Punktmenge des R^ kompakt. Wohl aker gilt, wenn wir mit 
Q m die Menge aller ((a„)) e R m bezeicknen, deren Xoordinaten den Un- 

gleickungen 0 <: a v <; ^ geniigen: 

20-2*83. Die Menge Q w R^ ist in sich kompakt. 

Sei (( b v )) b R m — Q w ; dann gibt es ein v*, so dab b v * ~ s j^O, ; mit- 
kin gibt es auck ein a ;> 0 , so daB aus j x ** — 6 V * ; C o folgt : 
x v + ~ e 0 , — J ; mithin gilt fur die Kugel K des R cv vom Mittelpunkt 

(( b v )) und vom Radius or: K Cjj R m — Q^; nack 10 * 8*1 und 10 - 8-8 ist also 
Raj — Qoj offen, also Q.^ abgeschlossen. Nack 15-2*2 ist nun nur mekr zu 

1 o 2 

zeigen: Q m ist kompakt. Sei o >- 0; wir wahlen n so, daB A? —^ < ~r » 

V > n V ‘ J 4 


und ordnen jedem Punkte ((a v )) e R^ den Punkt (%, a 2 , . . ., a n ) s R n zu; 
der Menge Q w R w entsprickt so eine beschrankte Punktmenge 
Q n des R n ; seien x = ((#„)), x f = ((a')) zwei Punkte von Q m und 
y — (a^ , a 2 , . . a n ) , y' = (a\ , a' 2 , . . a' n ) ikre zugeordneten Punkte des 
R n ; wegen 



Hahn, Beelle Ponktxonen. 


10 
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gilt dann fiir die Abstande: y y' > a; od — |; jedem p-Netz in entspricht 

also in Q n eine Menge M von Punk ten, die zu je zweien einen Abstand > 

haben; da Q n eine beschrankte Punktmenge des R n3 muB M endlich 
sein: also ist jedes o-Xetz in Q m endlich; nach 18-3-3 und 1S-2-21 ist so- 
mit Q m kompakt, w. z. b. w. 

3. Intervalle ini R n . Seien {a^ 3 &*) (i — 1, 2, . . n) n offene Inter¬ 
valle des i? x . Wir setzen: 

(% , fej) X (a 2 , b 2 ) X . . . X {a n , b n ) = (%, a 2 , . . a n ; b l3 b 2 , . . b n ); 
diese Menge ist naeb 20*2*11 offen im R n ; sie heiBt ein offenes Inter¬ 
val! des R n . Ebenso ist nach 20*2*1 die Menge: 

[fitj X [ a 2 > bf\ X - - • X [® n , ^ n ] = : ’ ^2 j * • *j 5 * * '» ^n] 

abgeschlo&sen im i?„; sie heiBt ein abgeschlossenes Inter vail des -R n . 
Die Mengen: 

1 » bj) X |&2 * ^ 2 ) X ... X , & n ) — [<h. j a 2 3 * * *> > ^2 ’ * • ^n) 

(a 15 & 3 J X (ctg 3 b 2 ] X ... X {a n 3 & n ] = 3 > • * -5 b^ 3 b 2 , . . , 3 bf\ 

heiBen halboffene Intervalle des j£ n . Offenbar ist (a l5 a 2 , . . a n ; 

6j, b 2 , . . 6 ra ) der offene Kern sowohl von [a 13 a 2 , .. a n ; b ± , b 2 , . . 6 W ], als 

von jb-^. s - * *j ® B . hj_ 3 * * *» b n ) 9 als von ( a 2> • • •, &X 3 ^ 2 ? • • -3 

und [a ^, a 2 , a n ;b 1 ,b 23 .. h M ] ist die abgeschlossene Hiille von (a 1? a 23 ... 3 a n ; 
b l3 b 2 , . . 6 a ), von [%, Og, .. ., a n ; b 13 b 23 . . ., 6 n ) und von (a*, a 2 , . . a„; 

, 6 2 , - - &„]- 

Aus 20-2*31 und 20-2*6 folgt: 

20-3*1. Jedes {abgeschlossene 3 offene , halboffene) Intervall des R n ist insich- 
dicM und z usammenhdngend. 

20-3*2. Das System 3 alter Mengen des R n , die Summe endlich vieler halb¬ 
offener Intervalle [a l3 a 23 . . . 3 a n ; b l3 b 2 ,..., b n ) sind, ist ein Kdr per, und jede 
Menge aus 2 ist auch Summe endlich vieler disjunJeter halboffener Intervalle 
l*l***» * * ** a n; bj,^, . . . , b n ). 

Da die Differenz zweier halboffener Intervalle [a, b) des R t Summe von 
h debs tens zwei fremden solchen halboffenen Intervallen ist, gilt die Be- 
hauptung nach 3*3*2 und 3*3*21 fiir den R^. Gilt sie fur den R n , so gilt sie 
wegen R n . 1 = R n X nach 3-3*22, wo unter St das System der halboffenen 
Intervalle I*i> * * -> Oi,*- b 19 b 2 , . . b n ) des R n , unter $8 das System der 

halboffenen Intervalle [a, 6 ) des Rj^ zu verstehen ist, auch fiir den R n ~± • 

2#-3*3. Jede offene Menge G des R n ist Summe abzdhlbar vieler offener 
Intervalle des R„. 
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Sei asG; dann gibt es ein o a > 0, so daB aueli K aQ ^G; ist 

i i 

: = {a^, a 2 , . . a n ), und setzen wir I a = (Oj • 


1/^ 


» 


*5 




q*; 




y n 


Qa j 


•> «» 


- - - £ fl ) } so ist I a g A a<? , also 6* — S I a . IsTach 

]/^ ° asG 


13-3*1 gibt es also unter den I a abzahibar viele J 0i , I a%3 . . / a , ...» so 

daB G = S' J a . 

* * 

20*3-31. Jede offene Menge G des JR n ist Summe abzahibar vieler disjunlcter 
halboffener Intervalle [a^, a 2 , . . a n ; b l3 b 2 , . . b n ), 

Wahlen wir beim Beweise von 20-3-3 Q a > 0 so, daB anch die abge- 
schlossene Kdigel K aQ ^G y so haben wir wie dort: G — SI a ; setzen wir 


nun I' 


a = [ a : 


'1 _ y - Qa> • • *> a n " /■— tfa’ w l i , /— Va » * * * > * , ,— 

b n y n y n y n 


~Qa ’ ®l ’ 


' £a 5 






so ist I a £ 7 tt <==K aQa und G — S l a ^ . Setzen wir noch I a —M 1 , 

I a — {I a 4- • ♦ - -+- 1 a ) = M v {v > 1), so ist G— S M v , und die sind 

v 1 * i *> 

disjunkt. Da nach 20-3-2 Summe endlieb vieler disjunkter Int er - 

valle <z n ; 6 1? . . ., 6 n ) ist, ist die Bebauptung bewiesen. 


4. Schidden. Sei M eine Punktmenge des Produktraum.es J7 (1) x jgte) m 
Ist b s E (2) , so bezeiehnen wir als die Schicht von M die Menge aller 
x e E a) , fur die (x, b) s M; ebenso versteben wir unter der Sebicbt 
{a s E (1 ^) die Menge aller y s fiir die {a, y ) s M. Man erkennt 

sofort: 

20-4*1- 1st M offen {abgeschlossen) in E^ X E^ 3 so ist fiir jedes b e E^ 
die Schicht von M offen (< abgeschlossen ) in E^K 

Ist M = S M v (bzw. M — D M v ) , so gilt offenbar fiir die Schicbten: 

V V 

M = SM (bzw. M = D M ^). Also folgt aus 20-4-1: 

V V 

20-4*2. 1st M einE a (ein G d ) in E^ X E^ 2 \ so ist fur jedes beE^ die 
Schicht von M ein F a (ein G & ) in E w . 

ISTun konnen wir die Umkebrung von 20-2-13 beweisen. 

20-4-3. 1st A und ein F a {ein G d ) in E^ xE^, so ist A ein 

F 0 {ein G d ) in 2? (1) und B ein F a {ein G 6 ) in E^\ 

Setzen wir M = A X B , so ist fiir jedes b £ B : — A ; die Behauptung 

folgt also aus 20-4*2. 


10 * 



Drittes Kapitel. 

Der Begriff der Stetigkeit. 

§ 21. Halbstetige Abbildungen. 

I. Unterbalb stetige Abbildungen. Seien A und £ metriscbe 
Raume; durch eine Delation P, deren Bereicb die Menge A , deren Gegen- 
bereich die Menge B 1st, ist (§ 1 3 4) eine Abbildung von A anf B gegeben. 

Die Abbildung P beiBt unterbalb stetig ini Punkte a s A, wenn es 
zu jeder in B offenen Menge G, fur die P (a) G 3 A ist, eine Umgebung U a 
von a gibt, so daB fiir jedes x s U a anch P (x) G 3 A. Die Abbildnng P 
von A beifit nnterbalb stetig, wenn sie in jedem Pnnkte as A unterbalb 
stetig ist. In einem isolierten Punkte von A ist jede Abbildnng P von A 
unterbalb stetig. Beispiel einer nnterbalb stetigen Abbildnng des Inter¬ 
files [0. 1]: PiO) = [0, 1], P(x) = [0,2] fiir x =j= 0 . 

21*1*1. Damit die Abbildung P unterhalb stetig sei im Punkte as A, ist 
notwendig und hinreichend, daft fur jede Folge ({a n )) aus A mit lim a n = a und 

n 

fiir jede in B offene Menge G mit P {a) Gf) A gelte: P (a n ) Gff) A fur fast 
alle n. 

Xotwendig: Es gibt ein U a , so daB P(x) Gf) A fiir alle xs U a ; fiir fast 

alle n aber gilt: a n e U a . Hinreicbend: Ist P nicbt unterbalb stetig in a , 

so gibt es ein G von folgender Art: es ist P (a) G ~f) A und-in jeder Umgebung 

l a gibt es ein x, fiir das P(x)G = A. Dies gilt insbesondere fiir U a = K a ±, 

1 w 
d. b. es gibt ein a n , so daB a n a < - und P (a n ) G = A. Dann ist a n - a und 

fiir kein n ist P(a n ) G~f) A. n 

21*1*2. Damit die Abbildung P unterhalb stetig sei im Punkte as A, ist 
ncttrendig, daft fur jede Folge {(a n )) aus A mit lim a n = a gelte: lim P(a n ) 
s (P(a))°. n “ 

Sei bs P (a) und U b eine Umgebung von b; da P (a) U b ff) A, gilt nacb 
21*1*1: P{a n ) U b 3 A fiir fast alle n, d. b. bs lim P (a n ), also ist bm P(a n ) 

_ n n 

= ** ( a )’ UD< ^ da n®ch 17*1*13 lim P(a„) abgeschlossen, gilt nach 10*5*1 
auch Mm P(a„) 3 (P(a))°. " 
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211-21. Damit die Abbildung P unterhalb stetig sei im Punkte as A, 
ist hinreichend, daft fur jede Folge (( a n )) aus A mit lira a n — a gelte: 
Iim P(a n ) 3 P(a ). 

Sei P{a) G^f) A und be P(a) G. Da G ein U b und da wegen lim P(a n ) 

n 

2 P (a) auch b e lim P(a n ), ist P(a n ) G 3 A fur fast alle n . Nach 21-1*1 

n 

ist also P unterhalb stetig in a. 

21*1*3. Ist die Abbildung P unterhalb stetig im Punkte a e A, ist ((a n )) 
eine Folge aus A mit lim a n — a, und ist b e P (a), so gibt es ein b n e P (a n )> 
so dafi lim b n — b. 

n 

Da nach 21-1-2 b e lim P (a n ) , folgt dies aus 17-3*51. 

21*1*1. 1st die Abbildung P von A unterhalb stetig, und ist A / dicht in A, 
so ist P (A') dicht in P {A). 

Sei b e P (A) ; dann gibt es ein a e A, so daB b s P (a) . Da A ' dicht in A, 
gibt es nach 17-8-63 eine Punktfolge ((a n )) aus A', so daB a n ~+a . Nach 
21-1*3 gibt es ein b n eP(a n ), so daB b n -*b; da P (a n ) 2 P (A') , also 
b n e P {A'), ist P {A') dicht in P {A) nach 17-3-63. 

2. Oberhalb stetige Abbildungen. Die Abbildung P von A auf B heiBt 
oberhalb stetig im Punkte a e A, wenn es zu jeder in B offenen Menge 
G, fur die P (a) Cl 6?, eine XJmgebung U a gibt, so daB P ( U a ) 2 G. Die 
Abbildung P von A heiBt oberhalb stetig, wenn sie in jedem Punkte 
a e A oberhalb stetig ist. In einem isolierten Punkte von A ist jede Ab¬ 
bildung P oberhalb stetig. Beispiel einer oberhalb stetigen Abbildung 
des Intervalles [0, I]: P (0) = [0, 2], P(x) — [0, 1] fur x =f=0. 

21-2-1. Damit die Abbildung P oberhalb stetig sei im Punkte a & A, ist 
notwendig und hinreichend, dap fiir jede Folge ((«„)) aus A mit lim a n — a 

n 

und fiir jede in B offene Menge G mit P (a) G gelte : P {a v ) Cl G fiir fast 
alle n. 

Notwendig: Es gibt ein U a , so daB P ( U a ) t=G; fiir fast alle n ist 
a n e U a , also ist P ( a n ) £ G fiir fast alle n. Hinreichend: Ist P nieht ober¬ 
halb stetig in a, so gibt es ein G 3 P ( a ), so daB in jedem U a ein x liegt, 
fiir das nicht P(x) Q G. Dies gilt insbesondere fiir U a = K a JL , d. h. es 

I n 

gibt ein a n , so daB a n a < — und nicht P ( a n ) G. Dann ist a n —»• a, und 

fiir kein n ist P(a n ) G. 

21-2-2. Damit die Abbildung P oberhalb stetig sei im Punkte a & A, 
ist notwendig, dap fiir jede Folge ((a n )) aus A mit lim a n ~ a gelte: 
^PK)C(p (a) )o. 
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Dies folgt axis 21-2-1 wegen 17-1-5. 

21-2*21. 1st B in sich kompakt, so ist, damit die Abbildung P von 
A auf JB oherhalb sietig sei im PunJcte a £ A , hinr eiohend s daft fur jede 
Folge ((a n j) aus A mil lira a n — a gelte lim P (a n ) £ P (cl) . 

n n 

Dies folgt axis 21-2-1 wegen 17-1-51. 

LIteratxxr: W. Hurewicz, Amst. Prcc. 29 (1926) S. 1014. 

3. In sieh kompakte Abbildungen. Wir nennen eine Abbildung P 
von A in sich kompakt, wenn fur jedes xe A die Bildmenge P (x) in 
sich kompakt ist. 

21-3-1. Damit die Abbildung P unterhalb stetig sei im PunJcte a s A, ist 
kinreichend . und wenn P in sieh kompakt ist, auch notwendig , da(3 es zu jedem 
b :> 0 ein o > 0 gebe, so dafi fur jedes x e K aQ gilt: P (a) £ b7 P(x)s ■ 

Hinreiehend: 1st ((a n )) eine Pxinktfolge aus A mit a n ~* a, so ist a n s K ae 
fur fast alle n, also nach Annahme P (a) £ Up(a n )6 fu* a ^ e 71 > also ist 
naeh 17*1-6: lim P (a n ) £ (P (a})° £ P (a); nach 21-1*21 ist also P unterhalb 

n 

stetig in a. Notwendig: 1st die Bedingung nicht erfxillt, so gibt es ein 
d ;> 0, so daB in jeder Kugel K ae ein x liegt, fur das nicht P (a) £ U p ^ s . 

I>ann gibt es ein a n e A mit a n a < — , so daB nicht P (a) £ bJ P(a , s . Nach 

17-1*61 1st damn nicht lim P ( a n ) £ P (a) , und nach 21-1-2 ist P nicht 
unterhalb stetig in a. R 

21-3-2. Damit die Abbildung P oberhalb stetig sei im PunJcte a s A, ist 
notwendig, und wenn P in sich kompakt ist, auch hinreiehend, da/3 es zu jedem 
d > 0 tin g > 0 gebe, so da$ P ( K ae ) £ U P(a)6 . 

Notwendig: Da nach 9*4*1 t7 P(a)e5 eine offene Menge £ P (a) ist, 
gibt es eine Dmgebung U a , so daB P (U a ) £ £7 P(a)<5 . Da U a offen, gibt es 
ein q > 0, so daB K ae £ U a ; dann ist P (K ae ) £ P (U a ) £ t/ P(a)<5 . Hin- 
reichend: Sei G eine in B offene Menge £ P (a). Nach 15-2-54 gibt es ein 
d > 0 , so daB U P(a)6 £ G; nach Annahme gibt es ein q >> 0 , so daB 
P {&&$) ~ U P(a)d £ G; da K ae eine Umgebxing U a ist, ist P oherhalb 
stetig in a. 

Als Gegenstiick zu 21-1-3 beweisen wir nun: 

21-3-3. Ist die in sich kompakte Abbildung P oberhalb stetig im PunJcte 
a e A, ist ((a n )) eine Punlctfolge aus A mit lim a n = a, und ist b n s P (a n ), 

m hat die Fedge ({&„)) einen Hd ufung spun Jet b s P (a) . 
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Da nach 9*4*1 U P ^J_ eine offene Menge 2 P (a) ist, gilt nach 21*2*1: 
jP ( a n ) £ Up(a)l- fur fast alle n. Da b n e P ( a n ) , gibt es also ein n v und ein 

y v s P ( a ) , so daJ3 b n ^ y v < ~, wobei noch n v ^- L > angenommen werden 
kann. Da P (a) in sick kompakt, bat ((£/„)) nach 17*2*31 einen Haufungs- 

punkt b £ P {a); wegen b n ^ y v ist b auch Haufungspunkt von ((6 rty )), 

also ancb von (( b n )). 

21-3-4. 1st P eine in sicli kompakt e, oberhalb stetige Abbildung des in sich 
kompakten Raumes A auf B, so ist auch B in sich kompakt. 

Denn sei ((£>„)) eine Folge aus B nnd b n e P (a n ). Da A in sich kompakt, 
bat (( a n )) nacb 17*2*31 einen Haufungspunkt as A. In ((«„)) gibt es nacb 
17*3*53 eine Teilfolge (( a n .)) mit lim a n . = a: nacb 21*3*3 bat daher ((6 n .)), 

1 i 1 * 

und somit ((b n )) einen Haufungspunkt b a B. Nacb 17*2*31 ist also B in sicb 
kompakt. 

Fiir unterbalb stetige Abbildungen gilt ein solcber Satz natiirlicb nicbt. 

4. Zusammenbangende Abbildungen. Wir nennen eine Abbildung 
P von A zusammenbangend, wenn fiir jedes xsA die Bildmenge 
P{x ) zusammenbangend ist. 

21*4*1. 1st P eine zusammenhangende , unterhalb stetige Abbildung des zu- 
sammenhangenden Raumes A auf B, so ist auch B zusammenhangend. 

Sei B — B' -f- B" eine Zerlegung von B in zwei abgesonderte Teile 
(§ 14, 1). Da P{x) zusammenbangend ist fur jedes x s A, ist nacb 16*1*2 
entweder P (x) £ B f oder P{x) £ B". Seien A 1 und A" die Teile von A , 
fiir die P(x) £ B ', bzw. P(x) £ B". Dann sind AA" abgesondert; 
denn angenommen, es "ware etwa A' (A/')° 3 A > dann gibt es ein a e A' und 
eine Punktfolge ((a rt )) aus A" mit lim a n — a; nacb 14*1*1 ist B f eine (in B) 

n 

offene Menge 2 P( a ) l nacb 21*1*1 ware dann P(a n ) B' A fur fast alle n 3 
das aber ist unmoglicb, weil P (a n ) 2 B" und B / B” = A. Also sind A', A" 
abgesondert, irnd da A zusammenbangend, ist nacb 16*1*12 sei es A f 3 sei 
es A r/ leer. Es ist also aucb sei es B', sei es B" leer, d. b. nacb 16*1*12: B ist 
zusammenbangend. 

21*4*2- 1st P eine zusammenhangende, oberhalb stetige Abbildung des 
zusarnmenhdTigenden Raumes A auf B, so ist auch B zusammenhangend. 

Der Beweis ist derselbe wie fiir 21*4*1, nur bat man sicb, um zu zeigen, 
dab A' und A" abgesondert sind, auf 21*2*1 statt auf 21*1*1 zu berufen. 
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5. € harakterisierung durcli UrMldmengen. Wir entwickeln nun eine 
eharakteristische Bedingung dafiir, daJS eine Abbildung von A auf B unter- 
halb (oberhaib) stetig sei. 

21*5-1. Dam it die Abbildung P von A auf B unterhalb stetig sei , ist not- 
tvendig and hinreichend, dap das Urbild P~ 1 {G) jeder in B offenen Menge G 
of fen in A sei. 

Xotwendig: Sei aeP' 1 (G) und bsP(a)G; veil P unterhalb stetig, 
gibt es ein C a . so daB P (x) G 3 -1 fur a; s U a ; dann ist aber auch a; e P ~ 1 (G), 
also U a £ P 1 (Gh d. h. P _1 (G) ist of fen in A. Hinreichend: Sei G offen 
in B und P(a) G 3 A. Dann ist as P~ 1 {G), und da P~ 1 (G) offen in A, 
gibt es ein U n £ P" 1 ( G ): fiir jedes * s V a gibt es also ein Bild y s G, d. h. 
fiir xs V a ist P(x) G 3 *4, d. h. P ist unterhalb stetig. 

21-5-2. Dam it die Abbildung P von A auf B oberhaib stetig sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dap das Urbild P~ 1 ( F) jeder in B abgeschlossenen 
Menge F abgeschlossen in A sei. 

Not wen dig: Sei as A — P _1 (P); dann gehort kein Bildpunkt von a 
2 ii F. d. h. P (a) £ B — F. Da B — F offen und P oberhaib stetig, gibt es 
ein U a , so daB P (U a ) £ B — F : fiir x s U a ist also P (x) F = A , also 
X - e P' 1 (F) , d. h. xsA — p- 1 (P); also ist U a £ A — P" 1 (P), d. h. 
-4 — P ~ 1 (P) ist offen, d. h. P~ 1 (P) ist abgeschlossen in A. Hinreichend : 
Sei a e .4 , sei G offen in B und P (a) £ £?; da F — B — G abgeschlossen in 
B, ist nach Annahme P~ 1 (F) abgeschlossen in A. Da P (a) F = A , ist 
a ~~ s P~ 1 (F) , und da P~ 1 (P) abgeschlossen, gibt es ein U a , so daB 
U a P" 1 (Pi = A . Fiir dieses ist P (b T a ) P = A , also P (PJ £ G , d. h. 
P ist oberhaib stetig. 

8. In verse Abbildung. Sei P eine Abbildung von A auf P und P -1 
die zu P inverse Abbildung (§ 1, 4) von B auf A. 

21-8-1- 1st a s P” 1 (b), und ist P unterhalb stetig in a, so gibt es zu jeder 
Umgebung U b eine Umgebung U a , so dap U a £ P -1 (U b ) . 

Wegen a e P' 1 (b) is t be P(a), also ist P(a) Z7 & 3 A . Weil P unter- 
halb stetig in a, gibt es also ein U a , so daB P(a:) U b 3 A fiir alle xsU a ; 
dann aber ist a:f P _1 (?7j) fiir alle a; a D a , d. h. D a £ P" 1 (£7 6 ). 

21-8-11. Dam it die Abbildung P ro?z A auf B unterhalb stetig sei, ist not- 
tcendig und hinreichend, dap es zujedem b s B, jeder Umgebung U b und jedem 
as P' 1 (6) eine Umgebung U a gebe , so dap U a £ P" 1 (U & ). 

Xorwendig: Dies folgt aus 21-8-1. Hinreichend: Sei as A, sei G eine 
in B offene Menge und P (a) G 3 A . Ist dann bs P(a) G, so ist 6r eine TJm- 
gebung r t . Xach Annahme gibt es eine Umgebung U a g P'i ((?); fiir alle 
•* e. V a ist dann P(x) G 2) A ; also ist P unterhalb stetig in a. 
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21*6*2. 1st P oberhalb stetig in a, ist P (a) abgeschlossen in B, und, ist 
U a P' 1 (U b ) fj) A fur jede Umgebung U a und jede Umgebung U b , so ist 
a s P" 1 (b) . 

Ware a —' a P _1 (6) , so ware auch b ~ s P (a) , es gabe also, da P (a) ab¬ 
geschlossen, nach 14*2*41 und 14*2*1 eine in B offene Menge G und eine Um¬ 
gebung XJ b , so daB P (cl) ^G und G U b = A; da P oberhalb stetig in a, 
gabe es ein U a , so daB P ( TJ a ) £ G, also P ( U a ) U b —A ; dann aber ware 
auch U a P -1 (U b ) — A, entgegen der Annahme. 

21 -6-21. Ist die Abbildung P von A auf JB oberhalb stetig, und ist P(a ) 
abgeschlossen in B fur alle as A, so gilt fur jedes b s B und jede Punktfolge 

((b n )) aus B mit b n -+b: lim P" 1 ( b n ) £ P _1 (b) . 

Sei a s lim P~ x (b n ); fur jedes U a ist dann U a P _1 (b n ) A fur unendlich 

n 

viele n; fur jedes U b gilt: b n £ U b fur fast alle n, also ist P" 1 ( b n ) ^ P -1 ( U b ) 
fiir fast alle n; somit ist U a P _1 (U b ) A , also gilt nach 21-6*2: a £ P" 1 (b) . 
Die Umkehrung hiervon gilt in der Dorm: 

21 -6-211. Damit die Abbildung P von A auf den in sich kompakten Raum 
B oberhalb stetig sei, ist hinreichend, da[3 fiir jedes b e B und fiir jede Punkt¬ 
folge (( b n )) aus B mit b n -+b gelte : lim P 1 (b n ) ^ P -1 (b). 

n 

Sei as A und (( a v )) eine Folge aus A mit a v -^a. Ist frelim P(a v ), 

V 

so gibt es nach 17-3*521 eine Teilfolge (( a v J) und ein b n e P(a v ^, so daB 
b n -+b. Da dann a v £P _1 (L) und a v -*■a s ist nach 17*3*5: as lim P" 1 (6 n ) > 

n n - 

_ n 

also nach Annahme auch ae P~ 1 (b) 9 also be P(a). Aus be lim P(a v ) folgt 

___ V 

also bsP(a), d. h. es ist lim P(a v ) £ P(a) } also ist P oberhalb stetig 
nach 21*2*21. 

21-6-3. 1st P eine oberhalb stetige Abbildung des in sich kompakten Raumes A 
auf den Raum B, und ist P (a) abgeschlossen in B fur alle a s A, so ist auch 
P” 1 oberhalb stetig. 

Nach 21*6*21 gilt fiir jedes be B und jede Punktfolge ((&„)) aus B mit 
b n -+ b: lim P -1 ( b n ) £1 P" 1 (6); da A in sich kompakt, ist P~ x nach 21*2*21 

n 

oberhalb stetig. 

Die Umkehrung hiervon gilt in der Form: 

21-6-31. Damit die Abbildung P von A auf den in sich kompakten Raum 
B oberhalb stetig sei, ist hinreichend, daft P" 1 oberhalb stetig sei, und P _1 (b) 
abgeschlossen sei in A fiir alle b e B. 
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Da P" 1 oberhalb stetig, gilt fur jede Folge (( b n )) aus B mit b n -*b zufolge 
21*2-2: lim P _1 (b n ) g (P -1 (b))°; da P" 1 ( b ) abgeschlossen, ist dies gleich- 

n 

faedeutend mit lim P” 1 (6 n )£ P" 1 (b) ; nun folgt die Behauptung aus 21.6.211. 

n 

7. Zusammensetzimg. Sei P erne Abbildung von A auf C, und Q eine 
Abbildung von C auf B; dann ist 8 = P | Q (§ 1, 4) eine Abbildung von 
A auf B. 

21-7-1. Sei 8 = P Q; ist P unterhalb stetig in a, und gibt es zu jedem 
b s S (a) ein cs P(a ), so daft b eQ (c) und Q unterhalb stetig in c, so ist 8 unter - 
halb stetig in a. 

Sei G eine in B offene Menge mit 8 (a) G ~jj) A y und sei b s 8 {a) G ; dann 
gibt es ein c s P (a) , so daB b & Q (c) und Q unterhalb stetig in c; dann gibt 
es eine Umgebung U c , so daB Q (z) G ~jj) A fur alle z s TJ c . Weil U c offen in G 
und U c P (a) 3) A , und weil P unterhalb stetig in a, gibt es eine TJmgebung 
U a f so daB P{x) U c jj) A fiir alle xsTJ a . Sei x e U a und zs P(x) U c ; dann 
ist, vie eben gezeigt: Q (z) G jj) A ; es gibt also ein y s Q (z) G; dann ist 
z s P{x) 9 y eQ (: z ), also y s S ( x ), also 8 (x) G jj) A; da dies fiir alle x s U a 
gilt, ist unterhalb stetig in a. 

21- 7-2. Sei S — P Q; ist P oberhalb stetig in a und Q oberhalb stetig in 
jedem Punkte z e P (a), so ist 8 oberhalb stetig in a. 

Sei G eine in B offene Menge ^>S (a). Da Q (z) 8 (a) fiir alle zePja), 

und da Q oberhalb stetig in z, gibt es zu jedem z s P ( a ) eine TJmgebung U z , 
so daB Q (U z ) £ G. Setzen wir G' — S U z , so ist also aueh Q (G') ^ G. 

zeP (a) 

Da G' eine in G offene Menge P (a), und da P oberhalb stetig in a, gibt es 
eine Umgebung U a , so daB P (U a ) G' . Wegen Q (G') ^ G ist dann 
8 ( U a ) ^ G 7 d. h. S ist oberhalb stetig in a. 

§ 22. Stetige Abbildimgen. 

1* Stetige Abbildun gen. 1st die Abbildung P des Raumes A auf den 
Raum B im Punkte a e A sowohl unterhalb als oberhalb stetig, so heiBt 
P stetig in a. Ist P in jedem Punkte as A stetig, so heiBt P stetig. In 
emem isolierten Punkte von A ist jede Abbildung von A stetig. 

22- 1*1. Damit die Abbildung P von A auf B stetig sei in a , ist notwendig , 
daft fur jede Folge <(■ a n )) aus A mit lim a n = a gelte: lim P (a n ) = (P (a)) 0 . 

**■ n 

Dfee folgt, da lim P (o„) = (P (a ))° gleichbedeutend ist mit to P (a„) 

n n 

£ (P ( a )) Q £ Iidq P (a n ), aus 21-1*2 und 21*2*2. 
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21- 1-11. 1st B in sich kompakt , so ist. damit die Abbildung P von 
A auf B stetig sei in a, hinreichend , dap fur jede Folge ((a n )) aus A 
mit lim a n = a gelte: lim P{a n ) — P(a). 

n n 

Dies folgt aus 21*1*21 und 22-2.21. 

Machen wir Gebrauch von der in § 9, 6 definierten Abweichung e (M, N ) 
zweier Mengen, so erbalten wir: 

22- 1-2. Damit die in sich kompakte Abbildung P stetig sei in a, ist not - 
wendig und hinreichend, dap es zu jedem 3 > 0 ein a > 0 gibt, so dap fur alle 
x s K aa die Ungleichung gilt 1 ): e (P(x), P{a)) C <5 . 

Dies folgt aus 21*3-1, 21* 3* 2. 

Aus 22-1-2 folgt in bekannter Weise: 

22-1-21. Damit die in sich kompakte Abbildung P stetig sei in a, ist not- 
wendig und hinreichend, dap fur jede Folge ((a n )) aus A mit lim a n — a gelte: 
lim e (P {a n ), P (a)) = 0 . 

71 

22-1-3. Damit die Abbildung P von A auf B stetig sei, ist notwendig und 
hinreichend, dap P _1 {G) of fen in A sei fur jede in B offene Menge G, und 
P _1 (F) abgeschlossen in A sei fur jede in B abgeschlossene Menge F. 

Dies folgt aus 21*5*1, 21-5-2. 

22-1-4. 1st P stetig in a, Q stetig in jedem Punkte zsP{a), so ist P Q 
stetig in a. 

Dies folgt aus 21*7*1, 21*7.2. 

22-1-5. 1st P oberhalb stetig in a, und besteht P {a) aus einem einzigen 
Punkte, so ist P stetig in a. 

Sei P (a) — {6} und sei G eine in B offene Menge, so daB P ( a ) G A , 
d. h. b e G, d. h. P (a) G. Da P oberhalb stetig in a, gibt es eine XJmgebung 
U a , so daB P(U a )£ZG; fur jedes x e U a ist dann P(x)^G, also 
P (#) G 3 A , also ist P auch unterhalb stetig in a, mithin stetig in a. 

2. GleichmaBige stetigkeit. Als Verscharfung von 22-1-2 beweisen 
wir nun: 

22-2-1- 1st A' e%n in sich kompakter Teil von A , und ist P eine in sich 
kompakte Abbildung von A, die in jedem Punkte von A' stetig ist, so gibt es zu 
jedem <5 > 0 ein a > 0, so dap fur je zwei Punkte as A, a's A' mit a a' < or 
die Ungleichung gilt: e (P(a), P (a')) < <5. 

Anderenfalls gabe es ein 3 > 0 und fur jedes n zwei Punkte a n s A, a n s A' 

mit a n a' n C und e (P (a n ), P (a' n )) ^ <5. Da A' in sich kompakt, hat 

x ) Ist die Abbildung P eindeutig, so reduzieren sich die Mengen P (a;), P (a) auf 
je einen Punkt, und e (P (rc), P ( a )) wird der Abstand dieser beiden Punkte. 
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({a'„)) einen Hduiungspunkt as A', und durch tlbergang zu einer Teilfolge 
konnen wir annehmen: a n —*■ a; wegen a n a n <C — gilt dann auch a n —*■ a. 

Da P in sich kompakt und stetig in a, gi’.t naeh 22-1-21: e(P(a n ), P(a)) —0, 
e (P(a' n ), P(a)) -0, somit nach § 9 (6-32): e (P(a n ), P(a' n )) — O, im Wider- 
spruehe damit, daB e (P («•„), P (a')) ^ 5 war fttr aUe % - 

Wir sagen: die Abbildung P ist gleichmaBig stetig auf A, werni es zu 
jedem 6 > 0 ein a > 0 gibt, so daB fur je zwei Punkte a, a' von A mit 
a a' < a die Ungleicbung gilt: e (P (a), P ( a ')) < d. Dann ist in 22-2-1 
enthalten: 

22-2-2- Jede in sich kompakte stetige Abbildung einer in sich kompakten 
Jcfenge A ist gle.ichma.fiig stetig auf A. 

3. Teilabhildungen. Sei P eine Abbildung von A. Ist dann C £ A, und 
ordnen wir jedem x e C als Wilder alle y e P (x) zu, so ist dadurcb eine Ab¬ 
bildung von C definiert, die wir als die auf C eingesohrankte Teilab- 
bildung von P bezeicbnen, in Zeicben C 1 P. 

Ist c e C und P stetig (oberhalb, unterbalb stetig) in c, so ist aueh C 1 P 
stetig (oberhalb, unterbalb stetig) in c; ist P stetig (oberhalb, unterbalb 
stetig) auf A, so ist C I P stetig (oberbalb, unterbalb stetig) auf C. 

22-3-1- 1st P eine stetige Abbildung von A auf B, und ist P (a) abgeschlossen 
in B fiir jedes a s A. so ist , wenn G dicht in A ist, die Abbildung P durch die 
Teilabbildung C 1 P vollig bestimmt. 

In der Tat, naeb Annahme ist P (a) abgescblossen, d. b. es ist 

P (a) — (P (a-)) 0 . Da C diebt in A, gibt es nacb 17-3-63 zu jedem as A 

in C eine Folge ((c n )) mit c n -> a; nacb 22-1-1 ist daim P ( a ) = lira P (c n ). 

« 

4. Erweiterung einer Abbildung. Wir haben bisber, wenn P eine Ab¬ 
bildung von A auf B war, A undP selbst als die zugrunde gelegten metriscben 
Raume betracbtet: alle auftretenden Relativbegriffe (wie: of fen, abge¬ 
scblossen, abgeschlossene Hiille, diebt) waren in bezug auf A , bzw. B zu ver- 
stehen. ISun deixken wir uns A und JB als Punktmengen je eines metriscben 
Raumes X ^ A, I 3jB; alle auftretenden Relativbegriffe sind im folgenden, 
wo nichts anderes gesagt, in bezug auf X, bzw. Y zu verstehen. 

Ist P eine Abbildung von A und A £ A 7 £ X , so heiJBt jede Abbildung 
Q von A' auf eine Punktmenge B' C= Y, fur die P = A 1 Q ist, eine Er¬ 
weiterung von P auf A'. Ist insbesondere Q stetig auf A f (was nur moglich 
ist, wenmP stetig auf A), so beifit Q eine stetige Erweiterung von P. Sei 
-1 ~ A ^ A 0 ; da dann nacb 11-3-12, 11-3-2 A diebt in A' ist, barm es nacb 
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22*3-1 hochstens eine stetige Erweiterung Q von P auf A' geben, bei der Q(a) 
abgeschlossen ist fur alle a s A'. 

Sei P eine Abbildung von A; dann heiBe der Punkt a s A 0 ein Konver- 
genzpunkt von P, wenn es zu jedem s > 0 eine Umgebung U- gibt, so daB 
for je zwei Punkte a, a ' von A U~ die Ungleichung gilt: 

(4) _ e(P(a), P {a')) < £ . 

224*1. Die Menge A oiler Konvergenzpunkte von P ist ein G & (in X). 
Pur jedes s >- 0 ist die Menge A e alter x s A 0 , zu denen es ein U x gibt, 
so daB fur je zwei Punkte a, o' von A U x Ungleichung (4) gilt, offen in A °, 

denn mit x gehoren auch alle Punkte von A 0 TJ X zu A E . Wegen A —DA i 
_ n Y 

ist also A ein G s in A 0 ; und da A 0 nach 10-7*41 ein G s in X, ist naeh 

10-9-2 auch A ein G s in X. 

22-4-2. Ist P eine Abbildung von A auf eine Menge B des vollstdndigen 
Raumes Y, ist P (a) beschrankt fur alle as A, und ist d ein Konvergenz- 
punkt von P, so gibt es eine nicht leere, beschrankte, abgeschlossene Menge 
Q- gP° , so dap fur jede Folge ((< a n )) aus A mit a n ^d gilt: lim P(a n ) =Q~ und 
e (P (a n ), Q-) - 0 . 

Sei a n s A, a n -*■ a ; zu jedem s >- 0 gibt es ein U~ 3 so daB fur je zwei Punkte 
a, a' von A U- Ungleichung (4) gilt; es gibt ein n e , so daB a n e A XJ- fur 
n^ n s ; dann ist e (P ( a n ), P ( a n ,)) <C £ fur n ^ n e3 n' ;> n £ , d. h. die Mengen- 
folge ((P («„))) ist eine Cauehysche Folge (§ 18, 10). Nach 1S-10-2 
esistiert also lim P (a n ), ist nach 18-10-21 beschrankt und abgeschlossen, 

n 

und nach 18-10-22 A. Pur alle Folgen ((»„)) aus A mit a n ~»a 
stimmt lim A n uberein; denn ist ((o n )) eine zweite solche Polge und 

71 

ist a" n _ 1 =a n , a" n = a n , so ist auch a" — a , also esistiert lim P(a"), und 
somit ist lim P ( a n ) — lim P (a^-i) = lim ? ) = lim P (^J = p ( a 'J > 

n n ^ n n n 

wie behauptet. — Setzen wir noch lim P (a n ) = Q~, so gilt nach 18-10-3 

ti 

e ( P(a n ) 0. Wegen a n sA ist P (a n ) g B , also wegen Q- = lim P (a„) 

nach 17-1-23: Q- g B° . 

22-4-21. Ist in 22*4*2 die AbbUdwnq P in sich kompakt, so ist auch die 
Menge Q- in sich kompakt. 

Da Q~ nach 22-4-2 abgeschlossen, geniigt es nach 15-2-2, zu zeigen, daB 
Q- kompakt. Ware Q- nicht kompakt, so gabe es nach 18-3-3 ein q > 0 und 
eine Punktfolge ((b v )) in Q- , so daB b y b v/ ^ q fur v #= v / (v, v' — 1, 2, . . .) . 

Sei a n s A, a n ^d; nach 22-4-2 ist e (P (a„) , Q;) < | fiir fast alle n; sei n so 

gewahit; dann gibt es ein b* v s P («„), so daB b v b v < g-; wegen b v b v , A. Q 
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ist aber dann 6* b* v , ^ | fur v 4 = v' ; die bl (v — 1,2,...) wiirden also eine 

unendliche Menge ifgP (a n ) mit M 1 = A bilden, entgegen der Annahme, 
die Abbildung P sei in sich kompakt. 

22-4-3. 1st die in sich kompakte Abbildung P von A auf die Menge B des 
vollstdndigen Raumes Y stetig, so gibt es eine und nur eine stetige Erweiterung 
Q von P auf die Menge A der Konvergenzpunkte von P, und zwar ist Q in sich 
kompakt, und es ist Q (A) Cj B°. 

Axis 22-1*2 folgt, dab jeder Bunkt von A Konvergenzpxmkt von P ist; 
also: A Si A. Nach 15-1-5 und 15*2*22 ist P (a) beschrankt und abge- 
schlossen fur alle a e A. Fur alle d e A existiert also die Menge Q- von 22*4*2. 
1st dsA, so folgt aus 22*1*1: Q- — (P (a)) 0 = P (a). Bezeichnen wir mit 
Q die Abbildung, die jedem as A alle Punkte von Q- zuordnet, so ist demnach 
Q eine Erweiterung von P auf A; und da nach 22*4*2 Q (a) = Q- £[ so ist 
aueb Q (A) Q 15°. Kadi 22-4-21 ist die Abbildung Q in sich kompakt. Wir 
zeigen nun, da8 Q eine stetige Abbildung von A ist. Sei as A, d n sA, 
a n ~~+a. Nach 22-4*2 gibt es ein a n s A, so daB a n a n C — , e (Qa n > Qa n ) < — 5 
dann ist aucb a n -*d, also nach 22*4*2: e {Q-, Q a J — 0; da nach § 9 (6*32): 

Qa) z£e(Q- n , Q a J +e(Q-, Q a J <e(Q-, Q a J +1, gilt also auch 

e » Qa) “"0; nach 22-1-21 ist also die Abbildung Q von A stetig. DaB 
es keine andere stetige Erweiterung von P auf A gibt, folgt, da Q- nach 
22*4*2 abgesehlossen ist, aus 22-3-1, denn wegen A £==A A° ist A nach 
11-3-12 und 11-3-2 dicht in A. 

Kun zeigen •wir noch, daB — bei in sich kompakten Abbildungen — A der 
groBte Teil von A 0 ist, auf den P stetig erweitert •werden kann: 

22-4-31- Gibt es eine stetige , in sich Jcompakte Erweiterung Q von P auf die 
Menge A* £ A 0 , so ist A* A. 

Sei a* s A* und <5 > 0; nach 22*1*2 gibt es eine TJmgebung U a *, so daB 

€ w (*)» Q («*) < 2 fur alle x a A* U a *, also e (Q (x), Q {x')) < <5 f ur alle 

x und xf aus A* U a +; da Q (a) = P ( a ) fiir alle a s A, ist also 
e (P (a), P (a')) <cS fur alle a und a' von A U a *; d. h. a* ist ein Klonver- 
genzpunkt von P, d. b. a* s A. 

m ^ * n sich kompakte Abbildung von A auf eine Punlctm&nge 

eines voUstandigen Raumes ; damit es eine stetige , m sicA kompakte Erweiterung 
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Q von P auf die Menge A 0 gebe, ist notwendig und hinreichend, dap fur jeden 
Icompalcten Teil A / von A die Teilabbildung A' 1 P gleichmapig stetig sei . 

Notwendig: Nach 15*2*4 ist A'° eine in sich kompakte Menge ^=A°. 
Ist Q stetig auf A 0 , so ist A /0 1 Q stetig auf A'°, also nach 22*2*2 auch gleich¬ 
maBig stetig; also ist auch A'1 Q — A'l P gleichmaBig stetig. Hinrei- 
chend: Ist i'lP gleichmaBig stetig fur jeden kompakten Teil A f von A, 
so ist P stetig auf A; denn sei a e A, a n s A, a n -*■ a; dann ist die aus den 
Punk ten a, a n (n = I, 2, . . .) bestehende Menge A' kompakt, also ist A r 1 P 
stetig, also gilt nach 22*1*21 e (P (a n ), P (a)) —* 0, und da dies fur jedes 
as A und jede Folge ((<x n )) aus A mit a n —► a gilt, ist auch P stetig nach 
22*1*21. Nach 22*4*3 geniigt es also zu zeigen: A — A 0 . Sei a s A 0 und a n s A, 
a n — a \ dann ist die aus den Punkten a n (n ~ 1,2,...) bestehende Menge A r 
ein kompakter Teil von A ; also ist nach Annahme A' 1 P gleichmaBig 
stetig; somit gibt es zu jedem 6 > 0 ein n 6 , so daB e (P (a n ), P (a' n )) < S fur 
n ;> n 6 , n r ;> n 5 ; da dies fur jede Polge ((&„)) aus A mit a n —> d gilt, so folgt 
in bekannter Weise: es gibt eine Umgebung U~ , so daB e (P (a), P ( a ')) < S 
fiir alle a-, a' aus A U -; d. h . as A. Aus a s A 0 folgt also d s A, d. h. es ist 
A 0 ^ A, und da gewiB A A 0 , ist A — A 0 , w. z. b. w. 

In 22*4*4 ist enthalten: 

22441. Ist P eine in sich Jcom'paTcte Abbildung der hom-'pakten Menge A 
auf eine Punktmenge eines vollstdndigen Raumes , so ist, damit es eine stetige, 
in sich Icom'pdkte Erweiterung von P auf A 0 gebe, notwendig und hinreichend, 
dap P gleichmapig stetig sei . 

§ 23* Eindeutige stetige Abbildungen. 

1 . Eindeutige stetige Abbildungen. Wir betrachten nun insbesondere 
eindeutige Abbildungen P einer metrischen Menge A auf eine metrisehe 
Menge P; wo nichts anderes gesagt, fassen wir A und B selbst als die zu- 
grunde gelegten metrischen Raume auf, auf die sich die vorkommenden 
Pelativbegriffe beziehen. 

Jede eindeutige Abbildung ist in sich kompakt (§ 21, 3) und zusam- 
menhangend (§21,4). 

Ist die Abbildung P eindeutig, so besteht fiir jedes xs A die Menge P (x) 
aus einem e inzig en Punkt, dem Pildpunkt von x ; da dies zu keinem MiB- 
verstandnis fiihren karui, bezeiehnen wir auch diesen Bildpunkt selbst 
mit P (as). 

Gibt es eine eindeutige, stetige Abbildung von A auf B, so heiBt B kurz 
ein stetiges Bild von A . 
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Aus den Definitionen folgt unmittelbar: 

23-1-1- Fur eindeutige Abbildungen fallen die Begriffe „unterhalb stetig“ 3 
..oberhalh stetig £i , ,,stetig ie zusammen . 

Aus 22-1*2 folgt: 

23*1-2- Damit die eindeutige Abbildung P von A stetig sei im Punlcte as A, 
ist notwendig und hinreichend, daft es zu jedem S 3> 0 ein o > 0 gibt, so da (3 
der Abstand P{x) P(a) <C 6 ist fHr alle xsK aa . 

Aus 22-1-21 folgt: 

23-1-21- Damit die eindeutige Abbildung P von A stetig sei im Punlcte 
ae A, ist notwendig und hinreichend , daft fur jede Folge ((«„)) aus A mit 
a n « gelie: P (a n ) -* P (a). 

Aus 21-1-4 folgt : 

23-1-3- Ist P eine stetige Abbildung von A und ist A / dicht in A, so ist 
P (A') dicht in P (A). 

Hierin ist enthalten: 

23-1-31- Jedes stetige Bild einer seyoarablen Menge ist separabel. 

Aus 22-1-4 folgt: 

23-1-1. 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B, und Q eine 
eindeutige stetige Abbildung von B auf O , so ist P j Q eine eindeutige , stetige 
Abbildung von A auf C. 


2. TJrMIdmengen. Wegen 23-1-1 folgt aus 21-5-1: 

23*2-1- Damit die eindeutige Abbildung P von A auf B stetig sei, ist not - 
tcendig und hinreichend , da (3 P' 1 (G) of fen in A sei fur jede in B offene Menge G. 
Ebenso erhalt man aus 23-1-1 und 21-5-2: 


-3*2*11. Damit die eindeutige Abbildung P von A auf B stetig sei , ist 
notwendig und hinreichend , da(3 P" 1 (P) abgeschlossen in A sei fur jede in B 
abgesch lossene Menge F. 


23-2-12. 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B, und ist B' 
em G, (ein F a ) in B, so ist F^ (S') ein G 6 (ein F a ) in A. 

■ ^ ^ em G & in B > 550 fol gfc die Behauptung aus 28-2-1 und der ersten Formel 

~ * fi' ^ ^ e * n ™ B ’ 80 folgt sie aus 23-2-11 und der ersten Formel 
S - (1*9), angewendet auf p-i. 


3 ‘ E “ den % e stetige Abbildungen in sich. kompakter Mengen. In 
21-8-4 ist enthalten: 

23-3-i. Jedes stetige Bild einer in sich kompakten Menge ist in sich kom- 
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23*3-2. Jede in sich kom'pakte 3Ienge B^ A. ist stetiges Bild jedes dycc- 
dischen Diskontinuums A. 

Nach 1S-S-2 ist B darstellbar durcb ein dyadisehes Schema B k k _ 9 

und das dyadische Eiskontinuum A ist darstellbar durch ein disjunktes 
dyadisches Schema A h% ^; jeder dyadischen Folge ((k v )) entspricht 
(§ IS, 7) ein Punkt 6 (( ^ )} e B , und zwar der einzige dem Eurchschnitte 
B ki B ki jfc 2 . . . B ki k2 .. . k v • • • angehorende Punkt; ebenso entspricht der 
dyadischen Folge (( Jc v )) ein Pnhkt a ((j5 . y)) e A , wobei verschiedenen Folgen 
((&„)) verse hie dene Punkte a^ k ^ entsprechen (§ IS, 9); die Zuordnung der 
dyadischen Folgen (( k v )) und der Punkte von A ist also eineindeutig. 
Ordnen wir dem Punkte <z ({ * £ A den Punkt b ((k e B zu, so ist dies eine 


eindeutige Abbildung P von A auf 75; es ist also nur mehr zu zeigen, daB 
diese Abbildung P stetig ist. Seien a = a^ k ^ , a n — < 2 (( k )} Punkte von A, 
und sei a n a; fur jedes v gilt dann nach 1S-9-2 k nv — k v fur fast alle n; da 
P (a) = b akv)) , P ( a n ) = b i{hnv)) , gilt also nach 18-7-8 auch b n -+b; somit ist 
P stetig nach 23-1-21. 

Insbesondere erhalt man eine stetige Abbildung des dyadischen Eis- 
kontinuums A auf das Intervall [ 0 , 1], indem man dem Punkte a C(Jk ^sA 


den Punkt T 7 ~ 

v 2 V 


zuordnet. 


Da ein Punkt von [0, 1] auf hochstens zwei 


Arten als Eualbruch / , A- gesehriebenwerdenkann, hat beidieser Abbildung 


jeder Punkt von [0, 1 ] in A hochstens zwei IJrbilder. — Eine stetige Ab¬ 
bildung des dyadischen Eiskontinuums auf das Quadrat [0,0; 1,1] erhalt man, 

indem man dem Punkte ^ £ A den Punkt x 1 — - , x 2 — Jf] 

zuordnet. Ea jede Zahl ay, bzw. x 2 aus [0, 1] auf hochstens zwei Arten als 
Eualbruch geschrieben werden kann, hat bei dieser Abbildung jeder 
Punkt des Quadrates [0,0; 1 , 1 ] in A hochstens vier Urbilder. 

23*3*3. 1st P eine eindeutige, stetige Abbildung der in sich kompakten 
31 enge A, so ist die Abbildung P _1 oberhalb stetig . 

Eies ist enthalten in 21-6*3. 


23-3*31. Daniil die eindeutige Abbildung P von A auf die in sich kompakte 
31 enge B stetig sei , ist hinreichend , daft _P -1 oberhalb stetig sei , und -P _1 (6) 
abgeschlossen sei in A fur alle b s B. 

Eies folgt aus 21-6*31 und 23-1-1. 

Wir nennen ein disjunktes System von Teilen der Menge A, dessen 
j3umme A ist, ein oberhalb stetiges Zerlegungssystem von A, wenn 

11 


Haim, Reelle Ftmktloiien. 



162 


III. KapiteL Der Begriff der Stetigkeit. 


es zu jeder Menge C e G und zu jeder in A offenen Menge G eine in A 

offene Menge G' =2 C gibt, so daB fur jede Menge C e G mit C O' fff) A gilt: 
d* -= G . 

23 . 3 . 4 . is£ P ez‘? 2 £ eindeutige , stetige Abbildung der in sich Jcompalcten 
Menge A auf B, so 1st das System der Mengen P _1 (b) (6 £ P) em oberhalb 
sifMges Zerleg 11 ngssystem von A. 

Sei b s B und G eine in A off ene Menge 2 P 1 (5) • Da nack 23-3*8 P' 1 
oberhalb stetig ist, gibt es eine Emgebung U^, so daB P _1 ( U^) )^=G; nach 
23.2*1 ist also P 1 (Pg-) eine in JL off ene Menge G' A=G, und es ist auek 
G f = P 1 (5) . Aus P' 1 (6) CP 3 rl folgt b e , mithin P" 1 (b) §2 G' £2 P. 

Urn die ITmkehrung dieses Satzes zu beweisen, zeigen wir zunachst, daB, 
wenn A irgendeine metrisehe Menge bedeutet, jedes aus in A abge- 
scklossenen Mengen bestehende, oberhalb stetige Zerlegungssystem G 
von A selbst als metriseher Raum aufgefaBt werden kann. Zu.dem Zweeke 
zeigen wir zuerst. daB G als topologiscker Raum aufgefaBt werden kann, 
indem wir ein den topologischen Axiomen 1*), 2 t ), 3*), 4 Z ), 5 t ) von § 9, 1 ge- 
niigendes System in G offener Mengen definieren: 

Die Menge © 12 G heiBe offen (in G), wenn S C offen in A ist. 

Cs © 

Die Axiome 1?), 3 ? ), 4 f ) sind dann offenbar erfiillt; wir zeigen, daB auck 5 t ) 
(und somit 2 f )) erfiillt ist. Zu dem Zw^ecke beweisen wir zunachst den Hilfs- 
satz: 

2^3*5. 1st G eine in A offene Menge, so ist das System © alter C e G, die 
J2 G sind, eine in G offene Menge, 

Es ist zu zeigen: Ist G* = SC, so ist G* offen in A. Sei a* sG*; dann gibt 

Ce (3 

es ein C* e &, so daB a* e C* : wegen C* ^2 G gibt es nack Definition des 
oberhalb stetigen Zerlegungssystems eine in A offene Menge G* 2 6*, so daB 
fiir jedes C e G mit CG' 2Pl gilt: C ^2 G, und mithin C e &. Zu jedem aeG' 
gibt es ein C a e G , so daB a e C a ; dann ist C a G' A , also C a e ©, also 
a e G *; also ist G' = G* ; wegen a* s G' ist also a* innerer Punkt von G*, 
nach 10* 3*6 ist somit G* offen in A, w. z. b. w. 

Xun erkennen wir leiclit, daB Axiom o t ) erfiillt ist: sei C 1 e G, C 2 a G, =# C 2 ; 
dann sind C\ , C 2 fremde, abgeschlossene Mengen des metrischen Raumes 
A ; nach 14-2-41 gibt es also zwei frernde, in A offene Mengen G 1 ^C 1 ,G 2 3 C 2 ; 
nach 23-3*5 sind die Svsteme © x bzw. © 2 aller C e G , die 2(? l5 bzw. C= G 2 
sind, fremde, in G offene Mengen, und es ist C x e ©j , C 2 e © 2 . 

Durch obige Definition der in G offenen Mengen ist nun G zu einem topo- 
logischen Raum gemaebt. Da die abgeschlossenen Mengen die Elomple- 
mente der offenen Mengen sind, so gilt : 
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23-3*51. Bamit die Menge © © abgeschlossen {in ©) sei, ist notwendig 

wnd Tiinreichend , da 8 S C abgeschlossen in A sei . 

23-3-52. Der topologische Baum © ist regular. 

Nach § 14, 2 bedeutet das: Ist O 0 e©, ist © eine in © abgeschlossene Menge 
und C 0 ~ e © , so gibt es zwei fremde, in © offene Mengen ©', so daB 
© £= © , O 0 s ©'. Nach 28*3*51 ist F = S C abgeschlossen in A, und nach 

C E (S 

Annahme ist C 0 abgeschlossen in A; wegen C 0 ~s © ist C 0 F = A; da A als 
metrischer Raum nach 14*2*41 normal ist, gibt es zwei fremde in A offene 
Mengen G, G', so daB F ^ G, C 0 ^ G'. Ist ©, bzw. ©' das System aller 
C s © , die Q 9 bzw. £ G' sind, so sind © und ©' nach 23«3*5 offen in ©, 
es ist © ©' — A und © £ © , <7 0 e ©', w. z. b. w. 

23-3-53. Ist A in sich Jcompalct, so ist der to'pologische Baum © separabel. 
Nadi 15*1*41 ist A separabel. Sei H 1 , . . ., H v , . . . ein ausgezeichnetes 

System ind offenerMengen (§ 13, 1), und seien G ± , G 2i die ab- 

zahlbar vielen in A offenen Mengen, die Summe endhch vieler H n sind; das 
System aller £7e©, die G n sind, heiBe © n ; nach 23-3*5 ist ©„ offen in ©. 
Es geniigt zu zeigen: die nicht leeren unter den Mengen © 15 © 2 , .& n , . . - 
bilden ein ausgezeichnetes System in © offener Mengen. Sei © eine in © offene 
Menge, und sei C 0 s ©; wir setzen G = S C; dann ist G offen in A und 

Cs<3 

C 0 £ G; also gibt es zu jedem ce C 0 ein H v , so daB c e H v , H v £ G ; da C 0 
als abgeschlossener Teil der in sich kompakten Menge A nach 15*2*3 in sich 
kompakt ist, gibt es nach 15*5*1 unter die sen H v endlich viele, in deren 
Summe G n die Menge C 0 enthalten ist; dann ist C 0 ^G n QJ G , somit 
C Q s ©„ , ©„ ^ © , w. z. b. w. 

23-3-51. Ist A in sich kompakt, so ist der topologische Baum © meirisierbar. 
Dies folgt wegen 23*3*52, 23*3*53, aus 14*3*31. 

Nun beweisen wir folgende TJmkehrung von 23*8*4: 

23-3-6. 1st A in sich kompakt und ist © ein aus in A abgeschlossenen Mengen 
bestehendes oberhalb stetiges Zerlegungssystem von A, so gibt es eine eindeutige 
stetige Abbildung von A auf einen metrischen Baum JB, so dafi © das System 
aller Mengen P~ x (b) (6 s JB) ist. 

Nach 23*3*54 kann © als metrischer Raum aufgefaBt werden; wir defi- 
nieren eine eindeutige Abbildung F von A auf die Elemente O von © durch: 
P (a) = C , wenn a e G. Es ist noch zu zeigen, daB diese Abbildung stetig 

ist. Sei © offen in © und G= SC; nach Definition der in © offenen Mengen 

Ce<3 

ist dann G offen in A, und nach Definition der Abbildung P ist G—P 1 (©); 
nach 23*2*1 ist also P stetig. 

11 * 
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Liter at ur: Satz 2 3*3*2 stammt von P- Alexandroff, Amst. Proc. 28 (1925) 
S. 997. Die Theorie der oberhalb stetigen Zerlegungssysteme geht zuriick auf R. L. 
Moore, Am. Trans. 27 (1925) S. 416. Zu den hier erorterten Anwendungen dieser 
Theorie*vgl. P. Alexandroff, Math. Ann. 96 (1927) S. 555; C. Kuratowski, Fund, 
math. 11^1928) S. 169. 

4 . Erweiterang. Da sich bei eindeutigen Abbildungen P die Abweichung 
€ ( P(a ), P{a')) auf den Abstand P(a) P (a') der Punkte P(a), P (a') redu- 
ziert, lautet die Definition der gleichmaBigen Stetigkeit (§ 22, 2) numnehr: 
Die eindeutige Abbildnng P von A heiBt gleichmaBig stetig, wenn es 
zn jedem 6 > 0 ein o > 0 gibt, so daB fur je zwei Punkte a, a/ von A mit 
a a’ < a die Ungleichung gilt: P (a) P ( a ') C <5 . 

Was die Erweiterung (§ 22, 4) einer eindeutigen Abbildung anlangt, so 
gilt: 

23-4*1- 1st die Abbildung P von A eindeutig , und ist Q eine stetige Erweite - 
rung von A auf eine 31 enge A* £ A 0 , so ist auch Q eindeutig . 

Sei a e A*; da dann auch as A 0 , gibt es in A eine Folge ((<z n )) mit a n ~* a; 
angenommen es gebe in Q (a ) zwei Punkte b =4= b' ; dann gabe es zwei fremde 
Umgebungen U b , U b ,. Da Q als stetige Abbildung auch unterhalb stetig 
ist, miiBte nach 21 - 1*1 Q (a n ) U b A und Q {a n ) U b , ff) A sein fur fast alle n; 
da aber Q (a n ) — P ( a n ) ist, und da, weil P eindeutig, P (a n ) nur aus einem 
Punkte besteht, ist das unmoglich. 

Aus 22-4-41 entnehmen wir somit: 

23*4*2- 1st P eine eindeutige Abbildung der kom'pakten Menge A auf eine 
Punktmenge eines vollstdndigen Raumes, so ist, damit es eine eindeutige 
stetige Erweiterung von P auf A 0 gebe , notwendig und hinreichend , daft P 
gleiehmdpig stetig sei. 

Literal nr: P. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre S. 368. W. Sierpinski 
Tind A- Zygmund, Fund. math. 4 (1923) S. 317. A. Lindenbau.m, Fund, 
math. 18 (1926) S. 215. 

5. Eindeutige stetige Abbildungen lokal-zusammenhangenderMengen. 
Aus 21*4-1 oder 21*4*2 entnehmen wir: 

23*5*1- J edes stetige Rild einer z us a mrnenhdngenden 31 eng e ist zusammen - 
hangend. 

Fur lokal-zusammenhangende Mengen (§ 16, 5 ) gilt nur: 

23*«jh*2. ded.es stetige Mild JB einer in sich Jcompa-Jcten, lolcal-zuscCmmen - 
hdngenden Menge A ist loJcal-zusammenhdngend. 

Sei P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B. Nach 16*5*2 genugt 
es, zu zeigen, daB die Komponenten jeder in B offenen Menge offen in B 
sind, sei also Jff offen in B, sei E eine Komponente von H und b e E; wir 
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haben zu zeigen: es gibt eine Umgebung U h £ K. Naeh 23-2*1 ist P " 1 (H) 
offen in A; weil A lokal-zusammenhangend, sind naeh 16-5*2 auch die 
Komponenten von P 1 (H) offen-; ist also G die Summe derjenigen Kom- 
ponenten G von P " 1 {H), fiir die P " 1 ^ D so ist G eine offene 

Menge £ P " 1 (5). Da naeh 23-3-3 P ' 1 oberhalb stetig ist, so gibt es 
eine Umgebung U b , so daB P ' 1 (£7 6 ) £ <9. Naeh 23-5-1 ist das Bild P (<7) 
einer Komponente C von P ’ 1 (P) zusammenhangend; also ist P (G) Summe 
zusammenhangender Mengen, die den Punkt b gemein haben, also ist naeh 
16-1*41 P (G) zusammenhangend, und wegen b s P (G) ist P {G) £ P. 
Wegen P ” 1 (P 6 ) £ (9 ist aber U b £ P (G), also £ P, w. z. b. w. 

Wir werden nun umgekehrt zeigen, daB je zwei in sieh kompakte, zu- 
sammenhangende und lokal-zusammenhangende Mengen, die mehr als 
einen Punkt enthalten, stetige Bilder voneinander sind. Dazu benotigen 
wir den Hilfssatz: 

23 * 5 * 3 - Ist die in sich kompakte Menge B lokal-zusamvnenhangeTid, so gibt 
es zu jedem q >• 0 ein a > 0, so dafi jeder Punkt b s B einem, Gebiete G b 
{in B) angehort , fiir das K ba £ G b £ X bQ . 

Anderenfalls gabe es ein q > 0 und eine Folge ((b n )) in B, so daB es kein 
der Beziehung K b ± £ G £ K b Q geniigendes Gebiet G gibt. Da B in sieh 

kompakt, hat (( 6 n )) einen Haufungspunkt b s B. Da B lokahzusammen- 
hangend, ist naeh 16-5-2 die zu b gehorige Komponente von P 6 JL ein 

Gebiet G ; dann ist aber K b ^ p £ G £ K b e fiir unendlich viele n, ent- 
gegen der Wahl der b n . 

23 - 5 * 4 . 1st B in sich kompakt, zusammenhangend und lokal-zusammen- 
hangend, und ist b r s B, b" e B, so gibt es eine eindeutige, stetige Abbildung Q 
von [0, 1] auf B, so da/3 Q (0) = bQ (1) = b". 

Naeh 23-5-3 gibt es ein a n > 0, so daB jeder Punkt b s B einem Gebiete 

G b angehort, fur das Bbc n £ G b £ K b JL ; da hierin offenbar o n <: ^ ist, so 

haben ■wir: o n —>* 0. Naeh 9-7-1 und 15-1*4 gibt es in B ein endliches 
<j„-Netz C n . Seien c x , c 2 , - - ., die endlieh vielen Punkte von C x . 

Naeh 16-2-2 gibt es in B eine endliche a x -Kette, die b* mit c, 1 verbindet, 
eine endliche cr-j-Kette, die c 1 mit c 2 verbindet, . . ., eine endliche 
o^-Kette, die c Jfe _ 1 mit verbindet, eine endliche cr-j-Kette, die c k mit b" 
verbindet. Diese cr 1 -Ketten fugen sich zusammen zu einer endlichen 
a 3 -Kette, die b' mit b" verbindet; indem wir notigenfalls einen Punkt 
mehrmal anschreiben, konnen wir annehmen, sie bestehe aus 2 Vl ~\-l Punkten: 
b' = — 6 "; jeder Punkt von C 1 kommt unter den 

Punkten {i = 0,1 . . ., 2 Vl — 1 ) vor. Da C x ein o^-Netz in B, gibt es 
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zu jedern ceC 2 unter den Punkten &<>> (i = 0, 1 . . — mindestens 

einen mit bedeutet (i — 0, 1, . . 2 " 1 — 1 ) die Menge aller 

2 v i- 1 

r £ r’, mit 6 1 'c<< 7 1 , so 1 st demnach Co = 5 C<- 2) . Zufolge der Wahl 

i a i= 0 

von o-j gibt es ein Gebiet , so daB K b p Gi 9= 9= K b ipA_ (i = 0, 1 . . 

2 ^— 1 ); sind c', < 4 , - . ., c, die endlich vielen Punkte von C £ 2) 5 so ist also 
(A = lj2,.. ., 1) und 6 G ) 1 eG ; . Da zusaminenhangend, gibt es 
naeh 16*2-2 in G x eine bp mit c ? verbindende cr 2 -Kette A x und eine UA 
mit verbindende <r r Kette A'; durchlaufen wir A x zuerst in der 

Richtung von Up naeh c[ , dann in der umgekehrten Richtung, sodann 
A^ zuerst in der Richtung von 6 l 1} naeh c 2 , dann in der umgekehrten 
Richtung, . . ., sodann zuerst in der Richtung von Up naeh c \, dann 
in der umgekehrten Richtung, und schlieBlich noch A', so erhalten wir 
eine bp mit bp x verbindende u 2 -Kette in G t ; dabei konnen wir an- 
nehmen. daB alle diese cr 2 -Ketten (fair i — 0 , 1 , . . ., 2 Vl — 1 ) aus gleich 
vielen, und zwar aus 2 r *4- 1 Punkten: Up — Upv i3 Upv a + 1 , • •» 

— bestehen; jeder Punkt von C { p kommt unter den Punkten 6 ^ 2) 
(/ = 2 , i2 r *~ 1, . (2*4-1) - >s ) vor; also kommt jeder Punkt von 

€\ — C 2 unter den Punkten Up (j = 0 1 , . . ., 2 Vl+Va ) vor; wegen Up a G t 

(i 2 Vl ^ j ^ (i — 1 ) 2 ”*) und G l ~ K b (i) ±_ ist bp Up <C fiir i 2 V ~ j ^ (i 4-1) 2 V -. 

In derselben Weise kann nun zvrisehen je zwei Punkte bp, Up^ eine aus 
- y * -r- 1 Punkten: bf—bfi*., U?l^_ l3 . .. , UJl^ 2 v 3 — Up^ bestehende 
< 7 3 -Kette so eingesehaltet werden, daB samtliche Punkte von C ± -f-C 2 +C 3 
unter den Punkten Up (k —0, 1, ... 3 2 Vl ~ V2 ~ Va ) vorkommen, und daB 

tf bf < 1 fiir j 2 "* <2 k ^ (; -f 1 ) 2 "\ mithin 6 <? > < 1+1 fiir i 2 , '= + ’ , » 

-- & —I 4 —- 1) 2 is ” ? *, Wir erhalten so fiir jedes n eine endliche Anzahl von 
Punkten: b f = b ( p_ Vn _ ...~v n = £ r/ » so daB samtliche Punkte von 

^ i ~~C 2 — . . . —C n unter den (/ = 0 , 1 , . . 2 * 1+, ’ a + * * * +l, «) vorkommen, 

und so, daB fiir alle zwisehen Up und Up x eingeschalteten Punkte bp +h) 

(j 1 ~ ■"<;/<:{/ + 1 ) gilt: 6 ( . n > c — 4 _-_f- 

/t=> y i 2 n 2 W+1 

* * ’ ~’ on-Ci » dabei ist 6 l w> = U”~p^ _ Wir ordnen nun dem dyadisch ratio- 

nalen Punkte .r = ^ O' = 0, 1, . . 2 ».—>- —+»«) den Punkt 6 <. ra) 

zu. Dadurch ist eine Abbildung 6 r der dyadisch rationalen Punkte von [0, 1] 
auf einen Tell B f ^ S C n von B gegeben, bei der S (0) — b', 3 ( 1 ) = b "; 
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und da ftir die Bilder y der dyadisch 




2*'l + *'a-r • 


-J gilt b^ycl 


1 

2”- 1 


rationalen Punkte von - - -. 

L 2 r ‘ + *v- 

- - . -, ist diese Abbildung gleicli¬ 


ma Big stetig. Da B als in sich kompakte Menge nach 1S-3-1 vollstandig 
ist, gibt es zufolge 28-4.2 eine stetige Erweiterung der Abbildung S zu 
einer eindeutigen Abbildung Q von [0, 1] auf eine Menge M £ B , bei der 
Q (0) = b' , Q (1) = b" . Nach 28-3-1 ist M. in sich kompakt, also ab- 
geschlossen; wegen M 2 B' 2 S C n ist demnach B 2 M 2 (S C n )°; da 

n n 

aber C n ein cr n -Netz in B und o n -* 0 war, ist B= ( SC n )°; also ist M=B, 

n 

d. h. Q ist eine eindeutige stetige Abbildung von [ 0 , 1 ] auf B. 

23*5*4:1. Ist sowohl A als B eine in sich kompakte , zusammenhangende 
und lolcal-zusammenhangende Menge , und enthdlt A mehr als einen Punkt, 
so ist B stetig es Bild von A. 

Zunachst erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung P von A auf 
[0, 1] in folgender Weise. Da A kompakt, ist A naeh 15-1-5 beschrankt. Bei 
a f e A; nach 9-6*2 ist sup x a' — d eine endliche Zahl > 0, und zwar gibt es 

xeA 

ein a /f s A, so daB a/ a" — d; denn jedenfalls gibt es ein a n sA, so daB 
a' a n > d — ~ ; da A in sich kompakt, hat ((«„)) einen Haufungspunkt 

a" s A, und offenbar ist a f a" — d. Ist nun 0 < x < d, so gibt es mindestens 
ein a s A, fur das a a' — x; denn sei A' die Menge aller a s A mit a a' <Z x 
und A” die Menge aller a e A mit a a' >• x; gibt es in A keinen Punkt mit 
a a' — x, so ist A — A' -f- A" eine Zerlegung von A in zwei abgesonderte 
Teile 2 Zt, was unmoglich, weil A zusammenhangend. Ordnet man nun 

jedem as A die Zahl — a a' zu, so erhalt man eine eindeutige Abbildung P 


von A auf [0, 1], die offenkundig stetig ist. Nach 23-5-4 gibt es aber eine 
eindeutige stetige Abbildung Q von [0, 1] auf B. Dann ist P Q eine ein¬ 
deutige Abbildung von A auf B, die nach 28-1-4 auch stetig ist. 

Da z.B. jedes abgeschlossene Intervall des B n in sich kompakt, zusammen¬ 
hangend und lokal-zusammenhangend ist, gibt es nach 23-5-4 eine ein¬ 
deutige stetige Abbildung von [0,1] auf ein abgeschlossenes Intervall des B n , 


Literatur: Satz 23-5*4 stammt von H. Hahn, Wien. Ber, 123 (1914) S. 2433 
und St. Mazurkiewicz, C. R. Soc. Sc. Varsovie 6 (1913) S. 306; Fund. math. 1 
(1920) S. 166; zu dem hier gegebenen Beweise vgl. G. T. Why burn. Am. 
Journ. 53 (1931) S. 670. Die erste stetige Abbildung einer Strecke auf ein 
Quadrat gab G. Peano, Math. Ann. 36 (1890) S. 157. Eine andere stetige Ab¬ 
bildung einer Strecke auf ein Quadrat wurde von H. Lebesgue angegeben: lemons 
sur l’int6gration S. 44 (vgl. hierzu auch H. Hahn, Ann. di mat (3) 21 (1913) S. 51). 



|_gg III. KapireL Dt-r Begriff cler Stetigkeit. 

6. Projektion. Sei a = (a 1 , a 2 s . . . , a n ) ein Punkt des Produktraumes 
E = E 1 E- ... >: E (§ 20, 1). 1st claim 1 ^ H < 4 < * * - <C 4 ^ n 3 


ito heiBt der Raum E 1 - : E l - : y. E iki ein Faktorenraum von E. 

und der Punkt {«, . a, , . . gt^) e E iil! ;■ £ ,isl X - . - X E (lk \ den wir knrz 
niit a, , ... 4 bezeiehnen. keiBt die Projektion von a in diesen Fak- 

*i l a; 

torenraum: insbesondere heiBt a t die Projektion von a in den Baum 
E 1h li = 1 s 2 s . . ., 72) . Xach § 20 (1) ist: 

(6) . . . ij. ...<* = ] (a ij ^j 2 — (u i2 6 ia ) 2 ^ a 6 . 

Die Abbildung Pj i t . . . i t von E auf JET’ 1 ^ x E <Zs) X ... X E^ l& \ die dem 
Piinkte as E den Punkt a i 1 i t * - - % k e E ni * X E^ X . . . xE^ zuordnet, 


heiBt die Projektion von E in den Baum E^ ll) X E (ta) X . - .X^ (!i) ; 
das Bild P* ^ . . . lt . (-4) der Menge A E heiBt die Projektion von A 
in den Raum E - x E X. . .X^ } . Nach § 2 (1*9) gilt: 

C6*l) £ * * * * k- (S-4m) = ^ ’ 

Pz.U . . . i* (D A») £ I> P M> - . . i, (An) . 

Aus (G| folgt unmittelbar: 

23-6*1- Die Projektion P^ ^ ... ^ von E in den Faktorenraum 
E ‘i 1 x E lis ' - . . xE' :i * J ist eine eindeutige, gleichmafiig stetige Abbildung. 
Wir konnen uns offenbar ohne Einschrankung der Allgemeinheit auf 


Raume E = E !1 - X E (2 * beschranken; dabei bedeutet P 1 bzw. P 2 die Pro¬ 
jektion von E in E* 1 * bzw. in E (2 h 

23*6*2- Ist A of fen in E il} x E (2) , so ist P 1 (A) offen in E (1) . 

Sei a s Pj (A ); dann gibt es ein b £ E^ 2 } , so daB ( a, b) e A. Sei E (a , ^ Q die 
Kugel in F il) X F f2) vom 3Iittelpunkt (a, b) und Radius q ; da A offen und 
{a, b)e A, gibt es ein o > 0 , so daB E {a b)Q £ A ; fur alle x s E Cl) mit x a C g 
gilt dann: (x, 6) e E {a h) e » also auch (x, b) e A, mithin x e P x (A); d. h. fur 
die Kugel E ag S E il) gilt K ag P 1 (A) . Also ist a innerer Punkt von 
P 1 {A ), also ist P T (A) offen in E' a \ 

Die Projektion P t (A) einer in E^xE (2 ^ abgescMossenen Menge A 
foraucht nicht abgeschlossen zu sein; Beispiel im P 2 : die Menge A aller der 
Gleiehung Xj x 2 = 1 geniigenden Punkte {x 1 , x 2 ) des P 2 ist abgeschlossen; 
ihxe Projektion I\ (A ) bestebt aus alien x x =j= 0, ist also nicht abgeschlossen 
im P 2 . Wohl aber gilt: 

23*6*3- 1st A abgeschlossen in E il ^ ;< E^ 2) und ist in sich kompakt 3 
so ist P x (A) abgeschlossen in E (1 K 

Sei a Haufungspunkt von P 1 (A); wir haben zu zeigen: a e P 1 (A). Es 
gibt eine Folge ((a n j) aus P l (A) mit a n — a : wegen a n e P- L (A) gibt es ein 
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b n € E { ' 2 \ so daB (a n , b n ) e A ; veil E (2) in sick kompakt, hat ((6 n )) einen 
Haufungspunkt b s E ( ' 2) ; in ((6 n )) gibt es eine Teilfoige ((b n J) mit b n ^ -* b; 
da aueh a n — a, gilt nach 20*1-1: (« Wjj5 b„ y ) -*■ (a, b ); da (a n ^ 6 n ) £ A und da A 
abgeschlossen, gilt aucb (a, b) £ A; also ist a s P x {A), w. z. b. w. 

23*6*31. 1st A abgeschlossen in E (1) X F (2> und ist E (2) halbkompakt, so 
ist Pi (A) ein F a in E^K 

Dies folgt aus 28*6-3 vermoge der ersten Formel (6*1). 

23*6*32. 1st A ein F a in E^ X P (2) und ist P (2) halbkompakt , so ist P ± (A) 
ein F a in E (l) . 

Dies folgt dnrch nockmalige Anwendung der ersten Formel (6-1) ans 
28*6-31, da nack 10-7-2 die Summe abzaklbar vieler F a wieder ein F a ist. 

Okne die Voraussetzung, E (2) sei halbkompakt, gilt dieser Satz nicht. Ancb 
braucbt, venn A ein G 5 in E^ x ist, die Projektion P x (A) keineswegs 
ein G s in F (1) zu sein; vgl. hierzn § 40, 6. 

Wegen 23-6-1 entnehmen wir aus 23-1-31, 23-3-1, 23-5-1, daB die Pro- 
jektion P ± {A) einer separablen, einer in sick kompakten, einer zusammen- 
bangenden Menge A £P (1) xP <2) separabel, bzw*. in sick kompakt, bzw. 
zusammenkangend ist. 


§ 24. Homoomorphe Abbildungen. 

1. Homoomorphe Abbildungen. Die eindeutige stetige Abbildung P von 
A auf j B keiBt komoomorph (oder eine Homoomorphie), wenn aucb 
die inverse Abbildung P -1 von B auf A eindeutig und stetig ist. Ist P eine 
Homoomorphie, so auck P" 1 , und umgekekrt. Aus 23-1-4 folgt: ist P eine 
homoomorphe Abbildung von A auf B und Q eine komdomorpbe Abbildung 
von B auf C, so ist P Q eine komoomorpke Abbildung von A auf C. Gibt 
es eine komoomorpke Abbildung von A auf B, so keiBen A und B 
komoomorpk 1 ); in Zeicben: A^B. Diese Relation zwiscken zwei Punkt- 
mengen ist eine Gleickkeitsrelation (§4, 1). 

Aus dem Umstande, daB B ein-eindeutiges stetiges Bild von A (§ 23, I) 
und A ein-eindeutiges stetiges Bild von B ist, folgt nickt, daB A und B 
komoomorpk sind. Beispiel: A besteke aus den Intervallen [— 1,1] nnd 
(2 2% p 1] (n = 1 , 2, . . .), B besteke aus dem Intervalle [— 1 , 0], den 

Intervallen (2 n, 2 n -4- 1] (?i — 1, 2, ...) und den Intervallen (——-—— , ~ 1 

\2n -{-1 2 nJ 

(n — 1,2,...); dann ist B ein-eindeutiges stetiges Bild von A (man kat 


1 ) Wir kafoen sckon in § 9, 1 von homoomorphen topologiscken Eaumen ge- 
sprochen; daB die damalige Definition sick mit der jetzigen deckt, lekrt Satz 24-1-21. 
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nlir i, 1] auf [— 1, 0] abzubilden, (4 n, 4 n + 1] auf (2 n, 2 n -f 1], 

UI2 ci (4 n — 2. 472—1] auf ) ; undA ist ein-eindeutiges stetiges 

Blld von B (man bilde [— 1, 0] auf [— 1, 0] ab, {2n, 2n -f-1 ] auf (2n, 2n— 1], 

und ( 1 —- , -?-] auf (——1); bingegen sind A und B nicht 

2n — 1 2 7i J ' n — 1 n J ' 

homoomorph; denn eine Homoomorphie fuhrt, wie wir gleicb in 24-1*3 zeigen 
werden. die Komponenten von A und die Komponenten von B in einander 

uber; nun gehoren die Punkte zu verschiedenen Komponenten von B 

und es gilt ——*0: es miiBten ihnen also Punkte a n entsprechen, die zu 

verschiedenen Komponenten von A gehoren und gegen einen Punkt von A 
kon vergieren ; eine solche Folge ((a n )) a her gibt es in A nicht. 

24-1*1* Jede ein-eindeutige stetige Abbildung P einer in sick Jcompalcten 1 ) 
Menge A ist homoomorph. 

Denn nach 23-3-3 ist P -1 oberhalb stetig, also, veil eindeutig, auch stetig 
nach 23-1-1. 

24-1-2- Ist P eine homdomorphe Abbildimg von A auf B, und ist A' offen 
{abgeschlossen) ifi A, so ist P ( A ') offen {abgeschlossen) in B. 

Da P 1 eine eindeutige, stetige Abbildung von B auf A ist, folgt dies 
wegen (P" 1 )" 1 == P aus *23-2-1 (bzw. 23-2-11). 

24-1-21. 1st P eine ein-eindeutige Abbildung von A auf B, die die in A 
offenen (abgeschlossenen) Jfengen iiberfiihrt in die in B offenen ( abgeschlosse - 
nen) Jtlengen, so ist P homoomorph . 

Dies folgt aus 23-2*1 (bzw. 23-2*11), angewendet auf P und auf P -1 . 
24-1-22* Ist P eine homdomorphe Abbildung von A auf B, und ist A' ein 
G d {ein F a ) in A, so ist P {A') ein G 8 (ein F a ) in B. 

Dies folgt aus 24-1*2 wegen § 2 (1*9) und 2-1-1. 

Fur homoomorphe Abbildungen verscharft sich 23-5-1 zu: 

24-1-3- Ist P eine homdomorphe Abbildung von A auf B, und ist A' eine 
Komponente von A , so ist P {A') eine Komponente von B. 

Sei ae A , b — P (a) und A a die zu a gehorige Komponente (§ 16, 3) von A, 
B b die zu b gehorige Komponente von B. Da P(A a ) nach 23-5-1 zusammen- 
bangend, ist P (A a ) s B b . Ebenso aber ist P" 1 {B b ) ^ A a , also 
&b = P { P 1 {B b }) P (A a ), somit B b — P (A a ). 

Dieser Zusatz kann, wie wir eben sahen, nicht entbehrt werden; z.B. ist jede 
eineindeutige Abbildung der Gitterpunkte des B x auf die rationalen Punkte des 
P-i stetig; ihre Fmkehrung aber ist in jedem P unkt e unstetig. 
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2i l i. 1st P eine homoomorphe Abbildung von A auf B, und ist A lokal- 
zusammenhangend im Punkte a & A , so ist B lokal-zusammenhangend im 
Punkte b = P (a) . 

Sei H offen in B und b s H; dann ist nach 23-2*1 j P” 1 (Id) often in A und 
a s P _1 (H); sei ferner L die zu b gehorige Komponente von Id und K die 
zu a gehorige Komponente von P -1 (H) ; dann ist nach 24-1-8 P (K) = L. 
Da A lokal-zusammenhangend in a, gibt es eine a enthaltende in A offene 
Menge G^K; dann ist P (G) Cjj P(K)—L; da nach 24-1-2 P (G) offen 
und be P(G), ist B lokal-zusammenhangend in b. 

24-1-5. Ist A ^ B und ist *4 in sich kompakt 3 so ist auch B in sich kompakt. 

Dies ist enthalten in 28-3-1. 

Literatur: C. Kuratowski, Fund. math. 2 (1921) S. 158. 

2. Beispiele. Offenbar ist jede offene Halbgerade x >* a oder x a 
des R 1 homoomorph dem ebenso jedes offene Intervall ( a,b ). 

Sei A £= R 1 ; wir nennen den Punkt asR-^ einen linksseitigen (rechts- 
seitigen) Haufungspunkt von A, wean jedes Intervall (a — h, a) (bz^v. 
jedes Intervall (a, a -f- h)) einen Punkt (und mithin unendlich viele Punkte) 
von A entkalt. Ist a sowohl rechtsseitiger als linksseitiger Haufungspunkt 
von A, so heiBt a beiderseitiger Haufungspunkt von A. Ein Hau¬ 
fungspunkt von A, der nicht beiderseitiger Haufungspunkt ist, heiBt ein- 
seitiger Haufungspunkt. 

24*2*1. Ist A £ R x , so ist die Menge der einseitigen Haufungspunkte von A 
abzdhlbar. 

Denn ist a einseitiger Haufungspunkt von A , so gibt es ein Intervall 
(a — h 3 a) oder ein Intervall (a, a + h), das keinen Punkt von A enthalt; 
und zwar konnen diese Intervalle ohne weiteres so gewahlt werden, 
daB sie zu je zweien fremd sind. Da es nach 5-1*42 nur abzahlbar viele 
fremde Intervalle gibt, folgt die Behauptung. 

24*2*11. Jede Randmenge A 3 dl im R 1 , deren jeder Punkt beiderseitiger 
Haufungspunkt ist , und deren Komplement R^ — A nur abzdhlbar viele Kom¬ 
ponenten hat , ist homoomorph mit der Menge C alter irrationalen Punkte des Rj. 

Xach 16-1-8 sind die Komponenten von R 2 — A abgeschlossene Halb¬ 
gerade, abgeschlossene Intervalle oder einzelne Punkte; sei St die Menge 
aller Komponenten von R x — A , die nicht Halbgerade sind; wir denken 
sie uns geordnet gemaB ihrer Aufeinanderfolge im R 1 ; da A Randmenge 
ist, gibt es in ^ kein erstes und kein letztes Element, und keine zwei 
Elemente von St folgen unmittelbar aufeinander, d. h. & ist dicht ge¬ 
ordnet. Sei nun SOt die Menge, deren Elemente die Punkte von A und 
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die zu H gehorigen Komponenten von P 1 — A sind, geordnet gernaS 
Hirer A ufeinimderf olge ini P* . Dann hat 5R kein erstes und kein letztes 
Element, und da A eine Randmenge, also jeder Punkt von A Haufungs- 
punkt von P x — *4 1st, 1st it dicht geordnet in Eft: da jedem Schnitt in 
i’t ein Schnitt ini i? x entspricht, ist offenbar $71 stetig geordnet; nach 6*5*1 
giht es also eine ahnliehe Abbildung von d)l anf den B t , die St auf die Menge 
der rationalen Punkte, also A auf die Menge C der irrationalen Punkte des 
Rj abbildet. Sei P diese Abbildung von A auf C ; es ist nur mehr zu zeigen, 
daB P homoomorph ist, d. h. daB P und P' 1 stetig sind; wir zeigen dies etwa 
fiix P 1 (der Beueis fiir P ist vollig analog). Sei also caC, c n a C, c n -^ c , 
und sei a = P' 1 (c) , a n — P~ 1 {c n ); da a beiderseitiger Haufungspunkt 
von A ,. gibt es zu jedem o > 0 ein a' e A und ein a" a A , so daB 
a — o <L a* < a <C a” <. a — p: dann ist wegen der Ahnlichkeit der 
Abbildung P, und veil P (a) = c ist: P {a') < c < P (a"), also 
P (a*) <C c n < P \a ff ) fiir fast alle n ; daraus folgt, da auch P _1 ahnlich 
ist: a* < a n < a", also auch a — o < fl n < a + o fiir fast alle n; aus 
c n —- c folgt also a n —*a s d. h. P" 1 (c n ) —*• P 1 (c); nach 23*1*21 ist also P 1 stetig. 

In 24-2-11 ist enthalten: 

24-2-12. Die Menge aller irrationalen PunHe eines Intervalles (a, b) 
(einer ojfenen Halbgeraden) ist homoomorph mit der Menge Caller irrationalen 
Punkte des B T . 

24-2*2- Der P 0 ist homoomorph mit der Menge aller irrationalen Punkte 
des R 1 . 

Xach 24-2*12 geniigt es, zu zeigen, daB der P 0 homoomorph ist der Menge 
C f aller irrationalen Punkte von (0, 1). Wir ordnen jedem Punkte a = ((&,)) 
des R® (§ 9, 3) die irrationale Zahl c zu, deren Kettenbruchentwieklung 

14.^ i 1 1, 

lautet: c =r^r -- - - — ~jr ~r - * -; dadurch ist eine ein-eindeutige Ab- 

bildung P des i? 0 auf C' gegeben. Ist a„ = ((k „„)), c„ = rP + ,-P + . . ., 

\hs n \ [ K-n'2 

so gilt nach 17-3*7 im P 0 dann und nur dann <z„-> a , wenn fiir jedes v gilt: 

= k v fiir fast alle n: das ist aber hekanntlich auch notwendig und hin- 
reiehend dafiir, daB im Rj gelte c n -* c; aus a n — a folgt also c n —> c und um- 
gekehrt; nach 23-1-21 ist also sowohl P als P” 1 stetig, d. h. die Abbildung 
P des P 0 auf C r ist homoomorph. 

24-2-21. Jede unabzdhlbare, im P 0 abgeschlossene Menge A ist darstellbar 
in der P arm A = *4' +■ A", A* A" — A, wo A' homoomorph mit der Menge 
C aller irrationalen Punkte des B 1 und A" abzdhlbar. 

Pa nach 24-1-2 eine homdomorphe Abbildung des M 0 auf die Menge 
C der irrationalen Punkte des jede im B 0 abgeschlossene Menge 
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iiberfiilirt in eine in G abgesehlossene Menge, konnen wir wegen 24*2*2 
auch annehmen, -4 sei abgeschlossen in C . Nach § 13 (5*1) zerlegen wir: 

— J[ u -j- _4 r ; nach 13*5*4 ist 4L M abzahlbar; nach 13*5*61 ist A v perfekt 
in A , also nach 10*8*5 anch abgeschlossen in C. Wir bezeichnen mit A r 
die Menge aller as A v , die beiderseitige Haufungspunkte von A v sind; dann 
ist nach 24*2*1 A r — A' abzahlbar; setzen wir noch A" = ( A v — A') -f- A u , so 
ist also auch A" abzahlbar und A — A' -f- A". Es bleibt zu. zeigen, daB A' 
homoomorph mit C; wir zeigen dies durch Berufung auf 24*2*11. Ea A un- 
abzahlbar, A n abzahlbar, ist A' [N Gl. Ea A' £i r S4 C, ist A' eine 
Randmenge. Sei as A'; da a beiderseitiger Haufungspunkt von A v , enthalt 
jedes Intervall ( a — h , a) und jedes Intervall (a , a + h) Punkte von A v , 
und somit nach 13-5*6 unabzahlbar viele Punkte von A v , also, weil A v — A' 
abzahlbar, auch unabzahlbar viele Punkte von A*, also ist jeder Punkt 
as A' beiderseitiger Haufungspunkt von A'. Nun ist nurmehr zu 
zeigen, daB das Komplement i? x — A' nur abzahlbar viele Kompo- 
nenten hat. Ea diese Komponenten nach 16*1*3 Halbgerade, Intervalle 
oder einzelne Punkte sind, und es nur abzahlbar viele fremde Intervalle 
gibt, geniigt es zu zeigen, daB — A' nur abzahlbar viele einpunktige 
Komponenten hat; und da es nur abzahlbar viele rationale Punkte gibt, 
geniigt es zu zeigen: ist {a} eine Komponente von JR X — A', so ist a rational. 
Sei also {a} Komponente von JR 1 — A'; dann ist a beiderseitiger Haufungs- 
punkt von A', wegen A / £ d t , also auch von A v ; nach Eefinition von A' ist 
also a s (4 r — A '); wegen a s (7? x — A') folgt also auch a ~ e A v ; und da a 
Haufungspunkt von A v und A v abgeschlossen in C 0 muB a ~ s C sein, d. h. 
a ist ein rationaler Punkt, w. z. b. w. 

24*2*3. Je zwei dyadische Diskontirma A und B sind homoomorph. 

Nach § IS. 9 sind die Punkte von A und von B darstellbar in der Eorm 
a K{ h v )) ? b (( ^)>, wo ((E)) alle dyadischen Folgen durchlauft und verschiedenen 
dyadischen Folgen verschiedene Punkte bzw. b^ k ^ entsprechen. 

Ordnet man dem Punkte ar (( jfc v)) den Punkt b ak ^ zu, so ist das eine ein-ein- 
deutige Abbildung von A auf JB, die — wie beim Beweise von 23*3*2 gezeigt 
wurde — stetig ist. Ea A nach 18*8*2 in sich kompakt ist, ist diese Abbildung 
nach 24*1*1 homoomorph. 

Wir nennen eine dyadische Folge ((&„)), in der fast alle k v = 0 sind, eine 
Nullfolge. Eassen wir aus dem dyadischen Eiskontinuum B der Punkte 
\{i v )) die abzahlbar unendlich vielen Punkte weg, die durch Nullfolgen 
((E)) geliefert werden, so nennen wir die iibrigbleibende Menge ein redu- 
ziertes dyadisches Eiskontinuum. 

24*2*4. J edes reduzierte dyadische Diskontinuum B' ist eine Youngsche M enge. 
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Denn da es nur abzahlbar viele Nullfolgen gibt 5 ist B — B r abzahlbar, 
also ein F c . Somit ist B' == B — (B — P') ein in P, und da P als dya- 
diselies Diskontinuum naeh 1S-S-21 vollstandig ist, ist B' eine Youngsche 

Menge. 

24-2-41- Jedes reduzierte dyadische Diskontimvum B' ist homdomorph 

dem P 0 . 

Sei b { t e B ': dann ist {(£„)) keine Nullfolge: seien v ± < v 2 <; .. - < < ... 

die Indizes, fiir die k, =1 ist; setzen wir ^ ^ , n 2 = v 2 — v 2 , . . 

n i — r, — r f _j , . . . so ist ((t?*)) eine Folge natiirlicher Zahlen, also ein 
Purikt des i? 0 . Hierdurch ist eine ein-eindeutige Abbildung P von B f auf den 
JRq gegeben: wir ha ben zu zeigen, daB sie homdomorph ist. Seien b = b {(k w . 
b mx = (m — 1,2,.. .) Punkte von P' and c = ((%)), c m = ((w mi )) 

die zugeordneten Punkte des i ? 0 : dann ist nach IS-9-2 b m b gleichbe- 
deutend mit: fur jedes v gilt k Jnv = k v fur fast alle m; dies aber ist gleich- 
bedeutend mit: fiir jedes i gilt: n mi = n t fiir fast alle i; und dies ist gleich- 
bedeutend mit: im B 0 gilt c m c . Aus b m —+b folgt also c m — c und umge- 
kehrt. Nach 23-1-21 sind also P und P" 1 stetig, somit ist P homdomorph. 
Literatur. Satz 24*2-21 stammt von St. Mazurkiewicz, Wektor 1918, S. 35. 

3. Ervveitenmg einer Homooinorphie. Ankniipfend an § 22, 4 zeigen 

wir nun: 

24-3-1- Bind X und Y vollstdndige Baume, und ist P eine homdomorphe 
Abbildung einer Jfenge A £ X auf eine Afenge B Y, so kann P erweitert 
iverden zu einer homoomorphen Abbildung einer Youngschen Menge A x auf 
eine Youngsche 3ftnge P x , fiir die gilt: A £ M x £ A 0 , B £ P x Cl B°. 

Nach 22-4-3 und 23-4-1 gibt es eine eindeutige stetige Erweiterung S von 
P auf die Menge A aller Konvergenzpunkte von P; und ebenso gibt es eine 
eindeutige stetige Erweiterung T von P -1 auf die Menge B aller Konvergenz- 
punkte von P 1 . Wir zeigen: ist a & A und b — S (a) e P, so ist T(b) — a. 
Da A ^ -4°, gibt es eine Polge von Punkten a n e A mit a n -+a; dann ist, weil 
S eine stetige Erweiterung von P ist: b = JS (a) = lim S(a n ) — lim P (a n ), 

n n 

also venn P {a n \ — b n gesetzt wird: b n — b, wo b n e B; weil T eine 
stetige Erweiterung von P~\ folgt daraus: T ( b) = lim T (b n ) = lim P" 1 (b n ) 

n n _ 

— lim a n = a, wie behauptet. Ebenso sieht man: ist b e B und a—T (b) e A, 

so ist S (a) == b. Bezeiehnen wir also mit A x die Menge aller a e A , 
fiir die S (a) e B gilt, und mit P x die Menge aller b s B, fiir die T (6) e A gilt, 
so sind die Teilabbildungen {§ 22,3) A x 1 S, P x 1 T zu einander invers, und 
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da sie eindeutig und stetig sind, liefern sie eine Homoomorphie zwischen 
A x und B x ; dabei ist igi x gig A 0 , B £B X £ B^B°. Es bleibt 
noeb zu zeigen, daB A x und B x Youngsche Mengen sind. Nun ist nach Defi¬ 
nition: A x — B- 1 (S ( A ) B); nach 22-4-1 ist B ein G s in Y, also S (A) B 
ein G 5 in S (A), also ist nach 28-2*12 M x ein G 6 in A, und da nach 22-4-1 A 
ein <9,5 in X ist, so ist nach 10-9-2 auch A x ein G s in X , also, weil X vollstandig, 
eine Youngsche Menge. Ebenso verlauft der Beweis fiir B x . 

Behalten wir Voraussetzungen und Bezeichnungsweise von 24-3-1 bei, 
so gilt: 

24*3*2. Gibt es eine homoomorphe Erweiterung Q der Abbildung P auf die 
Menge C £ .4°, so ist C £ A x , Q (C) £ B x . 

Denn nach 22-4-31, angewendet auf Q und Q~ x , mufi C £ A, Q ( C) £ B 
sein: nach Definition von A x folgt aus der zweiten Beziehung C Cjj A x , 
und daraus Q ( C) £ B x . 

Literatur: M. Lavrentieff, Fund. math. 6 (1924) S. 149. F. Hausdorff, 
Fund. math. 16 (1930) S. 353. Ygl. auch A. Lindenbanm, Fund. math. 8 (1926) 
S. 215. 


4. Youngsche Mengen. Aus 24-3-1 konnen wir nun leicht folgern: 

24*4*1- Jede mit einer Youngschen Menge A homoomorphe Menge B ist 
eine Youngsche Menge. 

Als Youngsche Menge ist A ein G s in einem vollstandigen Raume X. Sei 
P eine homoomorphe Abbildung von A auf B: nach 18-4-6 gibt es einen voll¬ 
standigen Baum Y £ B. Nach 24-3-1 erweitern wir P zu einer homoomorphen 
Abbildung Q von A x auf B x . Als Youngsche Menge ist A auch ein G s in 
A x , somit ist nach 24-1-22 B ein G s in B x , und da B x nach 24-3-1 eine 
Youngsche Menge ist, so ist nach 19-1-2 auch B eine Youngsche Menge. 

Wir werden nun zeigen, daB jede Youngsche Menge einer vollstandigen 
Menge homdomorph ist. Wir fuhren zunachst eine Hilfsbetrachtung durch. 

Sei A eine Youngsche Menge, d. h. ein in einem vollstandigen Baume X, 
also A — D G n , wo G n offen in X. Setzen wir F n = X — G n , so ist F n ah- 

n 

geschlossen in X, und wenn A nicht vollstandig, also A (£ X , konnen wir 
armehmen: F n A fiir alle n . Wir setzen fiir alle x s X, x f e X: 


_ 1 __ 

n xx' 


x x' 

xF n -f x'F n 


fiir x #= x ', 


0 ^ Qn ( x , 3?) ^ 


( 4 ) Qn (*, &) 
dann ist: 

(4*1) 


Qn (x, x) = 0; 
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1st xsF n . x'-eF„, so ist in (4): = x'F n ^ x x’, also: 

<4-11) o n (x,x') 2s d- fiir xsF„, x'~eF„. 


Wir setzen nock: 

(4-2) r„(r,r')=mas(i^o,(zi')), r (x, x/) = sup r n (x, x') . 


24*4*2. 1st a e A , a y s X, so sind die Aussagen: a v a 0 und r (a v , a) 0 

equivalent. 

Da nach (4*2) a v a ^ r (a v , a) ist, so folgt aus r (a v , a) — 0 auch a v a -> 0 . 
Sei unigekehrt a — 0; dann ist nach 17-8-31 : lim a v F n — a F n ; da as A , 

V 

also a £ F n und F n abgeschlossen. ist hierin aF n > 0; nach (4) gilt also 

lim o n {a y 5 a) — 0: somit gibt es zu jedem n* ein r*. so daB p n (« v 9 a) <; — 
v " n* 

fiir n = 1, 2. . . n* und v r*, und wegen a y a — 0 kann auch so gewahlt 

werden. daB a v a -i- fiir v ^ r*: da nach (4*1) o n (a v , a) <Z^— fiir n> n* 
rv* 7i* 


und alle r, ist also zufolge (4*2): r (cz y , <z) ^ —- fiir v ^v*; d. h. es gilt: 
r (a v . a) —*■ 0 . W 

Da nach § 9 (4*1): P F n ^ a: xf -f xP n5 a/ F n ^ x' x" -+- x" F n , so folgt 
aus (4 1 : 


Qn (•*- &) + 9 n (P r X") 


1 X X' — X / x" 

n x P — P P' xF n x" F n 


n xx" -4- xF„ -j- x"F n Qn ^ X " ) ’ 


es geniigt also g n (x, P) den metrischen Axiomen l m ), 2 m ) (§ 9, 2). Dasselbe 
gilt dann nach (4-2) auch von r n (x, x / ) und von r (x, x') . Betrachten wir 
also r (x, P) an Stelle von x x r als die Entfernung der Punkte xs A, x's A, 
so entsteht ein neuer metrischer Raum A. 

24-4*21. Der Baum A ist homoomorph mit A. 

Indem wir jedem Punkte a e A eben diesen Punkt as A zuordnen, er- 
halien wir eine ein-eindeutige Abbildung F von A auf A, und aus 24-4-2 
folgt nach 23-1-21 sofort, daB sowohl P als P" 1 stetig ist; also ist P eine 

Homoom orphie. 

24-4-22. Der Raum A ist vollstdndig. 

Sei ((«*)) eine Cauchysche Folge in A; wir haben zu zeigen: es gibt einen 
Punkt as A (oder was dasselbe heiBt: a s A ), so daB r (a v , a)—* 0. Da nach 
(4-2) x P ^ r (x, x / ), ist ((a,)) auch eine Cauchysche Edge in 4 da X 

vollstandig, gibt es ein as X, so daB a v —* a . Wir zeigen: as A. Ware a~£l, 
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so gabe es ein n, so daJB a s F n ; dann ware naeh (4-11): Q n (a vi a) ^ 
fiir alle r; da nach 17*3-31: lira a v a —a v a, lira a F n — a F n> folgt 

ft fZ 

aus (4): 11m o n (a v , a ) = (o,, a); wegen £„ a) ^ ware also bei 

gegebenem v: o n (a v , a^) z> fur fast alle /i, also wegen (4*2) auch 

r (a p , a^) ;> fiir fast alle /*, entgegen der Annahme, ((a*)) sei eine 

Cauchysche Folge in A ; somit 1st as A, wie behauptet. — Da nun 
as A, a v -+ a, also auch a v a 0, folgt aus 24-4*2: r ( a v , a) — 0, w. z. b. w. 
Aus 24*4*21 und 24*4*22 folgt nun: 

24*4*3- Jede Young sche Menge A ist homdomorph einer vollstandigen Menge. 
Z. B. ist ein offenes Inter vail {a, b) nicht vollstandig, aber homdomorph dem 
vollstandigen B 1 ; die Menge aller irrationalen Punkte des ist nicht voll- 
standig, aber nach 24*2*2 homoomorph dem (nach 18*2*22 vollstandigen) JR 0 . 
Von 24*4*3 gilt folgende Umkehrung: 

24*4*31- Ist die Menge A eines onetrischen Baumes E homoomorph einer 
vollstandigen Menge B, so ist A ein G 5 in E. 

Als voUstandige Menge ist B eine Youngsche Menge (§ 19, 1), also ist 
nach 24-4*1 auch A eine Youngsche Menge, d. h. ein absolutes G d , also 
ist A auch ein G d in E. 

JLiteratur: St. Mazurkievicz, Bull.Crac. 1916 S. 490. P. Alexandroff, C. B. 
178 (1924) S. 185. F. Hausdorff, Fund. math. 6 (1924) S. 146. W. Sierpihski, 
Fund. math. 11 (1928) S. 203; Fund. math. 16 (1930) S. 173. 


§ 25- Stetige Funktionen. 

1. Die unendlichen Zahlen + co 5 — oo . Wir fiigen zur Menge aller 
reellen Zahlen noch die beiden Elemente + oo, — co hinzu, die wir als 
unendliche Zahlen bezeichnen (im Gegensatze dazu heiBen dann die 
reellen Zahlen endliche Zahlen), und setzen fur sie folgende Rechenregeln 
fest (in denen a eine endliche Zahl bedeutet): 

— oo <C -f- co; — oo <C a , a <C -j- co; 

- (~f“ oo) 7= - CO , - (- oo) = -p 00 ? 

I -{"■ 00 } = 00 > I 00 j ~{~ 00 * 

Die Addition sei kommutativ, und es sei: 

a -f" (~1“ °°) ~ a -f - 00 — + °°j tz -j- (— oo) = a, — oo = — oo ; 

(*4“ °°) -f- (”f* °°) ^ °° d - 00 == d~ °°; (— co) -f - (— °°) ==i — 00 — 00 == — 00 » 

hingegen gelte ( + oo) _j_ (— co) und (— oo) -f- (+ °°) als sixmlos. Die Sub- 

Hahn, Beelle Xj'unkticraen. 
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traktion wird aiif die Addition zuriickgefiihrt durch die Pestsetzung: 
die (endliehe oder unendliehe) Zahl b subtrahieren, heiBt — b addieren. 
Die Multiplikation sei kommutativ, und es sei fiir a ;> 0: 

a (— 3C) — ( a) ( cc) = (A- =o) (-b oo) = ( oc) ( oc) = 4-00; 

(— a) (— oc) — a (— oc) = (-p 00) (— co) = — co; 
die Ausdriicke 0 (4- oc), ( 4 -oc) 0, 0 (— 00 ), (— oc) 0 gelten als siirnlos. Eemer 
setzen wir —-— = —^ = 0 und erklaren die Division durch die (endliehe 

oder unendliehe) Zahl b als Multiplikation mit Quotienten mit dem 

— OC — CO -OO -CO 

Xenner 0 sowie die Ausdriicke -; _ , _ , - _ ,-— gelten als sinnlos. 

2. Die Sehrankimgs tran s f ormation. Setzen wir: 

(2) S (a) — j—fiir — oc < a <C 4~ ; /S ( 4~ °°) = 1 ? & (— co) = — 1, 

so haben wir eine ein-eindeutige Abbildung der Menge aller (endlichen und un- 
endlichen) reellenZahlenauf dasIntervall [ —1,1]? die wirals Schrankungs- 
transformation bezeiehnen; ihre IJmkehrung (die inverse Schran- 
kungstransformation) ist gegeben durch: 

(2-1) S- 1 (6) = - b fiir — X < b < 1, 8^ (1) = + oo, S - 1 (— 1) =—oo. 

Die Sehrankungstransformation (und somit auch ihre Inverse) ist stets 
waehsend, d. h.: 

S {a') < S (a), wenn a f < a; jS -1 (&') < S' 1 (6), wenn b' <; b. 

3. Der Raum R±. Wir maehen nun die Menge aller reellen Zahlen, ein- 
schlieBlich der beiden unendlichen Zahlen 4~ °°, — °°? zu einem metrischen 
Raum i?,, indem wir als Abstand der Zahlen a , b den Ausdruck definieren: 

(3) !j« — b ’i =■! A— a\\ =J 3 (b) — S (a) |, 

wo jS die Sehrankungstransformation (2) bedeutet; die metrischen Axiome 
-m) (§ 9* —) sind dann offenbar erfiillt. Insbesondere gilt die Drei- 
eeksungleiehung: 

(3^) \,a — 6 [I 4" il b — c || ;> \\a — cj|. 

Es gilt, wenn a #= b: 

(3-1) | a —6j| < \ a — b\ . 

Aus 17*3*32 entnehmen wir: Sind ((a n )), ((b n )) Punktfolgen des R x mit 
a n ~*a 7 6^-* 6, so gilt: 

(3-2) lim a n — b n \\ = j] a — 611 . 
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TTie aus (3) hervorgelit, ist der isometrisch (also aueb homoomorph) 
mit dem Intervalle [ — 1, 1 ] des R 1 . Daraiis folgt: 

25‘3*1. Der I? x ist separabel, in sich ko?npakt 3 zusamrnenhdngend und voll- 
standig. 

Da im i? x der Abstand der Punkte a, b gegeben ist dureh [ a — b\, im 
darch H a — b\\, so ist, wenn a, a n endliche Zablen bedeuten, die 
Aussage a n -* a , gedeutet im JR 1 , gleicbbedeutend mit \a n — a | —► 0, 
Mngegen, gedeutet im I? x , gleicbbedeutend mit j| a n — a j ] —^ 0; da aber 
| a n — a[\ = ; S (a n ) — S (a) j, und da die Aussagen | a n — a J —► 0 und 
j $ ( a n ) — (u) ! —>0 offenbar aquivalent sind, so bat (wenn a> a n endbche 

Zablen sind), die Aussage a n -^a im i? x und im j? x dieselbe Bedeu- 
tung. Aus 23*1*21 entnebmen wir also: 

25*3*2. Ordnen tvir jedem Punkte a s R 1 eben diesen Punkt a s zu, 
so ist dies eine Jiomdomorphe Abbildung des R ± auf die Menge R ± — {-f- oo, 

~ • _ _ 

Wie aus der Definition des R x unmittelbar bervorgeht, baben im R x die 

Aussagen a n -*■ -f- oc (bzw. a n -> — oo) die bekannte Bedeutung: ist s eine 
beliebige endbcbe Zahi, so gilt a n ^> z (bzw. a n <C z ) fur fast alle n. 

25-3*3. 1st [a, 6] ein Dvtervall des i? l5 so gibt es zu jedem a > 0 ein Qi> 0^ 
so daft aus z' e [a, b \, z" e [a, 6], Jj z' — z" j| C q folgt: ] z' — a" J < a - 

Fassen wir das Interval! [a, 6] einmal als Punktmenge A £ jR x , dann als 
Funktmenge B £ R ± auf, und ordnen jedem Punkte x e A eben diesen 
Punkt x s B zu, so ist dies nacb 25*3*2 eine stetige Abbildung von A auf B, 
die nacb 22*2*2 aucb gleicbmaBig stetig ist. Daraus folgt die Bebauptung 
(vgl. § 23, 4). 

1st A £ R 1 , so gibt es unter alien z s R x , die A x (bzw r . ^ x) sind fiir 
alle x e A, ein kleinstes (bzw. groStes) ; es beiBt: das Supremum (bzw. 
das Infimum) von A und wird bezeicbnet mit sup x (bzw. inf x). 

xeA. xeA 

Ebenso: ist ((a n )) eine Folge aus R 1 , so gibt es unter den 2 s B 1 , die 
^ a n (bzw. a n ) sind fiir alle n, ein kleinstes (bzw. groBtes) ; es wird 
bezeicbnet mit sup<z n (bzw. inf a n ). Ist b n = sup a n+v , c n — inf a n+v , so 

n n v v 

definieren wir: lim a n — inf b n , lim a n = sup c n . Damit fiir eine Punkt- 

_ n « n ” 

folge ((«„)) im R x gelte: lim a n — a , ist dann notwendig und binreicbend, 

» 

daB lim a n — lim a n = a sei. 


12 * 
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2544. 1st A 3 -1 abgeschlossen inn i? x und a/ = sup x, a" ~ inf x, so ist 

. cceJL xeA 

a £ A t a" e A . 

Denn es gibt in A eine Folge ((«„)) mit a n -*a'\ nach 17-8*6 ist also a' s A °, 
und weil A abgeschlossen, ist A° — A. 

1st a e i? ls b £ B 1 und a . < 6, so bezeichnen wir aucb die Inter valle a ^ x <^b, 
a C x <Z b, a <L x C b 3 a C x ^ b mit [a, 6], ( a , 6), [a, 6) , (a, 6] . ' Aus 
16-1*3 folgt dann: 

25*3-5* Die einzigen zusammenhangenden Mengen des sind: A, die 
Mengen {a}, die Inter vcdle ( a,b), (a 9 6], [a 9 b), [a, b] des R ^. 


4. Reelle Funktionen. Nach § 1, 5 liefert jede eindeutige Abbildung 
der Menge A auf eine Menge B eine Funktion f, die jedem Elemente 
a e A ein Element / (a) s B zuordnet; die Menge A heiBt der Bereieh dieser 
Funktion, und / heiBt eine Funktion auf A oder in A. Ist B ^ H l3 d. h. ist 
jeder Funktianswert / (a) eine (endliche oder unendliche) reelle Zahl, so 
heiBt / eine reelle Funktion; wo wir weiterhin von einer Funktion schlecht- 
weg sprechen, meinen wir stets eine reelle Funktion. Eine Funktion, die 
jedem as A dieselbe reelle Zahl zuordnet, nennen wir eine Konst ante. 
Wir besehaftigen uns zunachst mir mit Funktionen, deren Bereieh Punkt- 
menge eines metrischen Raumes ist (Punktfunktionen). 

Ist / eine Funktion auf A und C A. so bezeichnen wir (vgl. § 22, 3) 
als die auf C eingesehrankte Teilfunktion C 1/diejenige Funktion 
auf C, die jedem as C den Funktionswert / (a) zuordnet; der Bereieh von 
ClflstC . 

Die Funktion / auf A heiBt endli ch, werm fur jedes as A der Funktions¬ 
wert / (a) eine endliche Zahl ist. 

Ist / eine Funktion auf A, so heiBen die Zahlen sup/ (r), inf / (x) das 

xeA. xeA. 

Supremum, bzw. das Infimum von/. Ist das Supremum (bzw. das 
Infimum) von / endli ch, so heiBt / nach oben (bzw. nach unten) be- 
schrankt; ist / sowohl nach oben als nach unten beschr ank t, so heiBt/ 
besehrankt. Natiirlich kann/endlich sein, ohne besehrankt zu sein; Bei- 

spiel: sei A die Menge aller a =f= 0 des und / (ct) = —. 

a 

Wenden wir auf eine Funktion / die Schrankungstransformation an 
{§ 25, 2), d. h. ersetzen wir jeden Funktionswert / (a) durch S (/ ( a)), so ent- 
steht eine beschrankte Funktion 8 (/). 

Ist / eine Funktion auf A, und gibt es ein a s A, so daB / (a) = sup/ (x) 

(bzw. / (a) = inf/ (x)), so sagt man: der Funktionswert/ (a) ist absolutes 
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Maximum (bzw. Minimum) von f; damn ist f (x) f (a) (bzw. ^ / (a)) 
fur alle x e A. Ist f (x) Cf(a) bzw. f{x)>f(a) fur alle xsA — {a}, so 
sagt man, der Funktionswert f (a) ist ein eigentliches absolutes Maxi¬ 
mum (bzw. Minimum) von/. Gibt es eine Umgebung U a , so daB/ (x) ^ f(a) 
(bzw. ;> / (a)) fur alle x e A U a , so sagt man: der Funktionswert / (a) ist 
ein Maximum (bzw. Minimum) von /; gibt es obendrein eine reduzierte 
Umgebung U' a (§ 9, 1), so daB f(x)Cf(a) (bzw. f(x)>f(a)) fiir alle 
xsA U' a , so sagt man: der Funktionswert / (a) ist ein eigentliches Maxi¬ 
mum (bzw. Minimum) von /. 

25*4*1. 1st f eine Funktion auf der separablen Menge A, so gibt es nur ab- 
zdhlbar viele Punkte a s A, in denen f (a) ein eigentliches Maximum oder 
Minimum von f ist. 

die KLugel (§ 9, 2) vom Mittelpunkt a und Radius —, imd sei A n 
n n 

die Menge aller as A, fiir die A K a 1 / in a ein eigentliches absolutes Maxi- 

n 

mum hat; fiir je zwei verschiedene Punkte a, a* von A n gilt damn: a a' ^ , 

die Punkte von A n bilden also einen isolierten Teil von A, mithin ist A n 
abzahlbar nach 13.o«91. X)a die Menge A' aller Punkte von A, in denen / 
ein eigentliches Maximum hat, = 5 A n ist, ist auch A' abzahlbar. Ebenso 

n 

sieht man, daB die Menge aller Punkte von A, in denen / ein eigentliches 
Minimum hat, abzahlbar ist. 

5. Grenzwert. Sei / eine Funktion auf A, sei as A 1 , und b & P 1 ; wir 
sagen: / hat in a den Grenzwert b, in Zeichen: lim f (x) = b (oder 

x—*a 

f (x) b fiir x -* a), wenn es zu jedem <5 > 0 eine reduzierte Umgebung 
U' a (§ 9, 1) gibt, so daB | \f{x) — 6 [J C <5 fur alle x s A U' a . 

25*5*1. 1st f eine Function auf A, as A 1 und 6 e i? l5 so ist , damit 
lim f (x) =6 gelte, notwendig und- hinreichend , dap es zu jedem t] >» 0 eine 

x—>a 

reduzierte Umgebung U' a gebe, so dap | / (x) — 6 | <C rj fiir alle x s A U a . 

Notwendig: Nach 25«3*3 gibt es zu jedem ?] >- 0 ein <5 >■ 0, so daB aus 
1| f (x) — b ]] < <5 folgt: | f (x) — b | < 97 ; und nach Armahme gibt es ein 
U' a , so daB aus x e A U' a folgt || f (x) — b |j < S. Hinreichend: Dies folgt 
aus § 25 (3*1). 

25*5*2. Ist f eine Funlction auf A , so ist , damit f im Funkte a s A 1 einen 
Grenzwert habe, notwendig und hinreichend , dap es zu jedem <5 > 0 eine Um¬ 
gebung U' a gebe , so dap |]/(a?) — /(a/) j| < d fiir alle xsA U ' a , x's A U ' a . 
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Xotwendig: 1st llm/(jr) = 6, so gibt es ein 77', so dafi |j/( a . ) _ 6 |, < . 

A " 11 


[fix') ■ 


b < 2 fur aUe x e A L a , x' e A 77' ; wegen der Dreiecksun- 

-fi'k W -_ : ^ 


2 a ~ ~ B , nv&ou. uer -ureiecksun. 

gloiehung ^ 25 (3-0) ist dann aber ,\f(x) — f( x ') j[<<5. Hinreichend- 1st 
cbe Bedmgung erfflflt, and ist ((aj) eine Folge aus A - {a} mit a n ^ 

S ° iSt ((/! ^ eine Cauehysehe Folge bn j|; da der £ nach 25 - 8 - 1 " veil’ 
standig, gibt es also ein 6 e R lt so daS/ (a n ) - 6. Nach Annahme gibt es ein 
C ’ SOdaB < | fiir alle ^ ^ K ; wegen« n -. a , 

/ K) — b gibt es ein »• so daS a n .eU’ a nnd \\f(a n ,) — b || fflr alle 

ar£ * 4 1 a gift dann: i'f(x)— b Ji ^ |l f(x)~ f(a \ II j_ II ft 

damit ist die Behauptung bewiesenl ^ ”* + ll/K.) — 6 || <<5; 

25-5-21. 2*/ eine Function a uf A und a « A 1 , so ist, damit lim / (*) = fi 

*■'*'•** **•«“.»w»« 

es ein , so dafl 

reichend: OH. »W*Jta/(«) _ S, «, .» d >0,'i )5"' 

- 

. « J l a ») 0 II Si <5, dann 1 st a n s A ~ { a }, a -*a 

aber nieht / (a n ) - 6 . ” ’ 

25-5-3. Find/ (x), g (x) Funktionen auf A, ist lim/ (*) = 6 , l im p (sr) = c , 

taf 6 -4- c / bzir h— a £ \ * iC ~^ a 

' * ’ C ’ c) nicJlt sinnl os, so gibt es ein U' a , so 

f (x) -f- g ( 3 -) / bzw. f(x) _ o (x\ /“ t \ f ( x ) \ 

sinnlos ist. 9 {), f (x) g ( x ) 3 J fa r X£ A U' a 

wenn b, c endlfch* + ^ Beh “ ptuD S ist sioi ier richtig, 

endlieh sind fiir aUe x s A U' sS et * T ^ Z7 “’ S ° daB f ( x ) und 9 (*) 
gibt dann ein r.. so da^ ~ -A* 2 + ist c #= ~ oo; es 

-her ist f {r) +g(x) fflr kein z£j4 6 Kl dMm 

in bekannter Weise beweist man nun die Satze- 

G lU Um /(*) = 5, 50 a«cft lim |/ ( *j | . , 6 
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25*5-41- Sind f (x) , g (x) Funktionen auf A, und ist lim / (x) = b , 

x —> a 

lim g (x) — c, so ist lim max (f(x), g (a:)) =max {b, c), lim min (/ (x), g (x)) 

x—*a x—> a x-*-a ' 

— min (b, c) . 


25*5*42. Sindf (x), g (a?) Funktionen auf A, ist lim / (x) 

x —>a 

b) 


- b, lim g (x) — c 

x —► a 

und ist b -f- c I bzw. b — c , b c, —1 nicht sinnlos, so ist lim (/ (x) -f- g (a;)) 

\ c / x-*a x 7 


= b -h c I bzw. lim (/ (x) 

\ x—+ a 

/(*) bs 


g ( x)) = b — c, 


lim f{x) g (x) = be, 

it—► a 


lim 




r)- 


6 . Stetigkeit in einem Punkte. Die reelle Funktion / auf A heiBt 
stetig im Punkte as A, wenn die Abbildung, die jedem Punkte x s A 
die Zahl f ( x) zuordnet, stetig ist im Punkte a; anderenfalls heiBt sie un« 
stetig in a. In einem isolierten Punkte ibres Bereiches ist jede Funktion 
stetig. Ist / stetig im Punkte a, so beiJBt a ein Stetigkeitspunkt, anderen¬ 
falls ein Unstetigkeitspunkt von /. 

Sei/eine Funktion auf A, sei <7 £ A und as G; ist dann/stetig im Punkte 
a, so ist auch die Teilfunktion <71/ stetig im Punkte a ; umgekehrt kann 
naturlich <7 1/ stetig sein in a, ohne daB / stetig in a ware; ist <7 1/ stetig 
in a , so sagt man auch: / ist stetig auf <7 im Punkte a. 

25*6*1- Ist f sine Funktion auf A und as A, so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, dap fur jede Folge {(a n )) aus A mit a n -~+ a gelte : 

/<®n) -/(«)• 

Dies folgt aus 28-1-21. 

25*6*2- 1st f eine Funktion auf A und a & A h , so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, dap lim / (a;) = / (a) sei. 

x—*a 

Dies folgt, da nach § 12 (2*1) A h £ A 1 , aus 25-6-1 und 25-5-21. 

25-6*21. Ist f eine Funktion auf A u?id as A, so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, dap es zu jedem <3 > 0 eine Umgebung U a gebe, 
so dap 11 / (x) — /(»)[[ Cd (oder, wenn f (a) endlich, so dap \f (x) — f (a) \<Z <5) 
fiir alle x e A U a . 

Das ist trivial, wenn as A — A h , d. h. wenn a ein isolierter Punkt von A 
ist; es folgt, wenn asA h , aus 25-6-2 (bzw. aus 25-6-2 und 25-5-1). 

Sind / und g Funktionen auf A , so besteht der Bereich von / •+• g aus 
alien PunktencseZl, fur die / (a) -f- g (a) nicht sinnlos ist (§ 25, 1). Ana- 
f 

loges gilt fiir /— g, f g, — . 
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25*6*3. Bind f und g Funktionen auf A, ist B der Bereich von f -f g 
von f _ g, fg, — J , ist as B, und sind f und g stetig in a, so gibt es 

eine Vmgebung U a , so dap A L a £ B . 

Dies folgt axis 25*6*2 und 25*5*3. 


Aus 25*6*2 und 25*5*4, 25*5*41, 25*5*42 folgen die Satze: 

25*6*4. 1st f (x) stetig in a., so auch j / (x) | . 

25-6-41- Sind f, g Funktionen auf A, die stetig sind in a, so sind auch die 
Funktionen mas (/ (x), g (x)) , min (/ (x), g (x)) stetig in a. 

25*6*42. Sind f , g Funktionen auf A , ist B der Bereich von f + g 

( bzu\ von f —g 3 f g , —] , ist as B und sind f und g stetig in a, so ist 


auch f -t- g ( bzw. f — g , fg } —j stetig 


Sei / eine Funktion auf A, sei B die Menge aller f (x) (x s A), und sei g 
eine Funktion, deren Bereich ^B ist; dann ist g (/ (x)) eine Funktion auf 
A; sie heUBt die aus / und g zusammengesetzte Funktion. Fur sie 
gilt: 

25*6*5. 1stf stetig im Punkte as A, und ist Big stetig vm Punktef (a) & B, 
so ist auch die zusammengesetzte Funktion g (/ (x)) stetig im Punkte a. 

Dies folgt' unmittelbar aus 22*1*4. 


7. Stetige Funktionen. Ist A der Bereich der Funktion /, und ist / 
stetig in jedem Punkte as A, so heiJBt die Funktion f stetig (oder ausfiihr- 
licher:eine stetige Funktion auf A). Jede Funktion/, deren Bereich 
eine isolierte Menge ist (§ 12, 3), ist stetig. Ist C A, und ist die Funktion 
C 1/stetig, so heiGt/stetig auf C. Ist A der Bereich von/, ist C ^ A und 
/ stetig, so ist auch C If stetig, d. h. / ist stetig auf C. 

Ordnei die Funktion / (x) auf A jedem x s A denselben Funktionswert c 
zu, so ist sie stetig; d. h.: jede konstante Funktion ist stetig. 

Ist Fj ein metrischer Baum, bs E t B B , so sind die Abstande xb, x B 

Funktionen, deren Bereich E ist; zufolge 25*6*1 und 17*8*31 gilt von ihnen: 

25*7*1- Die Funktionen x b und x B sind stetig. 

25*7*2. 1st der Bereich A der stetigen Funktion f in sich kormpalct , so ist 
awdh die Menge M alter Werte / (x) (x s A) in sich kompakt x ). 

Dies folgt aus 23*3*1. 


l > D&bei ist es, wenn / endlich ist, gleichgiiltig, ob M als Menge im oder im B t 
anfgefaBt wird. 
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25-7-21. 1st der Bereich A der stetigen Funktion f in sick kompakt, so gibt 
es einen Punkt af e A, in dem f(a') ein absolutes Maximum, und einen Punkt 
a" s A, in dem f(a") ein absolutes Minimum ist. 

Dies folgt aus 25*3*4, denn nach. 25*7*2 ist die Menge M aller Werte f(x) 
(x £ A) in sich kompakt, also nach 15*2*22 anch abgeschlossen. 

25*7*22* Hamit auf der Menge A jede stetige , endliche Funktion beschrankt 
sei 3 ist notwendig und hinreichend, daft A in sick kompakt sei. 

Kotwendig: Ist A nicht in sich kompakt, so gibt es einen nnendiichen 
Teil {%, a 2 , . . ., a n , . . .} Ton A, der keinen Haufungspunkt a A besitzt; 

dann gibt es zu jedem a n ein positives g n <C —, so daB die ELugeln Fa n e n 
disj’unkt sind; wir setzen B = A — S K a D und definieren eine Funktion 

f auf A durch: / { x ) —0 fiir xe B; f(x) — n ^ 1 — j fur x £ A F„ n 6n ; dann 

ist / endlich, aber nicht beschrankt, da f{a n ) — n. Es ist noch zu zeigen, daB 
/ stetig in jedem Punkte as A. Das folgt aus 35*7*1 wenn a s . 

Sei also a — e 2, * • .)* d. h. aeB. Dann ist /(a)=0; 

nach 25*6*1 ist also zu zeigen: fur jede Folge ((&„)) aus A mit b v —*a gilt 
f(b v )—* 0* Ware dies nicht der Fall, so gabe es ein <5 ;> 0 und eine Teil- 
folge ((b v .)), so daB f(b v .) ^ 3 fur alle i; wegen / (b v .) > 0 liegt jeder 
Punkt b v . in einer der Kugeln K a Q ; wegen f{b v ) ^ S, b v ,-*a und 
a~e K a 0 kann aber keine der Kugeln K a 0 unendlich viele b v ent- 
halten; unter den b v mtissen also Punkte aus unendlich vielen ver- 

i 

schiedenen K a ^ Q ^ vorkommen; wegen b v -*a, g n <Z — ware aber dann a 

Haufungspunkt der Menge {a ± , a 2 , . . a n , . . was unmoglich, da diese 
Menge keinen Haufungspunkt eA besitzt. Hinreichend: Dies ist ent- 
halten in 25*7*21. 

Aus 22*2*1 entnehmen wir: 

25*7*3* Ist A der Bereich vonf, ist A f ein in sich kompakter Teil von A und 
ist f stetig in jedem Punkte x s Aso gibt es zu jedem <5 > 0 ein cr > 0, so daft 
fiir je zwei Punkte a s A und af e A' mit a a* <ia die Ungleichung gilt 

||/(«)- /(«') II <<3* 

Me Funktion / auf A heiBt gleichmaBig stetig (vgl. § 23, 4), wenn es 
zu jedem <5 > 0 ein a > 0 gibt, so daB fiir je zwei Punkte a s A, a's A mit 
a a' < g gilt: ([/(«) — / (a/) 11 < 3; ist f beschrankt, so kann es nach 
25*3*3 statt dessen heiBen: I f (a) — f (a') [ <C <5 - 

25*7*31* Hamit jede stetige Funktion auf A gleichmaBig stetig sei, ist not - 
wendig und hinreichend, dafi A in sich kompakt sei. 
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Xotwendig: Dies zeigt die beim Beweise von 25*7-22 konstruierte 
Funktion / (x). Hinreichend: Dies folgt ans 25-7*3. 

Die Funktion/ auf A heiBteine Darbouxsche Fnnktion 1 ), wenn eszu 
je zwei Punkten a x e A, a 2 e A mit /(%)</ (%) und zu jedem der TJnglei- 
ehung / (a-j) < y < f(a 2 ) genugenden y ein as A mit / (a) — y gibt; d. h. 
(wegen 25-8*5), wenn die Menge aller Funktionswerte f{x) (xsA) zu- 
sammenhangend ist. 

25-7*4- Damit jede stetige Funktion auf A eine Darbouxsche Funktion sei, 
ist notwendig und hinreichend , dafi A zusammenhangend sei. 

Xotwendig: 1st A unzusammenhangend, so gibt es nach 16-1-1 eine 
Zerlegung A = A x -j- A 2 in zwei fremde Summanden, die beide A und 
offen in A sind. Setzen wir / == 0 auf A x , / — 1 auf A 2 , so ist / eine stetige 
Funktion auf A, aber keine Darbouxsche Funktion. Hinreichend: Xach 
28-5-1 ist die Menge Jf aller f (x) (xsA) zusammenhangend. 

Ein Beispiel einer Darbouxschen Funktion im R ls die nicht stetig ist, 

liefert die durch f(x) = sin -i- fiir x =4= 0 , / (0) — 0 definierte Funktion, die 

im Punkte 0 unstetig ist. Es gibt sogar im Darbouxsche Funktionen, die 
in jedem Intervalle [a, 6] jeden beliebigen Wert z s R 1 annehmen (rnithin 
in keinem Punkte stetig sind); man zerlege, um eine solche Funktion zu er- 
halten, den i?j inK fremde, im dichte Summanden, ordne in ein-eindeu- 
tiger Weise jedem z s R-^ einendieser Summanden M z zu, und setze f (x) — z 
fiir x s . Eine solche Zerlegung des R ± in X fremde dichte Summanden 
erhalt man z. B. in folgender Weise: wir ordnen jeder dyadischen Folge 

d = ((A*„» (§ 18, 7) die Menge A d aller in der Form g 4- oder 

9 4- % — -r » - * -f-§§^ ~r 2 darstellbaren Zahlen zu. Wo g eine 

ganze Zahl, g l3 g 2 , . . g 2n -i eine der beiden Zahlen 0, 1 bedeutet und 
g 2n = 1 ist; jede dieser Mengen A d ist dicht im R ± und verschiedenen 
dyadischen Folgen d entsprechen fremde Mengen A d \ auch die Menge A 
aller x e R t , die zu keiner Menge A d gehoren, ist dicht im R 1 ; da es nach 
5-2*2 X dyadlsche Folgen gibt, liefern die Mengen A d zusammen mit A eine 
Zerlegung des R 2 in X fremde, im dichte Summanden. 

25-7*5. 1st f eine stetige Funktion auf A, und ist G dicht in A, so ist die 
Funldion f durch ihre Teilfunktion C If vollig bestimmt . 

J ) Ahweichend hiervon bezeichnen mane he Autoren eine Funktion f auf A als 
Darbouxsche Funktion, wenn Af If fur jeden zusammenhangenden Teil A.' von A 
eine Darbouxsche Funktion im Sinne des Textes ist. Wie aus 25-7-4: hervor- 
geht, ist jede stetige Funktion in diesem Sinne eine Darbouxsche Funktion. 
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Dies ist ein Spezialfall von 22-3-1. 

25*7*6. 1st A separabel , .so hat die Menge <5 alter stetig en Funktionen auf A 
die Machtigkeit X. 

Da jede konstante Funktion stetig ist, hat S mindestens die Machtig- 
keit K. Da A separabel, gibt es nach 18-1-3 einen abzahlbaren in A dichten 
Teil G ; da nach § 5 (2*0): = X ist, hat nach 4*3-2 die Menge aller Funk¬ 

tionen auf C die MachtigkeitX, also hat nach 25-7-5 <& auch hoehstens 
die Machtigkeit S. 

Literatur: Satz 25*7*4 ist bekannt als ,,Zwischenwertsatz ec ; er wurde zuerst 
exakt von B. Bolzano (1817) bewiesen. DaB es auch unstetige Funktionen gibt, fur 
die der Zwischenwertsatz gilt, hat G. Darboux betont (Ann. fDc. F'orra. (2) 4 (1875) 
S. 109); obiges Beispiel stammt von H. Lebesgue, Le§ons sur l’integration S. 90. 
fiber Darbouxsche Funktionen: C. H. Rowe, Am. Bull. 32 (1926) S. 285. 
Th. Radakovic, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931) S. 117; 39 (1932) S. 22 9. 

8 . UrMldmengen. Sei / eine Funktion auf A. Wir bezeichnen (§ 1, 3) 
mit [/ ( dc) > a] die Menge aller x e A, fur die / ( x ) > a gilt, und analoge 
Bedeutung haben die Symbole [/ ( x ) <«],[/ {x) = a ], [a <Cf {x) <Z b ] usf. 

25*8*1. Ist f eine stetige Funktion auf A , so sind fur jedes y e die Mengen 
[/ (^) >* y\ und’ [f (£) < y\ offen in A , die Mengen [f (x) ^ ?/] und 
[f (x) <; */] abgeschlossen in A. 

Da die Menge aller y, sowie die Menge aller z<C.y offen (und die Menge 
aller z ;> y, sowie die Menge aller z <i y abgeschlossen) im ist, folgt dies 
aus 23-2.1 und 23-2-11. 

25*8*11. 1st f eine Funktion auf A, ist die Menge M dicht im Ii 13 und sind 
fur jedes zs M die Mengen [/ (x) ;> z] und [/ (x) < z] offen in A , so ist f 
stetig . 

Sei a s A und y* </ (a) ; dann gibt es ein z* s M y so daB y* <1 z* C / (a) ; 
dann ist a & [/ (x) > z*], und da diese Menge offen in A, gibt es eine Um- 
gebung U* a , so daB A U* a £ [/ (x) > z*J; dann ist f(x) > y * fur alle 
x e A U* a . Ebenso gibt es zu jedem y** > / (a) ein U*f , so daB/ (a:) < y** 
fur alle x s A . Setzen wir U a = U* a , so ist also y* <Zf ( x ) < y**- 
fiir x e A U a . Daraus folgt: zu jedem <5 ;> 0 gibt es ein U a , so daB \\ f (x) 
— / («) i| C 6 fur alle xe A U a . Also ist / stetig nach 25-6-21. 

25*8*12- 1st f eine Funktion auf A, ist die Menge M dicht im iR ly und sind fur 
jedes z s M die Mengen [/ (x) z] und- [f (x) <; z] abgeschlossen in A, so ist f 
stetig. 

Da [f{x) ^ z] — A — [f(x) Cz] 3 ist die Menge [/(£) < z] offen in A, 
ebenso die Menge [/ (x) > z]; die Behauptung folgt also aus 25*8*11. 
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23-8*13. 1st f eine stetige Funktion auf A, so ist fiir jedes a e B 1 die Menge 

[fix) — a| abgeschlossen in A. 

Dies foist wegen [/ (xj = «]==[/ (/) ^ a ] If (*) ^ a \ aus 25*8-1. 

Die Urnkehronc von 25-8*13 gilt niekt. Beispiel im JR 1 : f (x) ~ — fiir 

x =*= 0, f «)\ = <». 

25*8*11. /-si B o/J-en in A , so gifo os eiree steBgre Funktion f auf A, so 
dap If si, > 0] ~ B (bztc. f/(x) < 0] — B) zazd [/(x) == 0] = -4 — B. 

Dies ist trivial, we mi B — A. Sei also B ff A; setzen wir A — B = C, so 
ist .1 unci abgeschlossen in -4, und die naeh 25-7-1 stetige Funktion 

fix) = x C (bzw. f\x) = — x C) leistet zufolge 10-5-62 das Verlangte. 
25-8*2. /.?£ *4 = «S A P , iro die .4, of fen in A, ist f eine Funktion auf A, und 

ist A v If stetig fur alle v, so ist auch f stetig. 

Setzen wir A v !/ = /», so ist [f (x) > y] — S [/„ (x) > ?/]; weil /„ eine 

V 

stetige Funktion auf _4. , ist hierin naeh 25-S-l [f v (x) > ?/] offen in ^4 V , und 
well A v offen in A, ist auch [/> (x) Z> J/] offen in xl, also nach 10*1.2 auch 
[/ (A) Z> y\ offen in A, also ist / stetig nach 25-S-ll. 

25- 8*21. Ist A = A l — A 2 — ... -r A n , wo A v (v = 1,2, .. ., n) abge- 
schlossen in A . und ist A, 1 f stetig (v = 1, 2, . . n) J so ist auch f stetig. 

n 

Setzen wir A v l/ = / r , so ist [/(x) ^ y] = S' [/„ (x) ^ #]; hierin ist 

V — 1 

[/, C xi y\ naeh 25*8*1 abgeschlossen in A v . also auch in A; nach 10-2-1 
isx also auch [/ (x) ;> v] atgeschlossen in A, also ist / stetig naeh 25*8*12. 

§ 26. Unstetige Funktion en. 

1- Die Hiille einer Funktion. Sei X ein metrischer Raum, A CZ x 
und / eine reelle Funktion auf A. Zu jedem Punkte a e A 0 bilden wir die 
Menge aller y e R l3 zu denen es eine Folge ((a n )) aus A mit a n -+ a und 
f i a %) y gibt; diese Menge nennen wir die Hiille von / in a und be- 
zeichnen sie mit Pf (a), oder, wenn kein Zweifel bestehen kann, mit F°(a). 
Ist a £ A und setzen wir a n = a, f (a n ) = f {a) } so gilt a n — a t f (a n ) -—/ (a); 
fur Jedes a e A gilt also / (a) e P° (a). Fiir jeden isolierten Punkt a von A 
ist F J (a) = { f(a)j. 

26*1*1. Ist a s Aa n e A, a n —* a und ist b Haufungsgrunkt der Folge 

({/!««))), so ist b € P° (a). 

Deim nach 17*3-5;J gibt es eine Teilfolge ((a^)), so daB / (a^) -*b. 

26- 1-11- Ist a s -4°, b £ Itj, so ist , da mit b s P° (a) sei, notwendig und hin~ 
rtichend , dap es zujeder Umgebung U a undjeder Vmgebung U b ein xsAU a 

mit f (x) £ U b gebe. 
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Notwendig: 1st b e P° (a-), so gibt es in A eine Folge ((. a n )) mit a n ^a, 
f(a n )-*b; dann ist a n eA U a , f {a n ) s U b fur fast alle n. Hinreichend: 
Nach Annahme gibt es ein a n & A K a l, so dab / (a n )s K b l \ dann aber gilt 
a n -> a, f (a n ) — b, mithin b e P° (a). 

26*1*2. Die Menge P° (a) ist abgeschlossen im 

Sei b s (P° (a)) 0 ; wir baben zu zeigen: dann ist aucb b s P° (a). Nach 
10*5*4 gibt es in jeder Umgebung XJ b ein b's P° (a); da TJ b aucb eine Um- 
gebung U b , ist, gibt es nach 26*1*11 in jeder Umgebung U a ein xe A U a 
mit f (x ) s U bs also gilt nach 26*1*11 b s P° ( a) 3 w. z. b. w. 

Machen wir Gebrauch von der Abweichung e (M, M') zweier Mengen 
(§ 9, 6), so gilt: 

26*1*3. Sind f und g Funktionen auf A, und gibt es eine Umgebung U a 
des Punktes a s A 0 , so dafi \\f (x) — g ( x ) || ^ k fur alle x s A U a , so ist 
e(P°(a), P°(a)) k. 

Sei b s P® (a); dann gibt es in A eine Folge ((a n )) mit a n ~* a, f (a n ) -*b\ 
die Folge ((g (a n ))) hat, da der P x in sich kompakt ist, mindestens einen 
Haufungspunkt c, und nach 26*1*1 ist c e P° g (a). Nach Annahme ist \\f (a n ) 
— 9 ( a n) || ^ k fiir fast alle n; aus § 25 (3*2) folgt also auch || b — c || ^ k; 
zu jedem b £ P? (a) gibt es also ein c e P° (a) mit || b — c\\ k; somit ist, 
wenn wir P° ( a ) = P, P° {a) — C setzen: sup b C ^ k. Ebenso zeigt man: 

bsB 

sup cB <^k; also ist auch e (P, C) ^ k , d. h. e (Pf (a), P° g ( a )) ^ k. 

ce C 

26*1*4. Sei A kompakt , / eine Funktion auf A, und B die Menge alter 
Funktionswerte f (a) (as A); dann gibt es zu jedem b s B° ein a e A 0 , so daft 
b e P° (a). 

Nach 17*8*6 gibt es in B eine Folge ((£>„)) mit b n ->b; sei b n —f ( a n ); da A 
kompakt, hat nach 17*2*3 ((a n )) einen Haufungspunkt as A 0 ; in ((a n )) gibt 
es eine Teilfolge ((a n )) mit a n ^~*a; wegen b n b ist auch b n ^ —* b, d. h. 
f (a n f) -> b , also ist b e P° (a). 

Ordnen wir jedem xsA° jedes y e P° (x) zu, so entsteht eine Abbildung 
von A 0 auf eine Punkfcmenge des P ± ; diese Abbildung bezeichnen wir mit 
Pf (oder P°); dann ist die Relation x P° y gleichbedeutend mit y s Pf (x)+ 
26*1*5- Die Abbildung P° von A 0 ist oberhalb stetig. 

Ha der Pj in sich kompakt ist, geniigt es nach 21-2-21, zu zeigen: Ist as A 0 
und ((a tt )) eine Punktfolge aus A 0 mit a n — a, so ist lim P° (a n ) ^ P° (a). Sei 

n 

b s lim P° ( a n ); dann gibt es nach 17*3*521 eine Indizesfolge ((n v )) und ein 

n 

b n ^ s P° (a n ) , so daB — 6; nach 26-1-11 gibt es ein a'^ s A , so dab 
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a;. a, v < 1 , fia'^ — b^ < * ; dann ist auch a„ v — a , f (a n J — b, 
also ist b s P° {ai . Aus b s lim P° (ff„) folgt also b e P° (a ): d. h. es ist 

n 

lim P* } ( a n ; 5 P° (as , w. z. b. w. 

n 

2. Die Selirankenfnnktionen. Sei wieder X ein metrischer Baum, 
A ^ X, / eine reelle Funktion auf -4; sei a s A 0 und P° (a) die Hiille von/ 
in a. Da P° (cii nach 20-1-2 abgeschlossen, gibt es nach 25-8-4 unter den 
Zahlen von P° [a) eine groBte und eine kleinste; wir bezeichnen sie mit 
/(a) bzw. f (a), und cennen sie die obere bzw. untere Schranke von/ 
in a; es sin df und/Funktionen auf A °, die wir als die obere bzw. untere 
Sehrankenfimktion von / bezeichnen. Da / (a) e P° (a) war fur a s A, 
so ist / (a i <; / \a\ ^ / (a) fiir a s A. Fur jeden isolierten Punkt a von A ist 
f(a} = f(a) =f(a). 

26-2-1. Ist a £ A G und \(C na )) e * ne s * c h au f a zusammenziehende Umgebungs- 
folge f : § 13, lj, so ist: f (a) = lim sup / (x): / (a) == lim inf / (#). 

n ** Ar na _ n XsAU na 

Wir setzen sup / (a-) = g n . 1st p <C/ (a) > so gibt es nach 26-1*11 ein 
xsA U na mit /(jr) > p: also ist g n ^/ (a) fiir alle w; also ist lim g n ^f{a). 

n 

Bleibt zu zeigen, daB auch Km g n <Lf(a). Sei q > f {cl); die Menge H 

n 

aUer z £ Pj mit z < q ist offen ini JR 1 und es ist _P° (a) ^ H ; aus 26-1-5 folgt 
also: es gibt eine Umgebung U a , so daB P° (x) £ H fiir alle xsA U a ; 
wegen / {x) e P J (x) ist dann f (x) <C q fiir alle xs A U a ; da U na ^ U a 
fiir fast alle n, ist also g n q fiir fast alle n, und mithin Km g n f (a), 
w. z. b. w. n 

Aus 26-2-1 folgt unmittelbar: 

26-2*11. 1st a e A 0 , so gibt es zu jedem z^> f (a) {bzw. z<C f (a)) eine Um¬ 
gebung U a , so dap //)<: {bzw. f ( x ) ;> z) fur alle x s A U a ; und zu jedem 
z </ i a ) {bzw. z ;> / (a)) gibt es injeder Umgebung U a ein x e A mit f (x) > z 
{bzw. fix) < z). 

26-2-2. Fiir jede in X offene Menge G, fiir die A G A, ist: 
sup / {x) — sup f (x), inf f{x) = inf f(x). 

xmAG xs A' G xeA G xsA°G ~ 

Wir setzen sup / (x) — g . Es gibt in A 0 G eine Folge ((a; n )) , so daB 

xeA‘>G 

— da G offen, gibt es nach 26-1-11 ein x n eAG, so daB 
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11/(0 —/(*») II < > als o is* sup /( X) ^g. Da aber f (x) «; / (x) fur 

rb xsAG 

alle xsA, ist auch sup /(as) ^ g. Also ist sup f (x) = g, w. z. b. w. 

xsAG xsAG 

26-2-3. 1st A kompakt, so gibt es ein a's A 0 und ein a" s A°, so daft 
f (a') = sup f(x), / ( a .") = inf / (x) . 

xe A xsA 

Wir setzen sup f ( x ) = Bezeichnen wir mit I? die Menge aller Funk¬ 
iest 

tionswerte f (x) (x s A), so ist g s B°; also gibt es nach 26.1*4 ein a' s A 0 , 
so daB g e P° (a '); dann aber ist g die groBte Zahl in P° (a'), also / {a') = g . 

26*24. Damit f stetig sei im Punlcte a e A, ist notwendig und hinreichend, 
dap f (a) = f (a) (= / ( a )) sei. 

Denn / (a) — f (a) ist gleiehbedeutend mit P° (a) — {/ (a)}; d. li. fiir 
jede Folge ((a n )) aus A mit a n -+a gilt / (a n ) —/ (a ); die Behauptung folgt 
also aus 25-6.1. 

3. Die Schwankung. Ist f eine Funktion auf A, ist g das Snpremum, 
h das Infimum von / (§ 25, 4)., so heiBt die Zahl coj (A) = \\ g — 7b |[ die 
Schwankung von /. Ist A f ^.A, so heiBt die Schwankung von A' 1 / 
die Schwankung von / auf A '; sie ist < co f (A). Ist as A 0 , so heiBt 
die Zahl co f (a) || = /(a)—/ (a) |[ die Schwankung von / in a; es ist 
CQf (a) eine Funktion auf A 0 , die wir als die Schwankungsfunktion von f 
bezeichnen ; wo kein Zweifel moglich ist, schreiben wir co ( a ) statt co f (a). 
In jedem isolierten Punkte a von A ist co (a) = 0. 

26-3*1. 1st a e A 0 , ist {(U na )) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungs - 
folge, und ist co n die Schwankung von f auf A U na , so ist oj (a) — lim co n . 
Dies folgt wegen § 25 (3*2) aus 26* 2*1. 

26-3-11. Ist a £ A 0 , so gibt es zu jedem z> co (a) eine Umgebuing U a , so dap 
11/ ( x ) — / (a/) || < z fiir alle x s A U a , x r £ A U a ; und zu jedem z < co (a) 
gibt es in jeder Umgebung U a ein x' e A U a und ein x” e A U a , so daft 
11/00 —f(x") II > z. 

Dies folgt aus 26-3-1. 

26-3-12. Ist as A, so gibt es zu jedem z <C co (a) und zu jeder Umgebung 
U a ein xsA U a , so dap || f (x) — / (a) || > -|* ' 

Denn anderenfalls ware fiir alle a/ eA U a , x" s A U a : 

!!/(*') — /(«) ||^|-, II/<*">— /(a) I! ^ ll/^)-/^) ll^ 3 ' 

im Widerspruche mit 26-8.11. 
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26-3*2. Damit f stetig sei im Punkte a s A, ist notwendig und hinreichend, 

dafi co (a) — 0. 

Dies folgt axis 26*2*4. 

26-3-3. 1st A' ein in sic7i kompakter Teil von A, mid ist co (x) k fur alle 
jce A', so gibt es zu jedem z > k ein cr > 0, so dap fur je zivei Punkte a e A, 
a f e A ' mit a a f < a die Ungleichung gilt : \ f (a) —/ ( a ') || C z. 

Anderenfalls gabe es ein £, ein a n e A und ein a n eA\ so daJ3 a n a n <C , 

f {a n ) — f(a' n ) j ^ z . Da A' in sieh kompakt, hat ((a n )) einen Haufungs- 
punkt a e A\ und es gibt eine Teilfolge ((a„ v )) mit a'„ v — a; wegen a n a n C~ 
ist dann auch a n — a. ZSTach Annahme ist co (a) k <Z z, also gibt es nach 
26-3-11 eine Umgebung U a , so daB f (x) —/ (P) jj <2 fur alle x e A U a , 
P £ A V a : da a n e A U a . a T e A U a fiir fast alle v, steht dies in Wider- 
sprueh mit _’ / (a n ) — / ( a n ) ^ z. 

26*3*31- 1st A in sich kompakt und ist oj ( x ) ^ k fur alle x e A, so gibt es 
zu jedem zz> k ein g> 0, so dap fiirje zicei Punkte as A, a' e A mit a a,' <Zcr 
die Ungleichung gilt : / (a) —/ (a r ) [ <C s. 

Dies folgt a us 26*3*3 fiir A' — A. 

Die Satze 26-3-3, 26-3-31 enthalten (fur k — 0) die Satze 25-7-3, 25-7-31. 

26-3*4. Fiir jedes k ist die Menge alter a e A 0 mit co (a) ;> k abge¬ 
schiossen. 

Sei B diese Menge und b e J5°. In jeder Umgebung U b gibt es ein a e B; 
da U h aueh eine Umgebung Ton a ist, gibt es nach 26-3*11 in U b zu jedem 
s -< k zwei Punkte x, P von A, fiir die 11/(x) —/ (p) : ;> z; nach 26-3-11 
ist also m (b) ;> k, d. h. es ist b e B. Aus b e B° folgt also b e B, somit ist B 
abgeschiossen. 

26*3*41- Fiir jedes k ist die Menge alter a s A mit co (a) ;> k abgeschiossen 
in A, und 1 cenn k z> 0 ist, auch abgeschiossen in A h . 

Seien B und B r die Menge aller x e A 0 , bzw. aller x e A mit co ( x) ^ k. 
Da B f = A B und nach 26-3*4 B abgeschiossen, ist B' abgeschiossen in A. 
Ist k > 0, so ist, da co (x) = 0 fiir alle x s A — A h gilt: B / £ A h , also 
JR' — A h B, also ist B' auch abgeschiossen in A h . 

4. ^erteilnng der Unstetigkeitspxmkte. Sei wieder / eine Funktion 
auf A ; wir betrachten die Menge aller ihrer Unstetigkeitspunkte. 

264*1. Die Menge C aller <D nstetigkeitspunkte von f ist ein F a in A und 

in A h . 
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Sei C n die Menge aller x e A mit co (x) ^ —; dann ist nach 26-3-2 C — 

n 

S C n> die Behauptung folgt also aus 26-3-41. — Die TJmkehrung werden 
» 

wir in 26-4-8 beweisen. 

26-4-11. Die Menge D aller Stetigkeitspunkte von f ist ein G 6 in A. 

Demi nach. 26-4-1 ist A — D ein F a in A. 

Ist/eine Funktion auf A, die in jedem Punkte y e A unstetig ist, so heiBt 
/total unstetig. 

26*4*2. 1st A ~2) A und insichdicTit , und sind z 2 zwei verschiedene Zahlen , 
so gibt es auf A eine total unstetige Funktion , die nur die zwei Werte z 1 , z 2 
annimmt. 

Nach 12-4-6 zerlegen wir: A = B -f- {A — B), wo B und A — B dicht 
in A. Setzen wir / ( x ) = % fiir x e B s f {x) — z 2 fur x e A — B, so leistet / 
das Verlangte. 

26*4*3. 1st C ein F a in A h , so gibt es auf A eine Funktion f, die unstetig 
ist in alien Funkten von C, stetig in alien Punkten von A — C. 

Sei G — S C n , wo C n abgeschlossen in A h ; da A h nach 12-2-3 abgeschlossen 

n 

in A, ist nach 10-8*5 C n auch abgeschlossen in A. Seien , C" insichdichter 
Kern und separierter Bestandteil (§ 12, 7) von C 1 , und C' n , C" insichdichter 
Kern und separierter Bestandteil von C n — {C 1 -f- . . . -f- C n _ i); dann ist 
C = S (C' n + C"), und die Mengen C' 13 C", C' 23 C 2 , . . . sind disjunkt. Falls 

n 

C n ^A, sei (gemaB 26-4-2) f n eine total unstetige Funktion auf C' n , die nur 

die Werte 0 und — anninunt. Nun definieren wir eine Funktion / auf A 
durch: 71 

f ( x ) = f n (x) fiir xsC' n i f (x) = ~ fur xeGf (x) = 0 fiir x e A — G . 

Diese Funktion leistet das Verlangte: Sieist stetig in jedem Punkte von 
A — C; denn sei a s A — C und (( a v )) eine Punktfolge aus A mit a v -*a; 
da a ~ & (C-l -f -j- . . . + C n ) und C ± -f- C 2 -f- - * . -f C n abgeschlossen 
in A, gilt auch a v ~ s C 2 + - • * 4* C n ) fiir fast alle v ; mithin ist 

O ^ f(a v ) <— fiir fast alle v; und da dies fiir jedes n gilt, ist f (a v )-+0; 
n 

wegen a s A — 0 ist aber auch / (a) = 0, also ist/stetig in a, wie behauptet. 
Die Funktion / (ar) ist unstetig in jedem Punkte von C ; denn sei 
a e C\ dann gibt es ein n, so daB entweder a e Cf n oder a s Cf ; ist a s C n , 

so ist / unstetig in a 3 weil/ rt = C' n lf unstetig in a ; ist a e G", so ist /(«)= — ; 
da Gf n = (C n — -f-... + G n _f )) s , ist nach 12-7-2 (C n (Gj -f-... A~ £»-i ))? 

Hahn, Eeelle ronfetiorten. 18 
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dicht in C'f, es gibt also in (C n — (C ± + * * ■ 4- Q-i ))j eine Folge ((a v )) 

mit a v —* a : dann ist a y isolierter Punkt von C n — (C ± -{-••* 

und wegen C n = Hauf ungspunkt von A, es gibt also ein a v e A, so daB 

a v a., C ~ und a' — e (C n — (C ± -4- * * - + Cn-i)) > d. li. a v ~ e (C n + Cf)\ 
also ist /(«') = 0 oder = ~ (& 4= ti); wegen / (a) = ^ gilt also nicht 
/ («' I —/ (a), nnd da aus a v -* a, a' a„ < ~ folgt: a' v -+a, ist / nnstetig in a. 

Lateral ur: Satz 26*4-11 geht zuriick au£ W. H. Young, Wien. Ber. 112(1903) 
S. 1307. 

5. Punktweise unstetige Funktion en. Eine Funktion / auf A heiBt 
punkrweise nnstetig, wenn die Menge der Stetigkeitspunkte von / 
dicht in A ist; insbesondere ist also jede stetige Funktion punktweise un- 
stetig. 1st A separiert, so ist jede Funktion / auf A punktweise unstetig, 
denn naeh 12-7-2 ist A - dicht in -4, und in jedem Punkte von A j ist / stetig. 

26*5*1- 1st f punktweise unstetig, so ist fur -jed.es k > 0 die Menge alter 
as A mit cj (a) ^ k nirgends dicht in A. 

Sei B diese Menge und C die Menge der Stetigkeitspunkte; da co ( x ) = 0 
fiir x € C, ist C ~ -.4 — B ; und da naeh Armahme C dicht in A, ist auch 
A — B dicht in A : da B naeh 26-3-41 abgeschlossen in A, so ist naeh 11-2-51 
B nirgends dicht in A. 

26-5*11. 1st f punktweise unstetig, so ist die Menge B alter Unstetigkeits- 
punkte von f von erster Kategorie in A. * ^ 

Denn ist B n die Menge aller a e A mit co (a) ^ —, so ist B = S B n ; die 
Behauptung folgt also aus 26-5-1. 

Ist -4 eine Youngsehe Menge, so konnen diese Satze umgekehrt werden: 

26-5*2. 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A und ist die 
Menge B aller Vnsteiigkeitspunkte von f von erster Kategorie in A, so ist f 

punktweise unstetig. 

I>eim die Menge A — B der Stetigkeitspunkte von / ist eine Hesidual- 
menge (§ 19, 7), also naeh 19-7-51 dicht in A. 

26-5-21* 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A , und ist fiir 
jedes k > 0 die Menge B% aller a e A mit co (a) ^ k von erster Kategorie in 
A, so ist f punktweise unstetig. 

Denn dann ist naeh 19-4-2 auch die Menge B~ S Bl von erster Kategorie 

n n 

in und da B die Menge aller Unstetigkeitspunkte von / ist, folgt die Be¬ 
hauptung aus 26-5-2. 
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26 * 5 * 22 . 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A , und ist fur 
jedes Jc > 0 die Menge alter a e A 0 mit co (a) :> k von erster Kategorie in A 0 , 
so ist f punktweise unstetig. 

Dies folgt aus 19*4-82 und 26*5*21. 

Die Satze 26*5*11, 26*5*2 konnen zusammengefaBt werden in: 

26 * 5 * 23 . Ist f eine Funktion auf der Youngschen Menge A s so ist 3 damit f 
punktweise unstetig sei, notwendig und hinreichend 3 daft die Menge der Stetig- 
keitspunkte von f eine Besidualmenge in A sei. 

Eine Funktion im B l3 die stetig ist in alien irrationalen, unstetig in alien 
rationalen Punkten des B^, ist punktweise unstetig; eine solche Funktion 

erhalt man z. B., indem man setzt: / (x) = 0, wenn x irrational; / (x) ==~, 
wenn x =■ -\- — {p, q teilerfremde natiirlielie Zaklen); / (0) = 1. Eine Funk¬ 
tion im B ± , die stetig in alien rationalen, unstetig in alien irrationalen 
Punkten ware, kann es nicht geben; dies folgt aus 26*5*11, weil die Menge der 
irrationalen Punkte nickt von erster Kategorie ist, oder auch aus 26*4*1, 
weil die Menge der irrationalen Punkte kein F a ist (§ 19, 2). 

26 * 5 * 3 - Sind f n (n — 1, 2, . 1 .) punktweise unstetige Funktionen auf der 
Youngschen Menge A, so ist die Menge alter Punkte , in denen samtliche f n 
stetig sind 3 dicht in A. 

Dies folgt aus 26*5*28 und 19*7*52. 

26 * 5 * 4 - Ist f punktweise unstetig , so auch |/j. 

Dies folgt aus 25*6*4. 

26 * 5 * 41 . Sind f und g punktweise unstetige Funktionen auf der Youngschen 
Menge A 3 so auch max ( f(x) 3 g {x)) und min (/ ( x) 3 g ( x )). 

Dies folgt aus 25*6*41 und 26*5*8. 

26 * 5 * 42 . Sind f und g punktweise unstetige Funktionen auf der Youngschen 

f 

Menge A, und ist eine der Funktionen f Hb g, f — g, f g> — definiert auf A, so 
ist sie punktweise unstetig. 

Dies folgt aus 25*6*42 und 26*5*8. 

Hingegen folgt daraus, da£/ und g punktweise unstetig sind, nicht die 
punktweise Unstetigkeit der zusammengesetzten Funktion g (/ (x)). Bei- 
spiel: sei f (x) die vorbin eingefubrte, im B^ punktweise unstetige Funktion, 

1 P 

die = 0 ist, wenn x irrational, = — wenn ac = -h — {p, q teilerfremde iiatiir- 

I % 

liche Zahlen) und =1 fiir x = 0: sei ferner g (y) die im B x punktweise 
unstetige Funktion., die = 0 ist fur y = 0 und = 1 fiir y =4= 0; dann ist 

18 * 
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g(ftx)) =1, wenn x rational, und = 0, wenn x irrational; somit ist g (f(x)) 
total unstetig. 

Literal ur: Der Begriff der punktweise unstetigen Funktion riihrt her von 
H. Hankel, Math. Ann. 20 (1SS2) S. 89. 


§ 27. Yernachlassigimg von Teilmengen. 

1. Die reduzierte Hiille einer Fnnktion. Sei wieder X ein metrischer 
Baum, A = X und / eine Funktion auf A. Zu jedem Punkte a e A 1 bilden 
wir die Menge aller ye P ly zu denen es eine Folge ((«„)) aus A — {a} mit 
a n ~* a und / (a n ) y gibt; diese Menge nennen wir die reduzierte Hiille 
von / in a und bezeiehnen sie mit Pj (a) (oder einfach mit P 1 (a )). Die Ab- 
bildung, die entsteht, indem wir jedem x e A 1 jedes y s Pj (x) zuordnen, 
bezeiehnen wir mit Pj (oder P 1 ). Fiir alle ae A 1 ist P 1 (a) £ P° (a); fur 
alle a e A 1 — -4 ist P 1 (a) — P° (a): fiir a e A h ist entweder P 1 (a) = P° (a) 
oder P 1 (a) — P° (a) — {/(«)}• Ganz analog, wie die entspreebenden Satze 
in § 26, 1 beweist man: 

27-1*1. 1st a e A 1 , a n s A — {a}, a n ~*a, und ist b Haufungs'punkt der 
Folge ((f(a n ))), so ist b e P 1 (a). 

27-1*11- 1st a e A 1 , b e P l3 so ist , damit be P 1 (a) sei , notwendig und hin- 
reichend , daj3 es zu jeder reduzierten Umgebung U' a und jeder Umgebung U h 
ein x £ A U' a mit f (r) e V b gebe . 

27-1*2. T>ie Menge P 1 (a) ist abgeschlossen im . 

27-1-3. Sind f und g Funktionen auf A , und gibt es eine reduzierte Um¬ 
gebung t a des Punktes a s A 1 , so dafi J > / (str) — g (x) || <; k fiir alle x e A K> 
so ist- e ( Pj (a ), P\ (a)) ^ k . 

27-1-1. Sei A kompakt , f eine Funktion auf A und B die Menge aller Funk- 
tionswertef (a) {a s A): dann gibt es zu jedem b e B 1 ein a e A 1 , so daft b s P 1 (a). 

27*1*5* JOie Abbildung Pj von A 1 ist oberhalb stetig. 

Wahrend fiir alle as A gilt: f (a) e P° (a), braucht nicht / (a) s P 1 (a) zu 
sein x ); wohl aber gilt: 

27-1-6. Ist A h separabel, so kann es nur abzahlbar viele a e A h mit 
f (a) e P 1 (a) geben. 

Sei bzw. ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A h bzw. tm B 1 
offener Mengen (§ 13, 1). Ist a e A h , f (a) = b, b ~ s P* (a) , so gibt es nach 

1 ) Beispiel im B 1 : sei f(x) = 0 fiir irrationales x, f (x) — — fiir x = -f- — 

iP, q teilerfremde natiirliche Zahlen), /(0) = 1; dann ist P 1 (x) = {0} fur alle 
jc « i? x ; also ist f(x) — e P l ( x ) fiir alle rationalen a?. 
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27-Ml ein U a und ein U b , so daB fur all© x s (A U a — {a}) gilt:/ (x) ~sU b ; 
es ist also a der einzige Puukt xsA U a mit f (x) s U h . Nun gibt es ein 
G s © und ein H s so daB a s G } G Q U as b s H, H C jj b • dann ist auch a 
der einzige Punkt xsG mit f{x)sH. Jedem Punkte aeA h mit/(a) ^sP 1 {a) 
kann also ein Gs(& und ein H s so zugeordnet werden, daB a der 
einzige Punkt x s G mit f (x) s H ist. Da hierbei verschiedenen Punkten 
a s A h verschiedene Paare ( G, H) zugeordnet werden, und da es — weil @ 
und § abzahlbar sind — nur abzahlbar viele Paare {G, H) gibt, gibt es also 
auch nur abzahlbar viele a e A h mit f (a) ~ £ pi (a). 

Literatur: Das Studium der reduzierten Hiille geht im wesentlichen zuriiek auf 
R. Bettazzi, Rend. Pal. 6 (1892) S. 177. 

2. Die reduzierten Schrankenfunktionen. Da P 1 (a) nach 27.1-2 
abgeschlossen, gibt es unter den Zahlen von P l (a) eine groBte und eine 
kleinste; wir bezeichnen sie mit f 1 (a) bzw. f 1 (a) und nennen sie die obere 
bzw. untere reduzierte Schranke von / in a; es sind f l und / 1 
Funktionen auf A 1 , die wir als die obere bzw. untere reduzierte 
Schrankenfunktion von / bezeichnen. Fur alle as A 1 — A ist f 1 {a) 
= f{a) , / 1 (a) = f (a ), fur alle as A 1 ist f 1 (a) gf(a), f 1 (a) ^ f (a ); fiir 
alle asA h ist f(a) =mas (/ 1 ( a), f(a)), f{a)= min (f^a), f{a)). 

27-2*1. 1st as A 1 , ist ((U na )) eine sich auf a zusammenziehende Um - 
gebungsfolge und U ! na — U na — {a} , so ist f 1 (a) = lim sup / (x ), 
f 1 (a) = lim inf /(#). * xsAV na 

1st asA 1 —A, so ist dies gleichbedeutend mit 26-2-1. Ist as A 1 A( = A a ), 
so erhalt man die Behauptung, indem man 20-2-1 auf die Funktion an- 
wendet, die = / ist auf A — {a}, und — f 1 im Punkte a. 

Aus 27-2-1 folgt unmittelbar: 

27-2*11. 1st as A 1 , so gibt es zu jedem z> f 1 ( a) (bzw. zKf 1 (a)) eine redu¬ 
zierte Umgebung U' a3 so dafif(x) <z (bzw. f (x) > z) fiir alle xs A U a ; und zu 
jedem z<f 1 (a) (bzw. z> f 1 (a)) gibt es in jeder reduzierten Umgebung U' a 
ein xsA mit f (x)> z (bzw. f ( x) < z). 

27*2*2. Ist A b separabel, so gilt fiir alle a s A h mit hochstens abzahlbar 
vielen Ausnahmen: f 1 (a) <±f (a) < f 1 (&) • 
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Derm f 1 (a) = f 1 (a) = b ist gleichbedeutend mit P 1 (a) = {b}; d. h. fur 
jede Folge (( a n ))~ aus A — {a} mit a n — a folgt / (a n ) — b ; die Behauptung 
folgt also aus 25-5*21. 

27*2*4- 1st f eine Funktion auf A, ist A ? - £5 ^ A, ist g eine Funktion 
auf A 0 und g(x)=f{x) fur alle xsB, f* (x) g (x) ^ f 1 (x) fur alle 
xeA 1 — B s so gilt f 1 (x) ^ g 1 (x) g 1 (x) ^ f 1 (x) fur alle x s A 1 . 

Sei a € A 1 ; nach 27*2*11 haben wir zu zeigen: Ist z> f 1 (a), so gibt es 
eine reduzierte Umgebung U' a , so daB g (x) ^ z f jir alle x e A° U' a . Nach 
27-2*11 gibt es eine reduzierte Umgebung U' a , so daB f (x) < z fur alle 
xe A U ' a : nach. 27-2-11 ist dann aucb f 1 (x) ^ z fiir alle x s A 1 U' a , mithin 
(2) g {x) z fiir alle x s A 1 - U' a — B. 

Da f(x)Cz war fur alle xs A U' a , gilt g (x) = / (x) C z fiir alle xe B U' a ; 
wegen Aj = A° — A 1 (§12 (2-2)) und A } £ B folgt also aus (2): g (x) ^ z 
fur alle xe A 0 U' a , w. z. b. w. 

Ist a e A h , lim / (x) — b , / (a) =f= b, so ist nach 25-6*2 / unstetig in a ; und 

x — a 

zwar heiBt / hebbar unstetig in <z, weil / durch bloBe Abandoning des 
Funktionswertes f (a) in den Wert b zu einer in a stetigen Funktion wird. 

27*2*5- Hat die Funktion f auf A keine anderen als hebbare Unstetigkeiten f 
so geht sie in eine stetige Funktion g iiber, wenn man in jedem Unstetigkeits - 
punkte a den Funktionswert f (a) durch lim f (x) ersetzt. 

X —*■ (l 

Da g in jedem Punkte a e A } (§ 12, 2) stetig ist, ist nur zu zeigen, 
daB g aueh in jedem Punkte a e A h stetig ist. In jedem Punkte a e A h 
aber ist naeb 27*2*3 f 1 (a) — f 1 (a) = lim f (x) — g (a ), also nach 27*2*4 

- x—* a 

g 1 (a) = g 1 (a) — g (a), also nach 27*2-8: lim g (x) = g (a), also ist g stetig 

- x —-a 

in a nach 25-6*2. 

27-2*51- 1st A h separabel und hat die Funktion f auf A keine anderen als 
hebbare Unstetigkeiten, so had sie hbchstens abzahlbar viele Unstetigkeits- 

; punkte . 

Da / in jedem Punkte a e Aj stetig ist, ist nur zu zeigen: es gibt 
nur abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte a e A h . Nach Annahme existiert 
fiir jedes a e A h der Grenzwert: lim f (x) = g (a); nach 27*2*3 ist also 

x—*a 

f 1 (a) =/ 1 (a) — g (a); also gilt nach 27-2-2 fiir alle a e A h mit hochstens 

abzahlbar vielen Ausnahmen: / (a) = g (a) — lira / (x), also gibt es nach 

x—*a 

25-6-2 nur abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte a s A h . 

Literatur: Satz 27-2-2 geht zuriick auf W. H. Young, Bond. Proc. (2) 8 (1910) 
S. 119. 
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3. Die reduzierte Schwankung. 1st as A 1 , so heiBt die Zahl 
co) (a) =[|/ 1 {&) —Z 1 (a)|| die reduzierte Schwankung von / in a; es ist 
co) {a) eine Funktion auf A 1 , die wir als die reduzierte Schwankungs- 
funktion von / bezeielinen; wo kein Zweifel moglich ist, schreiben wir 
oF (a) statt co) {a) . Fur alle a s A 1 — A ist co 1 ( a) — co (a ), fur alle 
as A 1 ist co 1 (a) ^ co (a) . Wie die analogen Satze in § 26, 3 zeigt man: 

27*3*1. 1st a s A 1 , ist (( U na )) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungs- 
folge und U' na — U na — {a} 3 und bedeutet co' n die Schwankung von f auf A U' na , 
so ist co 1 (a) = lim co' n . 

n 

27*3*11. 1st a s A 1 , so gibt es zu jedem z> co 1 (a) eine reduzierte UmgebuTig 
U' a , so da/B [|/ ( x ) — / (a/) j| <C z fur alle xsAU ' a , x / s A U' a \ und zu jedem 
z C co 1 (a) gibt es in jeder reduzierten XJmgebung U' a ein x s A U' a und ein 
x'e A U' a , so da/3 || / (x) — / (a/) || > z . 

Aus 27*2-3 folgt: 

27*3*2. Damit f einen Qrenzwert habe im Punkte a s A 1 , ist Twtwendig und 
hinreichend , dap co 1 (a) — 0 . 

27*3*3. Fur jedes Tc ist die Menge alter a s A 1 mit co 1 (a) ;> k abgeschlossen. 

Sei B diese Menge und b s B 1 . In jeder reduzierten XJmgebung U' b gibt 
es ein a s B; da U' b — {a} eine reduzierte XJmgebung von a ist, gibt es 
zu jedem z <jk naeh 27*3*11 in U' b zwei Punkte x, x' von A, fur die 
|j/ (x )—/ (x') || nach 27*3*11 ist also co 1 (b) ^ k, d. h. es ist bsB. 

Aus b e B 1 folgt also b s B 3 somit ist B abgeschlossen. 

27*3*31* FHr jedes k ist die Menge alter aeA h mit co 1 (a) ^ h abgeschlossen 
in A und in A h . 

Der Beweis ist analog dem von 26*3*41. 

27*3*4. 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A , und ist fur jedes 
1c >■ 0 die Menge C h alter a s A h mit co 1 ( a) ;> 1c von erster Kategorie in A , 
so ist f 'punktweise unstetig. 

Ware / nicht punktweise unstetig, so gabe es nach 26*5*21 ein l^> 0, so 
dab die Menge B x aller xe A mit co (x) ^ l nicht nirgends dicht in A . 
Da Bi nach 26*3*41 abgeschlossen in A , gibt es dann nach 11-2*111 eine 
nicht leere, in A offene Menge Q A ^ B t (G offen). Bezeichnen wir mit C 
die Menge aller xe A h mit co 1 (x) J> 0, so ist G = S Gi _, und da jedes Gi_ 

n n n 

von erster K ategorie in A, ist nach 19*4*2 auch G von erster Kategorie in A . 
Also ist A — C eine Residualmenge in A , also nach 19*7*51 dicht in A t also 
gibt es ein a e G (A — C ); wegen G A £= Bi ist a e Bi, d. h. co (a) ^ l , also 
ist a e A h , derm in jedem isolierten Punkte von A ist co {a) = 0; da aber C die 
Menge aller x e A h mit oF (a) J> 0 war, und a e A h — C ist, so ist oF (a) — 0; 
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aaeh 27*3*11 gibt es also eine reduzierte Umgebung U' a , so daB 
; fix) — fix') < l fur alle x e A U' a , x' e A U' a . Wegen a&A h gibt es ein 
a ' e A U' a G , und da C' a eine Umgebung von a' ist, so ist nacb 26-3-11 
o> ( a') <: ~; aus a' e A G und A G B i folgt aber a! e Bi , d. h. co (a') ^ l; 

die Annahme, / sei nieht punktweise unstetig, fuhrt also auf einen Wider- 
sprucb. 

27*3*4*1- 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A, und ist fiir 
jedes k > 0 die Menge C k aller a e A 1 mit of (a) ^ k von erster Kategorie 
in A®, so ist f punktweise unstetig. 

Xaeh 11-3*12 und 13-4-32 ist C k A von erster Kategorie in A. Da 
C k A die Menge aller a s A h mit co 1 (a) ^ k ist, folgt die Behauptung 
aus 27*3-4. 

27*3*5- 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A, und ist die 
Menge Bailer ae A h , in denenf einen Grenzwert hat , dicht in A h , so istf punkt- 
iveise unstetig . 

Sei C k {kz> 0) die Menge aller a e A h mit co 1 (a) :> k: da B £ A h — C k , ist 
A f . — C k dicht in A h ; veil C k nach 27-3-31 abgeschlossen in A h , ist also nach 
11-2-51 C k nirgends dicht in A h , also aueb nirgends dicht in A, und die Be- 
hauptung folgt aus 27-3-4. 

27*3-51. Ist f eine Funktion auf der Youngschen Menge A , und ist die 
Menge aller a e A 1 , in denen f einen Grenzwert hat, dicht in A 1 , so ist f punkt- 
iceise unstetig. 

Der Beweis ist (unter Berufung auf 27-3-3 und 27-3*41) analog dem von 
27-3*5. 

4. YernaeMassigung von Teilmengen. Sei W ein System von Teilen 
der Menge A mit folgenden Eigenschaften: 

1- 1st Mem und M f £ M, so ist auch M's W. 

2. WZ ist ein cr-System. 

3. Kein M ^ A aus ist offen in A. 

Aus 1. folgt: A f 50L Beispiele solcher Systeme sind: wenn A ver- 
dichter (§ 13, 5), das System aller abzahlbaren Teile von A; wenn A eine 
Youngsche Menge, das System aller Mengen erster Kategorie in A (nach 
19*7-02). — Jede Menge M e 23£ nennen wir kurz eine SDUMenge. — Ist 
a e A 0 , und M eine 93U Menge, so gibt es wegen 3. in A — M eine Folge 
((<*«» mit — a. 

Sei / eine Funktion auf A. Zu jedem Punkte a e A 0 bilden wir die Menge 
aller y f i? 1 , zu denen es fiir jedes M s Wl eine Folge ((«„)) aus A — M mit 
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a n -*a und / (a n ) — y gibt; diese Menge nennen wir die Hiille von / in a 
bei Vernachlassigung von SJi-Mengen, nnd bezeichnen sie mit 
pf® (a) (oder einfach mit P (m) (a)). Die Abbildung, die entsteht, indem wir 
jedem x a A 0 jedes y s P^ ) (a) zuordnen, bezeichnen wir mit (oder 

p* 3 ®)). 1st auch g eine Funktion auf A, nnd ist die Menge aller x a A mit 
f ( x ) =j= g (cc) eine 90£-Menge, so stimmen Pj^ und P^ m) iiberein. 

Ganz ebenso wie 26*1*11, 26*1*2, 26*1-5 zeigt man: 

274*1. 1st as A 0 , b a i? 1 , so ist, domit b a P (9K) {a) sei, notwendig und hin- 
reichend, daft es zujeder Umgebung U a , jeder Umgebung U b und jedem M s^fjt 
ein x a (A — M) XJ a mit f (x) e TJ b gebe. 

27-4*2- Die Menge P^ (a) ist abgeschlossen im P x . 

27-4*3- Die Abbildung Pf K) von A 0 ist oberhalb stelig. 

27-4-4- 1st A separabel, so ist die Menge alter as A mit f (a) — a P (m) (a) 
eine Menge. 

Sei G lt G 2 , . . ., Gi , , bzw. H ± , H 2 , . . ., Hj , . . . ein abzahlbares 

ausgezeichnetes System in A, bzw. im offener Mengen (§ 13, 1). Sei 
Q 1} Q 2 , . . Q n , ... die abzahlbare Menge derjenigen Paare {G if Hj) , 
fur die die Menge alter x a G t mit / ( x ) a Hj eine 3)1-Menge ist; fur das 
Paar Q n bezeic hn en wir die Menge dieser x mit M n und setzen M = S M n ; 

da 901 ein o'-System, ist dann auch M eine 901-Menge. Es geniigt also 
zu zeigen: ist f(cc) ^s P^ 1 (a), so ist asM. Sei also b — f{a), b s P{a) ; 
dann gibt es nach 27*4*1 ein TJ a und ein U b , so daB die Menge alter 
x s A U a mit / (re) a U b eine 901-Menge ist; sodann gibt es ein <2* und ein H jf 
so daB asG i3 G i ( ^U a , b a H j3 H j g U b ; dann ist, da jeder Teil einer 901-Menge 
eine 901-Menge ist, auch die Menge aller x sGj mit / (x) a Hj eine 90£-Menge, 
und somit ist (G i3 Hj) eines der Paare Q t , Q 2 , . . ., etwa das Paar Q n ; 
da aber aaG is f (a) s H j3 ist dann a s M n , also auch as M, w. z. b. w. 

Da P m) (a) nach 27*4*2 abgeschlossen, gibt es unter den Zahlen von 
P (3Tl) (a) eine groBte und eine kleinste; wir bezeichnen sie mit (a) 

bzw. und nennen sie die obere und untere Schranke von / 

in a "bei Vernachlassigung von 901-Mengen; die Zahl co (m) (a) = 
[|/™ (a) — f m} (a) || nennen wir die Schwankung von / in a bei Vernach¬ 
lassigung von 901-Mengen; es sind / <aK) (a), / (9K) (a), co (m) (a) Funktionen 
auf A 0 , die wir als die obere und untere Schrankenfunktion, bzw. 
die Sehw ankungsf unktion von / bei Vernachlassigung von 
3)1 -Mengen bezeichnen. Aus 27*4*4 folgt: | 

27*4*5. 1st A separabel, so ist die Menge aller a a A^n 
^ / (a) ^ f m) (a) gilt , eine ffll-Menge. 
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27-4-51* Fiir jedes k ist die Menge C alter as A 0 mit co ^ (a) ^ k abge¬ 
schlossen. 

Sei as A 0 — C, also eo im (a) < k. Aus 27-4-3 folgt : zu jedem p> / (9K) (a) 
(bzw. zu jedem q Cf im (a)) gibt es eine Umgebung V a , so daB f (m (x) 
(bzw. f m) (x) > q) fiir alle x e A 0 U a ; wegen co (m = || f m) — f m) || und 
oj (m (a) < k gibt es also eine Umgebung V a , so daB co (m) (x) < k fiir alle 
x e A 0 U 0 ; also ist A Q U a £ A 0 — C, also ist A 0 — C offen in A 0 , mithin 
C abgesehlossen in A 0 , und da A 0 abgeschlossen, ist C abgeschlossen. 

In Anlebnung an 26-2-4 und 26-8-2 definieren wir : Ist as A und 
f m} (a) = / (S2> (a) (d.b. co i<m) (a) — 0), so heiBt / stetig in a bei Vernach- 
lassigung von SbMengen; gilt dies fiir jeden Punkt a des Bereiches 
A von/, so heiBt / stetig bei Vernachlassigung von 9J1-Mengen. 

27-4-6- Ist f stetig in a bei Vernachlassigung von iffl-Mengen, so ist die Ab- 
bildung stetig in a. 

Dies folgt aus 27-4-8 und 22-1*5. 

27-4*61- Ist f stetig bei Vernachlassigung von W.-Mengen, und setzen wir 
g (x) (x) (x) fur x s A, so ist die Funktion g auf A stetig. 

Dies folgt aus 27-4*6. 

Offenbar gilt: 

27*4*62. Sind f und g Funktionen auf A, ist g stetig , und ist die Menge alter 
x e A mit f (x) =f= 9 (^) cine i$R-Menge, so ist f stetig bei Vernachlassigung von 
2D l-Mengen. 

Hiervon gilt folgende Umkehrung : 

27-4*621- Ist A separabel und f stetig bei Vernachlassigung von HR-Mengen, 
so gibt es eine stetige Funktion g auf A, so da/S die Menge alter x s A mit f ( x ) 
=#= g (x) eine HSl-Menge ist. 

Dies folgt aus 27-4-61 und 27*4-5. 

Die Funktion / auf A heiBt punktweise unstetig bei Vernach¬ 
lassigung von SF-Mengen, venn die Menge aller Punkte, in denen / 
stetig ist bei Vernachlassigung von 2Jt~Mengen, dicht in A ist. Offenbar 
gilt: 

27*4*7- i Sind f und g Funktionen auf A, ist g punktweise unstetig , und ist 
die Menge aller x e A mit f ( x ) =4= g (x) eine iffl-Menge, so ist f punktweise 
unstetig bei Vernachlassigung von iBl-Mengen. 

Hiervon gilt folgende Umkehrung: 

27*4*71. Ist A separabel und f punktweise unstetig bei Vernachlassigung 
von Al-Mengen, so gibt es eine punktweise unstetige Funktion g auf A, so daft 
die Menge aller x e A mit f ( x ) =4 - g {x) eine At-Menge ist. 
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Sei g (x) =f (x ) fur alle xs A, in denen f m) ( x ) ^ / (x) ^f m) (x) , und 

0 (&)=f m) ( x ) fiir alle "iibrigen are A; nach 27*4*5 ist dann die Menge aller 
xe A mit / (x) =4= g ( x ) eine 9ft-Menge. Da die Menge ( x ) nach 27*4*2 

abgeschlossen im P l3 ist sie nach 15*2*3 in sich kompakt, d. h. die Ab- 
bildnng Pf 31 ^ ist in sich kompakt; ist f stetig in a bei Vernachlassigung 
von SDZ-Mengen, so ist nach 27-4*6 die Abbildnng Pp^ stetig in a, nach 
22*1*2 gibt es also zu jedem <5 ;> 0 ein a > 0, so daB e (Pf 51 * (x), P ( ^ t) {a)) 
< d fiir alle xe A K aa ; da Pj W) (a) — {g(a)} 3 und da iiberall / (3Ji) (x) ^ g ( x) 
^ f m) {x ), folgt daraus sofort || g {x) — g{a) || Cd; also ist nach 25*6*21 
g stetig in a. Es ist also g in jedem Punkte stetig, in dem / stetig ist 
bei Vernachlassigung von 9)£-Mengen; also ist g punktweise unstetig. 

27*4*72. Ist f punktweise unstetig bei Vernachlassigung von SSfl-Mengen, 
so ist die Menge aller Punkte von A , in denen f nicht stetig ist bei Vernach¬ 
lassigung vontyJl-Mengen, von erster Kategorie in A. 

Dies folgt aus 27*4*51 ebenso wie 26*5*11 aus 26*3*4. 

Wir nennen dieFunktion/ auf A stetig bis auf eine HR-Menge, wenn 
es eine 9ft-Menge M ^A gibt, so daB (A — M) 1/ stetig ist. Ist A sepa- 
rabel und ist die Eunktion / stetig bei Vernachlassigung von 9ft-Mengen, 
so ist sie zufolge 27*4*621 auch stetig bis auf eine 9ft-Menge, aber nicht 
umgekehrt (vgL Satz 27*4*811). 

27*4*8* 1st M 0 die Menge alter xsA, fur die nicht f (x) =f m) (x) ( x) 

gilt , so ist (A — M 0 ) If stetig. 

Dies folgt unmittelbar aus 27*4*6. 

27*4*81* 1st f stetig bis auf eine Wt-Menge , so ist die Menge C alter a s A, 
in denen f nicht stetig ist bei Vernachlassigung von ittl-Mengen, eine 
Sffl-Menge. 

Sei M eine 9ft-Menge und (A — M) 1/stetig; dann ist /in jedem Punkte 
a e A — M stetig bei Vernachlassigung von 9ft-Mengen, also ist <7 £ M, 
mithin eine 931-Menge. 

Hiervon gilt folgende Dmkehrung: 

27*4*811. 1st A separabel und ist die Menge C aller xsA, in denen f nicht 
stetig ist bei Vernachlassigung von tyJl-Mengen, eine dJl-Me?ige, so ist f stetig 
bis auf eine 9ft- Menge. 

Nach Voraussetzung ist die Menge aller x s A , in denen nicht 
f m) (*) =/ (5K) (x) gilt, eine 931-Menge; also ist nach 27*4*5 auch die Menge 
M a aller xe A, in denen nicht/(*) = / ( ® ) (x) = / <aH) (x) gilt, eine211-Menge, 
und die Behauptung folgt aus 27-4-8. 
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27 * 4 - 82 . 1st f st fJig bis auf eine 3)l-31enge, so gibi es unter alien 3Jl-3Iengen 
31, fiir die (A — 31} If stetig ist, eine kleinste, ndmlich die Menge M 0 alter 
x e A, fiir die nicht f (x) = /" V {x) ~ f * JI ' (x) gilt. 

Ist 31 eine 231-Menge und a £ 31. 0 — 31, so kann {A — 3/) I / nicht stetig 
in a sein: fiir alle231-Mengen. fiir die (-4 — 31} If stetig ist, gilt also 31 2 3/ 0 . 
Da es naeh Voranssetzung solche 231-Mengen gibt, ist auch 31 0 eine 931-Menge, 
und da nack 27*4-8 {*4 — 31 Q ) If stetig ist, ist 31 0 die kleinste 231-Menge, 
fiir die (3. — 31} If stetig ist. 

27 * 4 * 9 . 1st f stetig bis auf eine 3)1-31 eng e, so ist f punktiveise unstetig bei 
Yernachldss igung von 3)1-31 engeyi. 

Sei 31 eine 231-Menge und (-4 — 31) 1/ stetig. Dann ist / stetig bei Ver- 
naehlassigung von 23bMengen in jedem Punkte von A — 31. Es ist also 
nur mehr zu zeigen, daB A — 31 dicht in A ist. Sei G A und offen in A ; 
naeh Eigensehaft 3. der 231-Mengen ist damn G — 31 A , also auch 
G (A — J/) ^ J , also ist A — 31 dicht in A naeh 11-1-3, w. z. b. w. 

Ist *4 eine separable Youngsehe Menge und verstehen wir unter den 3)1- 
Mengen insbesondere die Me ngen erster Kategorie in A, so gilt hiervon auch 
die Umkehxung: 

27-4-91- Ist -4 tine separable, Youngsehe 3Ienge, so ist, damit f stetig sei 
bis auf eine 31enge erster Kategorie in A, notwendig und hinreichend , dap f 
punktiveise unstetig sei bei Ye rnach lass igung von Mengen erster Kategorie 
in A. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 27*4*9. Hinreichend: Naeh 27*4*72 
ist die Menge alter x e A, in denen/ nicht stetig ist bei Vernaehlassigung von 
Mengen erster Kategorie, von erster Kategorie, die Behauptung folgt also 
aus 27*4*S11. 

27 * 4 * 92 . Damit die charalter ist ische Funktion f der Menge 31 Y3 E stetig 
sei bis auf eine 31enge erster Kategorie, ist notwendig und hinreichend, dap 
31 offen sei bis auf eine 3Ienge erster Kategorie. 

Notwendig: Naeh Annahme gibt es eine Menge A, die von erster Kate¬ 
gorie in E ist, so daB {E — A ) 1 / stetig ist. Dann ist [(E — A) 1 / (x) = 1] 

= — A) If (x) > J offen in E — A naeh 25-8-1; also ist 

[(£ — A) 1 f{x) = 1] =z G (E — A) = G — A, 
wo G offen in E : also 1st 31 = [/ (£) = 1] = (G — A) -f- A', wo A' c: A ; 
da A von erster Kategorie in E, so auch A'. Hinreichend: Naeh Annahme 
ist 31 = {G — A) — A', wo G offen, A und A' von erster Kategorie. Naeh 
11-2-71 ist G g nirgends dicht, also ist die Menge B = A -{- A' 4- G g von erster 
Kategorie, und offenbar ist (E — B) If stetig. 
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Literatur: Die Betrachtungen dieser Xummergehen zuriick auf R. Baire, Ann. 
di mat. (3) 3 (1S99) S. 72, 81; Acta math. 30 (1906) S. 21; H. Lebesgue, Journ. 
de math. (6) 1 (1905) S. 1S5, 189. Satz 27*4*S2 stammt im wesentliehen von 
W. Sierpiiiski, Fund. math. 5 (1924) S. 20. 

5. Teilfunktionen. Sei / eine Function auf A, B £ A und g—Blf. 
1st dann a e B° (bzw. a e B 1 , bzw. a e B°), so gilt fiir die Hiillen (§ 26, 1) 
von / und g in a (bzw. fiir die reduzierten Hiillen (§ 27, 1) von / und g in. a, 
bzw. fiir die Hiillen von / und g in a bei Yernacblassigung von 9D£~Mengen) : 
P° g (a) £Pf(fl) (bzw. P](a) £ Pj(a), bzw. P&> (a) £ P*® >(«)). 

Wahlen wir insbesondere fiir B eine in A offene Menge A G (G offen), 
so heiBe g = A G 1 / eine offene Teilfunktion von/. 

27-5-1. 1st G offen und g — AG If, so gilt fiir alle asA°G: 

P° g {a) = Pf (a), Pj (a) = P) (a), P<®> (a) = P™> (a). 

Denn G ist eine TJmgebung von a , und fiir alle x e A G ist g ( x) — / (x). 

Hingegen kann fiir a e(AG )°— G sehr wohl Pf(a) d Pf (a) (ebenso 
Pf (a) P} (a), Pf* 1 ^ ( a ) (J (a)) sein. Diesbeziiglich gilt: 

27-5-2. Pie Menge C alter a s A 0 (bzw. alter a s A 1 , bzw. alter a e A 0 ), zu 
denen es eine offene Menge G mit a e (A G)° gibt , so daft fiir die offene Teil¬ 
funktion g — A G 1 / gilt: Pf (a) Cl Pf (a) (bzw. Pf (a) Cl P) {&)> bzw . 
Pf® l) (a) d Pf^ (a)), t-OTi erster Kategorie in A 0 (bzw. in A 1 , 6str. m A 0 ). 

Seien I l9 I 2 , . . ., I n , - - - die abzablbar vielen abgeschlossenen Intervalle 
des JR^y deren Handpunkte p, q rational oder = -4- co sind. Ist Pf (a) CZ Pf (a) 9 
so gibt es, da Pf (a) naeh 26-1-2 abgescblossen, ein so daB Pf (a) I n — A, 
Pf (a) I n d A - Hezeicbnen wir also mit C n die Menge aller a e A 0 , zu 
denen es eine offene Menge G mit as (A G)° gibt, so daB fiir die offene 
Teilfunktion g = AG 1 /gilt: Pf(a) I n = A, Pf (a) I n 3 A, so ist C = 5 C n . 

TJm zu zeigen, daB C von erster Kategorie in A 0 , geniigt es also zu zeigen, 
daB C n nirgends dicht in A 0 . Sei also a s C n , d. h. es gibt ein offenes G , 
so daB a s (A G)° und Pf (a) I n = A, Pf (a) A. Da nach 26-1*5 die Ab- 

bildung Pf von (A G)° oberbalb stetig ist, so ist nacb 21*5-2 die Menge aller 
xe (A G) 0 , fiir die Pf (x) I n ff) A ist, abgescblossen, mithin die Menge aller 
xe (A G) 0 , fiir die Pf (x)I n =A ist, offen in (A G)°, also von der Gestalt (A G)°G'> 
wo G' offen. Da nacb 27-5*1 Pf (x) = Pf (x) fiir alle a; £ A 0 G t und da 
A 0 G 44 (A G)°y so ist aucb Pf (x) I n — A fiir alle x e A 0 G G' y und daber ist 
C n G G f — A. Sei nun A 0 H (H offen) eine a entbaltende, in A 0 offene Menge; 
wegen a s (AG)° und Pf (a) I n = A, ist a e (A G)° G' 3 also ist G' H eine 
TJmgebung von a ; wegen a e (A G)° ist also AG G f PL A, also ist A°GG' H 
eine nicbt leere, in A 0 offene Menge £ A 0 JST, die wegen C n G G' = A zu C n 
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fremrl ist; in jeder in A 0 offenen Menge -4° H, die einen Punkt von G n 
enthalt , gibt es also eine zu C n fremde, nicht leere, in A 0 offene Menge, 
also ist naeh 11*2-2 C n nirgends dicht, w. z. b. w. 

Sei E ein metrischer Baum, und / eine Function auf E; wir nennen die 
in E diehte Menge B eine Kernmenge fur/, wenn eszujedem be B und 
zu jedem £ > 0 eine Umgebung U b gibt, so daB die Menge aller x e B U b 
mit f (x) —f (b) ' C s dicht in U b ist. 

27*5*3. 1st E ein se parable r Youngscher Raimi, so gibt es fur jedeFunlctionf 
auf E eine Kernmenge. 

Verstehen wir unter den iPl-Mengen die Mengen erster Kategorie, so ist 
nacli 27*4-4 die Menge B' aller a s E, fiix die f (a) e (a) gilt, eine Residual- 
menge. Setzen wir in 27-5-2 A = E (also auch *4° — E), so ist, da die Menge 
C von 27*5*2 von erster Kategorie ist, die Menge B” — E — C eine Besidual- 
menge. Setzen wir B = R' B", so ist nach 19-7-2 auch B eine Residual- 
menge, und nach 19-7-51 ist B dicht. Wir haben noch zu zeigen: ist b s B, 
so gibt es zu jedem £ > 0 eine Umgebung U h , so daB die Menge aller x e B U b 
mit ’/ (x) —f (b) < e dicht in U b . Ware dies nicht der Fall, so gabe es 

ein £ f> 0, so daB in keiner Umgebung U b die Menge aller x e B U b mit 
; f (x) — f{b) , < e dicht; nach 11-1-3 gabe es dann zu jeder Umgebung 
U b eine nicht leere offene Menge ^ U b , so daB || f (x) —/ (b) || ^ e 
fur alle x e B G Cb ; ist dann ((U nb )) eine sieh auf b zusammenziehende Um- 
gebungsfolge {§ 13, 1) und G — S G r , so ware G offen, b e G° und 

n nb 

f (x) — f(b) A £ fiir alle x e B G\ setzen wir g = Gif, so ware dem- 
naeh, da B eine Residualmenge also E — B von erster Kategorie, 
mit hi n nach 19-4-4 G — B von erster Kategorie in G ist: / (b) — s -P^ 0l) (6), 
im Widerspruehe zur Tatsache, daB aus be B = R' B" folgt: / (6) e Pf R) (b) 

und (b) = JF*®-' (b) . 

27*5-4- 1st E ein separahler Youngscher Raum, so gibt es zu jeder EunMion 
f auf E eine in E diehte Menge A, so dap A If stetig. 

Sei ({£*}) eine abnehmende Zahlenfolge mit e n —» 0. Kach 27-5-3 gibt es eine 
Kernmenge B 1 fiir f, und nach 9-7-1 gibt es in B 1 ein ^-Ketz Oj , das nach 
13-1-6 abzahlbar ist; es bestehe aus den Punkten b i:L , b^, ..., b lv , ... Dann 
gibt es ein disjunktes System von Umgebungen U b (v = 1, 2, . . .), so daB, 
wenn B Xv die Menge aller x s B x mit \\f (x )—/ (& x „) i! < £ i bedeutet, 
B ly b~b iv dicht in V bi9 ist. Wir setzen nun: S U b ^ — G 1 , B z — S B lv U b y 

Hb (Ej — G ]). Dann ist B 2 g B 1 . Wir zeigen, daB B 2 dicht ist; 
da G ± offen, ist nach 11-2-71 G ^— G 2 = G lg nirgends dicht; bedeutet also 
G eine offene Menge 3 A, so ist nach 11-2-11 G — G lg 3 A , wegen G — G lg 
= G G} -f- (G — G x ) ist also eine der offenen Mengen G U biv (v = 1, 2, . . .), 
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G — G® nicht leer, und da B lv U biv dicbt in U biv und B x dicbt, ist also 
B 2 G~f) A, d. b. nach 11*1*3: B 2 ist dicbt, wie bebauptet. Wir zeigen nun, 
daB B 2 eine Kernmenge fur / ist. Sei b s B 2 ; dann gebort 6zu ^ — G$ 
oder zu einer der Mengen B lv U bip ; wir baben zu zeigen: zu jedem S > 0 gibt 
es eine Umgebung U b , so daB die Menge aller xsB 2 U b mit Jj f(x) — f{b) \\Cb 
dicbt in U b ; dies ist evident, wenn b s B ± — G\, weil E — off en, weil 
B 2 (E — G§) = jBi (E — G%) und weil B 1 eine Kernmenge; sei also bsB lv U biv ; 
nach Definition von B lv ist dann |j f (b )—/ (6 1V ) [ j <C a 2 ; wir konnen 
obne weiteres annebmen: S <Z — \\f(b)—f (b lv ) j[; da b e B ± U biv und 
da B ± eine Kernmenge, gibt es eine Umgebung V b £ , so daB die 

Menge M aller x s B ± U b mit (j/(a;) —/(b) ]| <C S dicbt in U b ; da aber 

i!/(*)-/(&!,) li ^ ||/(*)-/(*) H + ||/(6)-/(M ||<«i» ist M 
S-Bi, U b ^ v> also aucb M £ B 2 : also ist B 2 U b dicbt in U b , w. z. b. w. — Da 
also B 2 eine Kernmenge, konnen wir mit B 2 genau so verfabren, wie vorbin 
mit j B l9 indem wir nur s 1 durcb e 2 ersetzen: es gibt nach 9-7*2 in B 2 ein e 2 -Netz 
0>^Ci, bestebend etwa aus den Punkten b 21 , b^, . . . , b 2v , . . ., und es gibt 
ein disjunktes System von Umgebungen U by (v = 1,2, . . .), so daB, wenn 
die Menge aller x e B 2 mit \\f (x) —/ (b 2v ) Jj <C e 2 bedeutet, B 2v U b ^ v 
dicbt in U b . Setzen wir dann S U b — G 2 , B 3 = S B 2v U b ~ (B 2 — G§), 

so ist B 3 g B 2 und es ist aucb B z eine Kernmenge usw. Wir gelangen so zu 
einer monoton abnehmenden Folge ((B n )) von Kemmengen fur f und zu 
einer monoton waebsenden Mengenfolge ((C n )), wo C n ein e n -Netz in B n ; 
zufolge der De fini tion von B n _ 1 gibt es zu jedem aeC n eine Umgebung 
TJ a , so daB f(x) — f(a) j Cs n fur alle xe B n+1 U a . Wir setzen nun 
A = SC n ; da B n dicbt und C n ein £ n -Netz in B n , ist wegen e n -*0 aucb A 

n 

dicbt. Wir baben nocb zu zeigen, daB A 1 f stetig. Sei a e A und sei s > O 
beliebig gegeben; dann gibt es ein n* 3 so daB ae C n *; da die C n monoton 
wacbsen, kann wegen £ n -*0 angenommen werden: £ n * < £; da aeC nm3 gibt 
es eine Umgebung U a , so daB j[ / (ar) — f (a) [j < a n . (<C e) fiir xs B n *_ 1 U a ; 
da die B n monoton abne hm en, die C n monoton wacbsen, ist A ^B nm+1 , 
es gilt also [ \f(x) — f (a) [| Ce fiir alle xeA U a , d. b. -4 1/ ist stetig. 

Als Gegenstiiek zu 27-5*4 zeigen wir nocb: 

27*5*5. 1st A separately so gibt es eine Funktion f auf A, so dap fiir 
Tceinen Teil A / von A, der die Mdchtigkeit X hat. A' If stetig ist . 

Dies ist trivial, wenn A eine Maebtigkeit < X bat. Wir nebmen also 
an, die Maebtigkeit von A sei 3; nacb 13*2*1 ist sie dann = 3. 
Nach 13-2-5 gibt es X in A offene Mengen, also nacb 5*2*43 auch X G & 
in A. Nacb 25*7*3 gibt es auf jedem G d in A X stetige Funktionen, 
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unci da naeh t d 2-**; *S 2 = N 1st, hat aueh die Menge a Her stetigeo 
Funktionen. deren Beieh h ein G. in -4 ist, die Maehtigkeit N. Be- 
zeichnt-t y die kleinste Oiciinalzahl der Maehtigkeit X, so konnen also 
naeh *-3-2 sowohl die Punkte des als aiich die Punkte a s A, als aueh 
die -tetigen Fuuktionen, deren Bereieh ein G ti in -4 ist, ein-eindeutig den 
Ordinaizahlen “ zugeordnet werden: seien (£ C y) die samtliehen 

Punkte des A% . a. i * < y\ die samtliehen Punkte as A und f s (£ <; y\ 
die samtliehen stetigen Fimktionen, deren Bereieh ein G s in -4 ist; der 
Bereieh von /* werde mit At bezeiehnet. TVir definieren nun vermdge 
transfiniter In tuktion !§ 7,4j eine Funktion / auf .4 durch die Fest- 
setzungen: 1. fia 0 i — z 0 : 2. ist fia r/ ) definiert fiir alle rf C r t (Cy). so 
sei f*a r ) das erste s,, das von alien /,, (a,) (»/<?;, e A r/ ) veischieden 
ist |ein solches r_. gibt es. veil die Menge der f } , (a r ) (■)/ < rj , a, £ A r/ ) 
eine Maehtigkeit < X hat). Sei nun A' ein Tell von A der Maehtigkeit X; 
wir ha ben zu z eigen. daS A' 1 f nicht stetig ist. Angenommen, A' If 
ware stetig: naeh 22*4-3, 22-4-1, 23-4-1 gibt es dann ein A =' A', da « 

ein G. in A ist. und eine stetige Funktion g auf A, so daB A' 1 g = A' 1 /. 
Dann ist g eine unserer Funktionen ft , etwa ft *, und A — A $ *, Da A' 
die Maehtigkeit X, die Menge der a* mit i <: £* eine Maehtigkeit <C X 
hat, gibt es ein a^** £ A' mit ;> A* : dann aber ist naeh Definition 
von /: /(ffs*.) =f= ft* (a*.*), d. h. /(a-»*) #= g {(it**), was unmoglich, da wegen 
a imm eA': g(a*„) = f(a s „). 

Literal ar: Satz 27*5*2 geht zuriick auf TV. H. Young Lond. Proc. (2)8(1910) 
S. 118; die Satze 27*5*3, 27-5-4 stammen von H. Blumberg, Am. Trans. 24(1922) 
8 . 113; Satz 27-5-5 stanimt von TV. Sierpiiiski und A. Zygmund, Fund, 
math. 4 * 1923i S. 316. 

6. Einseitige Hiillen. Wir besehaftigen uns nun inshesondere mit 
Funktionen, deren Bereieh eine linear e Punktmenge, d. h. eine Punktmenge 
A des If ist. Die Menge der linksseitigen (bzw. reehtsseitigen) Haufungs- 
punkte von A (§ 24. 2) bezeiehnen wir mit ML (bzw. Mi); die Menge der 
beiderseitigen Haufungspunkte ist dann ML ML- 

27-6-1- Die J fengen A 1 — ML, A 1 — ML, M 1 — ML ML sind abzahlbar. 

Dies folgt unmittelbar aus 24-2-1. 

Sei M eine lineare Punktmenge, / eine Funktion auf A und a e ML ; mit B 
bezeiehnen wir die Menge aller x e A mit x C a, und setzen B l/ = g; 
Mann heiBt die Htille {a) von g in a die linksseitige reduzierte 
Hiille P}_ (a) (oder kurz PL («)) von / in a . Analog ist die Definition 
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der rechtsseitigen reduzierten Hiille Pj_ (a) (oder kurz Pt {a)) 
von / in a. Offenbar ist P 1 (a) — P* ( a ) P\ (a). Aus 26-1*2 folgt: 

27*6*2. Die Jfengen Pt ( a ), P l _ (a) sind abgeschlossen inn P 2 . 

An Stelle von 27-5*2 tritt bier der seharfere Satz: 

27*6*21. Die 31 enge C alter a s At At , fur die Pt (a) #= P\ (a) gilt , 
ist abzahlbar. 

Seien I x , / 2 , . die Intervalle [p, q J des P lf deren Bandpunkte 

■p, q rational oder = — oo sind; sei ferner C n (bzw. C' n ) die Menge aller 
a e At A 1 . , fur die Pt (a) I n = A, P\ («) 3 *4 (bzw. Pi (a) I n — A , 

Pi (a) I n 3 A) - Wie beim Beweise von 27-5*2 sieht man, dab C — S (C n -\-C' n ); 

es geniigt also zu zeigen, dab C n und C' n abzahlbar ; wir zeigen es fiir C n . 
Sei also a e C n ; da mi ist Pi (a) I n = A. Bezeichnen wir mit G die Menge 
aller x e A mit x <C cl und setzen G 1 f — g } so sehen wir, wie beim Beweise 
von 27-5-2, daB die Menge aller xe G°> fiir die P£ (a:) I n —A ist, offen in G° ist. 
Darans folgt, daB es ein Intervall (a — cr, a) gibt, so daB auch Pj^ (x) I n = A 
fiir alle x e (a — a, a) At ; somit ist auch (a — g, a) C n = A. Zu jedem 
a e C n gibt es also ein Intervall ( a — or, a), so daB ( a — a, a) C n — A. Da 
es aber im P ± nur abzahlbar viele fremde Intervalle gibt, ist C n abzahlbar, 
w. z. b. w. 

biter at ur: Satz 27-6*21 stammt von W. H. Young, Quart. Journ. 39 (1907) 
S. 67; Bend. bine. 17 1 (1908) S. 582. 

7. Einseitige Schrankenfanktionen. Sei wieder A eine lineare Punkt- 
menge, / eine Funktion auf A. Da Pi (a) und P\ (a) nach 27-6-2 abge- 
seMossen, gibt es unter den Zahlen von Pi ( a ) und von Pi (a) je eine 
groBte und eine kleinste; wir bezeichnen sie mit ft (a), ft ( a), ft (<z), ft (a) 
und nennen sie die linksseitige (bzw. rechtsseitige) obere (bzw. 
untere) reduzierte Schranke von f in a; betrachtet man sie als 
Funktionen auf At (bzw. auf Ai), so heiBensie linksseitige (bzw. rechts¬ 
seitige) obere (bzw. untere) reduzierte Schrankenfunktion von/. 

Sei a £ At , sei B die Menge aller x s A mit x <C a und g — B 1 /. Ist 
dann lim g ( x ) = 6, so heiBt b linksseitiger Grenzwert von f in a , 

x—+a 

in Zeichen; lim f(x), oder auch f{a — 0). Analog ist die Definition des 

x—*a— o 

rechtsseitigen Grenzwertes lim / (x) oder / {a -f- 0). Wir sagen: 

x —+a-t- o 

f hat in a einen einseitigen Grenzwert, wenn / in a sei es 
einen rechtsseitigen, sei es einen linksseitigen Grenzwert hat. Ist 
a e At Ai, so ist das Bestehen von lim / (x) = b gleiehbedeutend mit 

x—*a 


Hahn, Seelle ITanktionen. 


14 
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dem gleiehzeitigen Bestehen von lira f (x) = b und ^lim f(x) = 6 . Offen- 
bar gilt: 

27*7*1- 1st a s A]_ (bzw. a e A\), so ist , damit lim / (x) = b (bzw 

•x—^a—o v 

lim f(x) = b) sei 3 notivendig und hinreichend, da/3 (a) — { a ) — 5 

x—*a~v ~ 

(bzw. fl (a) = fl (a) = 6 ) 

27*7*2. J-sf A eine Youngsche Menge, und ist die Menge C alter a e A h 
{bzw. alter a e A 1 ), in denen f einen einseitigen Grenzwert hat, dicht in A h 
{bzw. in A 1 ), so ist f punktweise unstetig. 

Xach 26-5-21 geniigt es, zu zeigen: fair jedes k :> 0 ist die Menge B k aller 
a s A mit co {a) ^ Tc nirgends dicht- in A. Ha B k nach 26-3-41 abgeschlossen 
in A, geniigt es weiter zufolge 11-2-51, zu zeigen: die Menge A — B k 1st 
dicht in -.4. Xach 11-1-3 ist also zu zeigen: ist G offen und A G 2) A, so gibt 
es ein as AG mit co ( a) C k. Dies ist trivial, venn Aj G 2) A, denn in jedem 
Punkte a s A G ist co (a) — 0 < k. Sei also Aj G — A, d. h. AG — A h G. 
Da A /c G ^2 A und offen in A h , und da C dicht in A h , gibt es nach 11-1-3 
ein c e C A h G. In c hat / einen einseitigen, etwa den linksseitigen Grenz- 
wert: daher gibt es ein Interval! (c — a, c), so daB A (c — g, c) 2) A und 

'■fix') — / {x") ^ fuj- ade x f s A {c — cr, c), x" s A (c — cr, c); dabei 

komien wir sofort aimehmen: (c— cr, c) ^ G. Bair jedes as A (c— a, c) 
aber gilt nach 26-3-11: co (a) ^ ~ ; und da A (c — < 7 , c) Cjj A G, gibt es also 
ein a s AG mit co (a) <C k, w. z. b. w. 

In Anlehmmg an 25-6-2 definieren wir: ist a s A A]_ (bzw. a e A A\) und 
gilt lim / (x) = /(«) (bzw. lim / (x) = /(a)), so heiBt / linksseitig 

x-*a- 0 x—*a -r 0 

(bzw. rechtsseitig) stetig in a. 

Ein Unstetigkeitspunkt a von / heiBt von erster Art, wenn, falls 
a sA x _ ist, ein linksseitiger, und falls a s A\ ist, ein rechtsseitiger Grenz¬ 
wert von f in a exist iert. 

27-7-3. Siyid samtliche Unstetigkeitspunkte von f von erster Art , so hatfnur 
abzdhlbar vide Unstetigkeitspunkte. 

Wegen 27-6-1 brauchen wir nur die Punkte von A A\ A\ in Betracht zu 
ziehen. Nach 27-7-1 gilt fur alle asAA x _ A\ : f x (a) =/* (a ), f]_ ( a ) —f x (a), 
also zufolge 27-6-21 mit hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen: 
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da jede Punktmenge des separabel ist, gilt daher nach 27*2-2 weiter 
fur a lie a e A A* mit- hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen: 

P (a) = f 1 (a) — f{a), d. h. nach 27*2*8 lim / (x) —f(a); daraus folgt die 

- x—*a 

Behauptung nach 25*6*2. 

Literatnr : Satz 27*7*2 stammt von TJ. Dini, Grundl. f. e. Theorie d. Funkt. 
einer veranderl. reellen GroBe (1892) § 151. 


§ 28* Konvergente Funktionenfolgen. 

1. Uniforme, einfach-gleichmaBige, vollig uniforme Konvergenz. Wir 
betraehten nun eine Folge reeller Funktionen /,, deren Bereich die Purikt- 
menge-4 eines metrischen Raumes ist. 1st as A und gibt es ein bs JR X , so daB 
fv ( a ) ~+b, so heiBt die Funktionenfolge ((/)) konvergent im Punkte a, 
und der Punkt a heiBt ein Konvergenzpunkt von ((/)); die ubrigen 
Punkte von A heiBen Divergenzpunkte von ((/)). 1st die Folge ((/)) 
konvergent in jedem Punkte von A , so heiBt sie konvergent (oder 
ausfiihrlieher: konvergent auf A); dann ist lim/, (a) eine Funktion auf 

V 

_4, die als die Grenzfunktion der Folge ((/,)) bezeichnet wird. Wir be- 
handeln nun Bedingungen, unter denen aus der Stetigkeit der Funktionen 
/ einer konvergenten Funktionenfolge die Stetigkeit ihrer Grenzfunktio n 
folgt. 

Sei ((/,)) eine konvergente Folge von Funktionen auf -4. Wir sagen: 
die Folge ((/)) konvergiert im Punkte a e A 0 uniform gegen /, wenn es zu 
jedem d >> 0 ein r und eine Umgebung U a gibt., so daB \\f v (x) — / (x) ]| < 3 
fur alle x e A U a . Wir sagen: die Folge ((/)) konvergiert im Punkte 
a s JL° einf aeh-gleichmaBig gegen/, wenn es zu jedem 6 0 und jedem 

r 0 ein v ^ r 0 und eine Umgebung U a gibt, so daB || f v (x) —/ (x) || < 3 
fur alle x e A U a . Wir sagen: die Folge ((/.)) konvergiert im Punkte a e A 0 
vollig uniform gegen/, wenn zu jedem d > 0 ein r 6 gehort, so daB es zu 
jedem v ^ v s ein U a v gibt, so daB \f v ( x) —/ (x) jj C <5 fiir alle x e A U . 
— Wenn ((/„)) im Punkte a e -4° vollig uniform gegen / konvergiert, so auch 
einfach-gleiehmaBig, und wenn einf ach-gleichmaBig, so auch uniform. , 

28*1*1. Ist f = lim/, und sind alle / stetig im Punkte a e A, so ist , damit 

auch f stetig sei in a, notwendig und hinreichend, daft ((/)) in a uniform {oder 
einfach-gleichmdig , oder vollig uniform) gegen f konvergiere. 

Xotwendig: Wegen lim / (a) = f (a) gibt es ein r 5 , so daB 

\[fr («) —/(«) < ~ fiir v ^>v 6 ; 


14* 
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well/ mid alle f T stetig sind, gibt es ein U 3 r , so da B / P {x)—f v (a) !• < - 

mid /i/f — f\a< < ^ fiir alle i£-4r a r ; also 1 st: f v ( x )—f{x) 

<; ' /» 4 jt# —• / r (ai — ia) — f {a j — / (a) — / (x) j : < (3 fiir alle 
r r« and alle x e A C a r : also konvergiert ((/„)) in a vollig uniform, 
raithin an eh einfaeh-gleichmaBig und uniform gegen f. Hinreichend: 
Konvergiert ((f 9 t) in a uniform (oder einfach-gleiehmaBig, oder vollig uni¬ 
form ) gegen/, so gibt es ein v und ein U a , so daB \f v (x) —f (x) <Z d 
fiir alle xe A V a : insbesondere ist also f v (a) —f (a) ■* C 6 ; weil f v stetig 
in a, gibt es eine Umgebung U* a , so daB f v (x) — f v (a) < d fiir alle 
xeAC*. Also ist f{x) — f{a)\ <; / ix) — f v (x) — f v (x) — f v {a) 

—- Jw (a) — / (at < 3 d fiir alle xe A V a V* a , d. li. / ist stetig in a. 

28-1-2. 1st d/ r }) eine konrergente Funktionenfolge und sind alle f v stetig im 
Punhte as A , so sind die Aussagen: ,,Die Folge ((/,)) konvergiert in a uni¬ 
form , 62 if. € infach-gleichmdfiig. bzw. vollig uniform gegen ihreGrenzfunktion f £( 
Equivalent. 

Denn jede dieser drei Aussagen ist zufolge 28-1-1 Equivalent der Aussage : 
„/ ist stetig in a" *. 

28*1-3. Konvergiert die Funktionenfolge ((/,)) im Punkte a e A 1 uniform 

gegen ihre Grenzfnnktion f und existiert fiir jedes v der Grenzwert lim/„ (x), 

so exist iert auch der Grenzwert lim/(x). 

x—*a 

Wegen der uniformen Konvergenz gibt es ein v und ein U a , so daB 
f v {x )—/ (x) < 6 fiir alle x e A U a ; wegen der Existenz von lim f v {x) 

x—*a 

gibt es eine tTmgebung CT*, so daB f v (x / ) — f v (x") ]j < 6 fiir alle ode A 
xf* e A U* a . Also gilt fiir alle x* e A U a U* , x" e A U a lT a : 

: /(x')~-/(x") ^ 

fix’)-!, (XT') - f r (x>)—f r (.r") /(*") 1! <35, 

also existiert lim / (x). 

x —-a 

28-1-31. Konvergiert die Funktionenfolge ((/,)) im Punkte a e A 1 vollig 
uniform gegen ihre Grenzfunktion f und existiert fiir jedes v der Grenzwert 
lim f v (x) = I p , so existiert auch der Grenzwert lim f (x) == l, und es gilt : 

x—>a 

I V -»L 

Wegen 28-1-S ist nur mehr zu zeigen: l v — l. Wegen der vollig uniformen 
Konvergenz gibt es ein v t und ein U a , so daB \\f v (x) — /(x) |j < 5 fiir alle 
v v$ und alle xe A U a r ; daraus folgt: | ; l y — l jj 6 fiir alle v r s , 
d. h. 4 4 w. z. b. w. 
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Dieser Satz 1st ein Spezialfall des Satzes : 

28*1*4- Konvergiert die Funktionenfolge ((/*,)) im Punkte a sA° ( bzw. as A 1 ) 
vollig uniform gegen ihre Ghrenzfunktion /, so gilt fur die Sullen (§ 26, 1): 
lim jP? (a) = Pf (a) (bzw. fur die reduzierten Sullen : lira P) (a) — P) (a)). 

Denn zu jedein <5 > 0 gibt es ein v 5 und ein U av> so daB ]) f v (x) — / (x) 11 
< 6 fur alle v ^ v s und alle x s A U a v ; nach *26-1-8 ist also e (Pf y («), P® (a)) 
^ S fiir alle v ^ v 5 , somit naeh 17*1-7 lim P° (a) — (P^(a))°, und nach 
26*1-2 ist (P? (a))° = P? (a). * 

Litera tur: E. W. Hobson, The theory of functions of a real variable (Cambridge 
1907) S. 489; F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre S. 386. 

2. QuasigleiehmaBige Konvergenz. Sei wieder ((/„)) eine konvergente 
Funktionenfolge auf A und / ihre Grenzfunktion. Wir sagen: die Folge 
((/,)) konvergiert quasigleichmaBig gegen/, wenn es zu jedem <5 > 0 
und jedein v 0 ein v' 0 >* v 0 gibt, so daB fur jedes xsA mindestens eine der 
v' Q — v o + 1 Ungleichungen gilt: j (x) —f (x) |] < <5 (v 0 ^ v ^ v 0 ). 

28*2*1- Konvergiert die Folge ((/,.)) quasigleichmdpig gegen f, so konvergiert 
sie in jedem Punkte as A, in dem allef v stetig sind -, vollig uniform (und mithin 
auch einfach-gleichmdfiig und uniform) gegen f. 

Wegen der Konvergenz von ((/„)) gibt es ein v Q , so daB 

(2) i(o) — /.„(«) |1 < 6 fiir v ^v 0 . 

Weil die Konvergenz quasigleichmaBig ist, gibt es ein v Q > v 0 , und zu jedem 
red einen der Ungleiehung v 0 v x v' 0 geniigenden Index v x , so daB 
\[fr x (*r) —/ (x) 1J < d. Wegen der Stetigkeit der f v gibt es zufolge (2) ein 
U a , so daB j{/„ (x) — f v (x) i j C d fiir v 0 v v 0 und alle x s A U a . Also 
gilt fur alle x s A U a : 

I A, ( x ) — f ( x ) 11 ^ 11/.,, ( x ) — fv x ( x ) II 4- ll/, x (*) — /(*) 11 < 2 6, 

d. h. ((/,)) konvergiert in a uniform, und somit nach 28-1-2 auch vollig uni¬ 
form gegen /. 

Umgekehrt gilt: 

28-2*11. Ist A in sich kompakt und konvergiert die Folge ((/,)) in jedem 
Punkte a s A einfach-gleichmdJSig (od-er vollig uniform) gegen f, so konvergiert 
sie quasigleiohmafiig gegen f. 

Nach Annahme gibt es zu jedem <5 > 0, jedem a & A und jedem v 0 ein U a 
und ein v a ^ r 0 , so daB j j f v * (x) — f (x) \ \ C 3 fur alle x s A U a . Nach 15*5*11 
gibt es im System der A U a ein endliches, A iiberdeckendes Teilsystem, etwa 
-1 A U a *, . . A U an . Fiir jedes x s A gilt also mindestens eine der 
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n Unglelehungen: /. _ ix, — / u*i < b \i = 1, 2, , . . ?i), und somit, wenn 

wir max (r ff . , r. : ,..... r. i — setzen, mindestens eine der Ungleichungen 

/, I xi — fix] < d i ^ v <1 rj, d. h. (if,)) konvergiert quasigleickmaBig 

gegen f. 

28*2*2- 1st {if v \) eine konvergente Folge stetiger Funktionen auf A, so ist, 
dam it a itch f — lim /„ stetig sei, hinreickend und, icenn A in sick kompakt 

ist. a itch noticendig, dap ({/.; - q uasigleich mafiig gegen f konrergiere. 

Xotwendig: Dies folgt aus 2S*1*1 und 2S-2-11. Hinreickend: Dies 
folgt aus 28*2*1 und 28*1*1. 

Literatur : Der Inhalt dieser Xummer geht zuriick auf C. Arzela. Rend. Bol. 
ill 19 i IS S3 S4) S. S3; Mem. Bol. ioj S f 1S99 l&CMj) S. 131. 

3. GleiehmaBige Konvergenz in einem Fun kte. Sei wieder ((f v )) eine 
konvergente Funktionenfolge auf A und / ihre Grenzfunktion. Wir sagen: 
die Folge \i f v I) konvergiert imPunkte a eA u gleichmaBig gegen/, wennes 
zu jedem 6 >» 0 ein v 5 und eine Umgebung U a gibt, so daB j f v (x) — / {» I 
<i d fur a He r r ? und a lie x e A V a . Die Folge ((/.)) heiBt gleich¬ 
maBig konvergenr im Punkte a £ A 0 , venn es eine Funktion / auf A 
gibt, so daB ((/.,)) im Punkte a gleichmaBig gegen / konvergiert. 

Konvergiert {(/„)) in a gleichmaBig gegen/, so aucli vollig uniform, und 
mithin auch einfach-gleiehmaBig und uniform. TTragekehrt gilt: 

28-3-1. Konvergiert die monotone 1 ) Funktionenfolge ((/„)) im Punkte a £ A 0 
uniform (oder einfach-gleichmdpig, oder vollig uniform) gegen f, so konvergiert 
sie auch gleichmaBig in a gegen f. 

Demi zu jedem d Z> 0 gibt es ein v$ und eine Umgebung U a , so daB 

f v ^{x )— f {x'i <f5 fiir alle xeA U a : da ((/„)) monoton, gilt danri 
aber auch: f v {x) — / (a*) < b fur alle v v 6 und alle x e A U a . 

In 28*1*1 und 28*1*31 sind die beiden Satze entbalten: 

28*3*2. Konvergiert ((/,)) im Punkte a a A gleichmapig gegen f, und sind 
alh f r sietig in a, so ist auch f stetig in a. 

28-3*3. Konvergiert ((/„)) im Punkte a e A 1 gleichmapig gegen f, und exi¬ 
st krt f iir jedes r der Grenzweri lim f v {x) — l v , so existiert auch der Grenzirert 

JC—il 

lim f{x) = l y und es gilt: l y ~* l. 

1 ) Die Funktionenfolge i(f v )) auf .4 heiBt monoton wachsend (abnehmend), 
wenn fur alle v und alle x gilt: f p „\ (x) ^>/ r (x) (bzw. f v + \ (x) </„ (x)) . 
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28*3*4. 1st ((f)) eine monoton wachsende (bzw . abnehmende) Folge monoton 
wacksender (bzu\ abnekmender) Funktionen 1 ) im Intervalle (a, b) des 
so konvergiert sie in b gleickmdfiig gegen Hire Grenzfunktion. 1st ((f)) eine 
monoton wachsende (bzw. abnehmende) Folge monoton abnehmender (bzw. 
wachsender) Funktionen im Intervalle (a, b) des so konvergiert sie in a 
gleichmafiig gegen Hire Grenzfunktion. 

Sei lim /„ =/; ebenso Trie die f v ist auch f monoton wadhsend; es 

existieren also die Grenzwerte f v (b — 0), f (b — 0). Wir zeigen zu- 
nachst: f v (b — 0 )-»f(b — 0). Weil ((/,)) monoton wachst, gilt jedenfalls 
f v (b — 0) <* f (b —0) fur alle v ; sei sodarui q <C / (b — 0); dann gibt es ein 
x e (a, b), so daB auch / (x) ;> q; mithin ist auch f v (x) > q fiir fast alle v; 
well die f v monoton wachsen, ist also auch f v (b — 0) > q fiir fast alle v; 
d. h. es gilt f v (b — <))—*■/(& — 0), Trie behauptet. Es gibt also ein v 5 , 
so daB f 6 (b — 0) — f (b — 0) j; < <5 ; wegen 

../*(*)-/<*) I! =£ 0 - 0 ) -f(b- 0) ii + 

!!4 (*) — /.„(*- 0) I| + ||/(*)-/(6-0) II 

gibt es dann auch ein Interval! (c, b ), so daB | \f (x )—/ (x) || < 3 fiir 
alle xs (c y b) : weil ((/„)) monoton wachsend, ist dann auch || f v (x) — f(x) || 
< 6 fiir alle x e (c, b) und alle v ^ v 5 , d. h. ((f v )) konvergiert in b gleich- 
maBig gegen f. 

4. GleiehmaBige Konvergenz. 1st ((f)) eine konvergente Funktionen- 
folge auf A und/ihre Grenzfunktion, so sagen wir: die Folge ((f)) konver¬ 
giert gleichmaBig gegen /, wenn es zu jedem d >* 0 ein v 6 gibt, so daB 
f (x) — / (x) [j < 3 fiir alle x e A und alle v ^ v & . Ist ((f)) eine Funk- 
tionenfolge auf A und gibt es eine Funktion auf A, gegen die ((f)) gleich¬ 
maBig konvergiert, so heiBt die Folge ((f)) gleichmaBig konvergent. 

28*4*1. Damit ((f)) gleichmaBig konvergent sei , ist notwendig und hin- 
reichend, daB es zu jedem d >> 0 ein v 5 gebe, so daB \\f ( x ) — f'( x ) [| <3 

fiir alle x e A und alle v ^ r 6 , v' ;> p 6 . 

Xotwendig: Xach Annahme gibt es eine Funktion/, gegen die ((f)) 

3 

gleichmaBig konvergiert; es gibt also ein v 6 , so daB \\f (x) — / (x) || < — 

J* 

fiir alle x e A und alle v ^ v 6 . Also gilt fiir alle x e A und alle v ^ v 8 , v* ^ v 8 : 
.If (**) — /r/ (x) ;i <£ Hf(x) —f(x) |j -f- j[/ (x) fv/(x) || < <5. 

1 ) Eine Funktion g im Intervalle (a, b ) des heiBt monoton wachsend (bzw. 
abnehmend), wenn aus a < x < x' < 6 folgt g ( x) < g (x') (bzw. g (x) ;> g (x')) . 
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Hinreieliend: Jedenfalls ist die Funktionenfolge ((/,)) konvergent; sei 
/ ifare Grenzfunktion. Da f y (x) — f r , (x) . < b fiir alle x s A und alle 
v ;> r«, v' >’■.«, so folgt dureh den Grenziibergang v' -* oc: [j /, (x) — / (x) 

<5 fiir alle x e A und alle r ^ r f , d. h. ((/ r )) konvergiert gleichmaBig 
gegen /. 

28-4*2- Dam it die Folge ((/* )) gleichmafiig gegen f konvergiere, ist notwendig 
und , wenn A in sich kompald ist , hinreichend, dap sie in jedem Punkte 

a e A gleichmafiig gegen f konvergiere . 

Xotwendig: Dies ist trivial. Hinreichend: Zu jedem a e -4 gibt es 
ein r a und ein U a , so daB: f v (x) —/ (a*) " < b fiir alle x £ A U a und alle 
v ^ v a . Xach 15*5-11 gibt es ini System der A U a ein endliches, A iiber- 
deckendes Teilsvstem, etwa -.4 V a , A U n , A U a . Setzen wir 

max (r ai , v a ^, . . .. v a j — r«, so gilt /,, (x) — f (x) M < <5 fiir alle v ^ v s , 
d. li. ({f v }) konvergiert gleichmaBig gegen /. 

28*4*3- Konvergiert ((/*) # gleichmafiig gegen f, und sind alle f v stetig , so ist 
auch f stetig. 

Dies folgt aus 28*2*2; denn konvergiert ((/,)) gleichmaBig gegen/, so auch 
quasigleiehm a Big. 

Sei [b, c) ein Intervall des P T und sei / ( x.t) eine Funktion auf A fiir jedes 
te(b, c). Wir sagen: / (x, i) konvergiert fiir f-^c—0 gleichmaBig 
gegen die Funktion / (x), wenn es zu jedem 6 > 0 ein Intervall (c 5 , c) 
gibt, so daB / (x, *) — / (x) <C d fiir alle x e A und alle i s (c 5 , c). Wir 
sagen: f(x, t) ist fiir t^c —0 gleichmaBig konvergent, wenn es eine 
Funktion / (x) gibt, gegen die / (x, t) fiir t -* c — 0 gleichmaBig konvergiert. 
Analog ist die Definition der gleichm aBigen KLonvergenz fiir t -* b -f- 0. 

28*4*4- Da m it f(x,t) fiir t~*c — 0 ( bzw. fiir t -* b -f* 0) gleichmafiig 
konvergent sei, ist notwendig und hinreichend, dafi es zu jedem 6 > 0 ein 
Intervall (e & , c) (bzw. ein Intervall ( b, b s )) gebe, so dafi j \f (x, t) — / (x, t') j] C 6 
fur alle xe A und alle t und t r aus (c 6 , c) (bzw. aus (b, b$)). 

Der Beweis ist analog dem von 28*4*1. 

284-5- Dam it f (x, t ) fiir t c — 0 (bzw. fur t-* b -f- 0) gleichmafiig gegen 
f (x) konvergiere , ist notwendig und hinreichend , dafi fur jede Folge ((£„)) 
aus (b, c) mit i„ —- c (bzw. mit t v b) die Folge der Funktionen f (x , t v ) (v = 1, 
2, . . .} gleichmafiig gegen f (x) konvergiere. 

Xotwendig: Xach Aimahme gibt es ein Intervall (c 5 , c), so daB \\f (x, t) 
— f (x) >' < b fur alle x e A und alle t s (c 5 , c ); wegen t r ~^c aber gibt es 
ein r* f so daB t v e (c t> .c) fiir v ^ v*; also ist: \f(x } t v ) —/(x) \\ C d filrv^ v* 
und alle xe A; d. h. die Folge f (x, t v ) konvergiert gleichmaBig gegen /. 
Hinreichend: Sei {(c v )) eine Folge aus ( b, c ) mit c v ~*c . Wenn / (x, t) 
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fur t-~c — 0 nicht gleiehniaBig gegen / (x) konvergiert, so gibt es ein 
6>0, und in jedem Inter vail { c v , c ) ein t v , so daB nicht \\f(x, t v ) —/ (a;)|| 
< b fiir alle x a A gilt; dann ist t v c und die Folg ef (x, t v ) (v = 1, 2, . . .) 
konvergiert nicht gleichmaBig gegen f {x). 

28*4*6. Konvergiert f (x, t) fiir t-*c — 0 (oder fur t-*b —f- 0) gleichmafiig 
gegen f (x), und ist f (x 3 1) fiir jedes t e ( b , c) eine stetige Funktion von x, so ist 
auch f (x) stetig. 

Dies folgt aus 28-4*5 und 28-4*3. 

5. Der UngleichmaBigkeitsgrad. Sei wieder ((/„)) eine konvergente 
Funktionenfolge auf A s f ihre Grenzfuhktion, und sei a e A °. Sei % (a) das 
Infimum aller Zahlen z, zu denen es ein U a und ein v* gibt, so daB || f v ( x ) 
— /(*) ;i < 2 fiir alle xsA U a und alle v ^ v* (solche Zahlen 2 gibt es 
sicher: jedes z> 2 ist eine solche Zahl); wir nermen x (a) den Ungleich¬ 
maBigkeitsgrad von ((/,.)) Punkte a. Es ist 0 ^ % (a) ^ 2; in jedem 
Punkte a e Aj ist y (a) = 0. Ist 2 < % (a) so gibt es in jeder Umgebung JJ a 
zu jedem v* ein x e A U a und ein v ^ v* 3 so daB ||/„ (x) — f (x) |j ^ z. 1st 
{{fv)) eine Teilfolge von ((/„)) und y* (a) der UngleichmaBigkeitsgrad von 
({/*,.)), so ist (a) % (a) . 

28*5*1. Damit ((/„)) im Punkte as A 0 gleichmaBig gegen f Tconvergiere , ist 
notwendig und hinreichend, dafi y {a) = 0 sei. 

Denn % {a) = 0 bedeutet: zu jedem z > 0 gibt es ein U a und ein v* 9 so daB 
f T {F) — f(x) [j C z fur alle x s A U a und alle v ^ v *. 

28*5*2. Fur jedes k ist die Menge alter a s A 0 mit % ( a ) k abge- 
schlossen. 

Sei B diese Menge und b a B°. In jeder Umgebung U b gibt es ein as B; 
da U b auch eine Umgebung von a, gibt es wegen % {a) I> k zu jedem z <C k 
und zu jedem v* ein x s A U b und ein v ^ v*, so daB \\f v (x) — / (x) |J ^ z; 
also muB x (b) ^ k sein; d. h. b s B. Aus b a B° folgt also b e B, somit ist 
B abgesehlossen. 

Aus 28*5-2 folgt unmittelbar: 

28-5*21. Fiir jedes k ist die Menge oiler as A mit y (a) ^ k abge- 
scMossen in A und, wenn k > 0 ist, auch abgesehlossen in A h . 

Literatur: Per UngleichmaBigkeitsgrad vrurde eingefiihrt von W. E. Osgood, 
Am. Joum. 19 (1897) S. 164. 

6. Yerteilang der Punkte ungleickmaBiger Konvergenz. 1st wieder 
iifv)) eine konvergente Funktionenfolge auf A, so bezeichnen wir auf Grund 
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von 2S-3-1 den Punkt aeA als einen Punkt gleiehmaBiger oder un- 
gleieiimaSiger Konvergenz, je nachdem y (a) = 0 oder y ( a ) > 0. 

28-6*1. Lit (i/jJj tine konvergente Funktionenfolge auf A, so ist die Jlenge 
oiler Punkte unghickmdfiiger Konvergenz von ((/*,)) tin F c in A und in A h , 
•and die Jlengt alter Punkte gleichmdpiger Konvergenz von ((/„)) ein G 5 in A. 
Der Be we is ist analog dem von 26-4-1 und 26-4*11. 

Die konvergente Funktionenfolge ((/».)) auf A heiBt total ungleich- 
maBig konvergent, venn jeder Punkt a e A ein Punkt ungleiehmaBiger 
Konvergenz ist. 

28-6*2. Ist .4 ^ -i und insichdicht , und ist z 4= 0, so gibt es auf A eine 
total ungleichmafiig konvergente Folge von Funktionen g V3 die nur die Werte 
0 und z annehmen, mit lim g v = 0. 

V 

Xaeh 12-4-61 gibt es eine Zerlegung A — S A v von A in S 0 disjunkte, in A 

V 

dichte Teile. Sei g v — z auf A r , g v — 0 auf _4 — A v . Dann ist lim g v (a) — 0 

V 

fiir a lie a e A. und da A v V a ^ A ist fur jede Umgebung U a und a lie v, 
und g v (x) = z ist fiir a lie x e A y , ist y (a) = s — 0 > 0 fiir alle a e A. 

28-6-21- 1st 3 abgeschlossen in A h und z =j= 0, so gibt es auf A eine Folge 
von Funktionen f v , die nur die Werte 0 und z annehmen , mit lim/ r == 0, so dafi 
y (a) > 0 fur a s B, y (a) — 0 fiir a e A — B. 

Seien B\ B" insichdicht er Kern und separierter Be stand teil von B (§ 12, 7). 
Falls B* „ 1, gibt es nach 2S-6-2 auf B' eine total ungleichmaBig kon¬ 
vergente Folge von Funktionen g v . die nur die Werte 0 und z annehmen, 
mit g v —> 0. Wir definieren nun eine Funktionenfolge ((/,,)) auf A durch : 
f v {x) — g v {x\ fur x e B ': f y (x) — 0 fiir x e B": f v (x) = z fiir x e A — B und 

x B < — : f % {x) = 0 fiir x £ A — B und x B ;> — . Wir zeigen zunachst, daB 
v v 

fiir alle x e A gilt: f v (x) -* 0; dies bedarf eines Beweises nur fiir x s A — B; 

sei also x £ A — B: da B abgesehlossen in A h , also wegen 12*2*6 aueh in A, 

ist dann nach 10-3*62 x B> 0, also ^ x B fiir fast alle v, also f v (x) — 0 

fiir fast alle >\ also f v (x) — 0, wie behauptet. — Xun zeigen wir: y (a) > 0 
fiir a e B: wegen B' 1 f v = g v ist dies evident fiir a e B f ; sei also a e B" 
und V a eine beliebige Umgebung von a ; da nach 12-7*2 Bj dicht in B", 
gibt es ein be B; U a , und da B Cjjj A h , ist aueh b e A h ; aus b s B- } A h folgt 
aber: es gibt in A — B eine Folge ((x„)) mit x n -+ b; fiir jedes v ist dann 

x n B < ^ fiir fast alle n, also f v (x n ) = z fiir fast alle n ; und da wegen 6 e U a 

aueh x n € U m fiir fast alle n ist, und f v — 0 gilt, so ist y (a) — jj z — 0 j! > 0 , 
wie behauptet. — Xun ist nur melir zu zeigen: y (a) = 0 fiir as A — B; 




§ 28. Konvergente Funktionenfolgen. 


219 


da B abgeschlossen in A h , und somit in A, ist dann nach 10*5*62: a Bz> 0 ; 
fin* 0 < o < a B ist dann die Kugel K a „ eine Umgebung U a , fiir die U a B >• 0; 
^rahlen wir v* so, daB ~~ < U a B , so ist f v (x) = 0 fiir alle x e A U a und 
a lie v ;> v*; wegen f v 0 ist also aucli y (a) — 0, wie behauptet. 

28*6-3* 1st B ein F a in A h , so gibt es a uf A eine konvergente Funktionenfolge 
((/,}), fiir die jedes a e B ein Punkt ungleichmafiiger, jedes a s A — B ein 
Punkt gleichmd/Siger Konvergenz ist. 

Sei B — S B n , wo B n abgeschlossen in A h . Nach 28*6*21 gibt es auf A 

eine Folge von Funktionen f nl , / n2 , ... , die nur die Werte 0 und ^ 

annehmen, mit lim/ = 0, fiir deren UngleichmaBigkeitsgrad y n (x) gilt: 

/* 

Zn ( x ) 4= 0 fiir x e B n , y n (x) — 0 fiir x s A — B n . Wir ordnen die Doppel- 
folge der f nfl in eine einfache Folge ••*»/»>• ••» und zeigen zunachst, 

dab fiir jedes x s A gilt : f„ (x) 0; sei b > 0 behebig gegeben und n* > ; 

da f nfl nur die Werte 0 und ^ annirnmt, ist 0^f npt (x) <C b fiir n* und alle 
t u; und da lim/ (a:) = 0, gilt auch fiir die f ( x) (n = 1, 2, . . n*) mit 

fi 

hoehstens endhch vielen Ausnahmen: 0 <^f nfl (x)<ib; es ist also 0 <*f v (x) <C b 
fiir fast alle v, d. h. f v (x) Q, wie behauptet. — Nun zeigen wir, daB 
y (a) X> 0 fiir jedes a s B; ist a e B, so gibt es ein n, so daB a e B n ; also ist 
Zn («) > 0, und da die Folge f nl , / n2 , . . f n/1 , ... Teiliolge von ((/„)) ist, so 
ist auch % (a) Z> 0, wie behauptet. — Nun ist nur mehr zu zeigen: y (a) = 0 
fiir as A — B ; dann ist y n (a) = 0 fiir alle n ; sei b > 0 beliebig gegeben und 

n* >> ~; dann ist 0 <1 f n/t (x) <Z b fiir n^> n*, alle jut und alle x s A; und wegen 
% n (a) — 0 (n = 1.2,..., n*) und lim / = 0 gibt es eine Umgebung U a 

n 

und ein u* y so daB ]/ ( x ) j <C b fiir n — 1, 2, . . n*, jli ^ ju* und alle 

xs A U a ; es gilt also fiir alle f v mit hoehstens endlieh vielen Ausnahmen: 

• f v C-r) i < b fiir alle x e A U a ; und da f v —- 0 , folgt daraus y (a) — 0, wie 
behauptet. 

Literatur: 3>ie Verteilung der Punkte ungleiehmaBiger ivonvergenz wurde zu- 
erst untersueht von W. H. Young, Lond. Proc. (2) 1 (1904) S. 356. 

7. Pnnktweise nngleichmaBige Konvergenz. Eine konvergente 
Funktionenfolge ((/„)) auf A heiBt punktweise ungleichmaBig kon- 
vergent, wenn die Menge ihrer Punkte gleichmaBiger Konvergenz dicht 
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in .4 ist : insbesondere 1st also jede gleiehmaBig konvergente Funktionen- 
folsre auch punktweise nn gleiehmaBig konvergent. 

28“7*1. 1st {(f ,s) punktweise ungleichmdftig konvergent, so ist fur jedes 
k > 0 die Mange altar a a A ynit y ( a ) ^ k nirgends dicht in A. 

Der Beweis 1st, unter Bernfung auf 28-5-21, analog dem von 20*5*1. 
28-7*11- Ist ((f)) punktweise ungleichmdpig konvergent , so ist die 21 enge 
alter Punkte ungleicJimafiiger Konvergenz von erster Kategorie in A. 

Der Beweis ist analog dem von 20-5-11. 

28*7-2- 1st ((f)) eine konvergente Fu?iktionenfolge auf der Youngschen 
J fenge A , und ist fiir jedes k^> 0 die Menge alter a e A mit y (a) ^ k von 
erster Kategorie in A , so ist ((f )) punktweise angleichmtifiig konvergent. 

Der Beweis ist analog dem von 20-5-21. 

28-7-21. Ist (\f)) eine konvergente Funktionenfolge auf der Youngschen 
Menge A, so ist , dam it ((f)) punktiveise ungleichmafiig konvergent sei, not - 
trendig und hinreichend, dap die Menge der Punkte gleichmafiiger Konvergenz 
eine Besidualmenge in A sei. 

Dies ergibt sick wie 20*5*23. 

S. Konvergente Folgen stetiger Funktionen. Wir behandeln nun 
insbesondere konvergente Folgen ste tiger Funktionen. Sei E der zu- 
grxmde gelegte metrisehe Raum. Ankniipfend an die Begriffsbildungen 
von § 19. 5 bezeiehnen wir mit Eu die Menge aller x e E, in denen E 
von zweiter Kategorie ist. Dann gilt: 

28-8-1- 1st ((f)) eine konvergente Folge stetiger Funktionen auf E. und 
ist B k die Menge aller x sE mit y (x) ^ k, so ist B h E 1Ii fur jedes k> 0 
nirgends dicht in E ni■ 

Da B k E Ili naeh 28-5-21 abgesehlossen in E Izi , ist die Behauptung 
irnch 11*2*51 gleiehbedentend mit : die Menge aller xeE IIi mit y(x)<Ck 
ist dicht in E IIi . Xach 11-1-3 ist also zu zeigen: ist G often und 
A Z_G EjE 1Ji , so gibt es ein a eG mit y (a) < k. Wie aus § 25 (3-2) hervor- 
geht, ist , f, (x) — (x) eine stetige Funkt ion auf E; die Menge aller xeG 

mit f, (x) — f f , (x) i; ^ ~ ist also naeh 25-8*1 abgesehlossen in G; also 

ist auch die Menge G v aller xeG, in denen ]\f, (x) — f, r (a:) jj ^ ~ ist fur 

alle F ^ r y v tf ;> v, als Durchschnitt in G abgeschlossener Mengen, abge¬ 
sehlossen in G. Da a her ((f)) konvergent, ist G = S G v ; und da nach 19*5*4 

V 

G von zweiter Kategorie, also nach 19-4-31 auch von zweiter Kategorie in 
G, Ist mindestens ein G y nicht nirgends dicht in G ; da G v abgesehlossen in 
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G, gibt es dami nach 11*2*111 eine nicht leere, in G (und rnithin in E) offene 

, h 

Menge E =^G y ; fur alle xsE gilt nun: : \f t ,{x ) — (x) j[ ^ — fur v' ^ v , 
v" ^ v; also durch Grenziibergang v" —> oo, wenn lim f v = / gesetzt wird, 

V 

auch: [j f v , {x) —/ (x) |[ ^ — fur alle x e H und alle v' ;> v; fiir jedes as H 

ist also £ (a) <; ~ < k, und wegen H sk G ist auch aeG, w. z. b. w. 

28-8*11. Ist ((/ v )) eine 7converge?ite Folge stetiger Funktionen auf E, so ist 
die Menge alter Punkte ungleichmdfiiger Konvergenz von ((/„)) von erster Kate- 
gorie in E. 

Es geniigt zu zeigen: fur jedes Jc> 0 ist die Menge B k aller xsE mit 
y (x) k von erster Xategorie in E. Es ist B k — B k E Ui -{- B k (E — E ni ); 
hierin ist nach 2S-S-1 B h E Ui nixgends dicht in E IIi9 also nach 19*4*3 von 
erster KLategorie in E; nach 19*5*33 und 19*4*1 ist auch B k (E — E IZi ) 
von erster Kategorie in E; also ist nach 19*4*2 auch B k von erster Kate- 
gorie in E , w. z. b. w. 

28*8*12- Auf einer Youngschen Menge A ist jede konvergente Folge ((/„)) 
stetiger Funktionen punktweise ungleichmdpig konvergent . 

Dies folgt (fiir A — E) aus 28*8*11 und 28*7*21. 

28*8*2. Ist ((f,)) eine konvergente Folge stetiger Funktionen auf der Young¬ 
schen Menge A, und f = lira f ,, so ist f punktweise unstetig. 

V 

Dies folgt wegen 26*5*2 aus 28*8*11 und 28*3*2. — Wir komnien auf diesen 
Satz in § 37, 1 zurtick. 

Nach 28-8*11 kann auf einer Youngschen Menge eine konvergente Folge 
stetiger Funktionen nicht total ungleichmaBig konvergieren; tatsaehlich 
sind auch die Funktionen g v von 28*6*2 unstetig. Bei Beschrankung auf 
Folgen stetiger Funktionen treten an Stelle von 28*6*21, 28*6*3 die Satze: 

28*8*3. Ist B abgeschlossen in A h und nirgends dicht in A, und ist s > 0, 
so gibt es auf A eine Folge stetiger Funktionen f v , die der Ungleichung 
0 ^f v ^z genugen, mit lim f, = 0, so daft % (a) > 0 fiir a e B, % (a) — 0 
fur ae A — B. 

Sei h r (r) eine fiir r ^ 0 definierte, der Ungleichung 0 ^ h v ^ z geniigende, 
stetige Funktion der reellen Veranderlichen r, die = 0 ist fiir r = 0 und 

fur r ^ , und = z ist fiir ^“2 ^ r ^ ^r~i > sei fv ( x ) = K ( x -B) fdr 

xsA. Dann ist f v eine stetige Funktion auf A, und es gilt / v —>0. Sei 
ae B; nach 17-3-64 gibt es in A — B eine Punktfolge ((»„)) mit a n —» a. 
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und wir konnen okne weiteres annehmen: a n a ^ ~ 2 : nach Definition 

von /., gibt es 211 jedem n ein r n , so daB v n -> =c und / (& n ) = z; also ist 

^ f a* > 0. Sei fff i— _B; da B abgesc hlosse n in A h , somit aueh in *4, 
ist a B >> 0: fiir 0 < o <C tz B ist dann die Kugel K ae eine Umgebung 

fiir die £" a B >» 0; wahlen wir r* so, daB < 27 a B, so ist f (x) =0 
fiir v ;> r* und a He ieI ?7 a : also ist y (a) = 0. 

28*8-4. B — S B n , ico alle B n abgeschlossen in A h und nlegends dicht 

n 

in A, so gibt es a uf A eine konvergenie Folge stetiger Funktionen, fiir die jedes 
a £ B ein Punki ungleichmdfiiger, jedes a e A — B ein Punkt gleich- 
inapiger Kon verge nz ist . 

Der Beweis ist, irnt-er Berufung auf 2S-S-3. analog dem Beweise von 28*3*3. 
28*8*5. Bam it es auf E eine total ungleichma/3ig konvergente Folge 
stetiger Funktionen gebe, ist nolicendig und hinteichend, dafi E in sich 
von erster Kategorie sei. 

Not wendig: Dies folgt aus 2S-S-11. Hinreichend: Sei E in sich 
von erster Kategorie: naeh 19-3*2 ist E — E h ; aus 19*4-7 folgt: E = S B n , 

n 

wo B n abgeschlossen und nirgends dicht in E. Nun ergibt sich die Be- 
hauptung aus 2S*S*4* 

Literal ur: Satz 2S*S*11 geht zuriick auf W. F. Osgood, Am. Journ. 19 (1897) 
S. 155; Satz 28*S*2 stain rat von R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 30; Satz 
28*8*5 stammt von W. Hurewicz. 

9. Stetige Konvergenz. Sei wieder A Punktmenge eines metrischen 
Raumes und ((f)) eine Funktionenfolge auf A. Wir setzen nun nicht mehr 
voraus, daB ((f)) in jedem Punkte a £ A konvergent sei. 

Die Funktionenfolge ((f )) heiBt im Punkte as A 0 stetig konvergent, 
wenn fiir jede Punkt folge ((a,,)) aus A init a v -* a die Zahlenfolge ((/„ ( a v ))) 
einen Grenzwert (im R-j) besitzt: in bekannter Weise sieht man, daB dann 
fiir alle Folgen ((uj) aus A mit a v -> a der Grenzwert der f (a v ) derselbe ist. 
1st a e A und setzt man a v = a , so sieht man: Ist ((f)) stetig konvergent 
im Punkte a s A, so ist a ein Konvergenzpunkt von ((f)), und 
fiir jede Folge {(aj) aus A mit a v -*a gilt: lim f(a v ) = lim f (a). 

v V 

In einem isolierten Punkte a von A ist ((f)) dann und nur dann stetig kon¬ 
vergent, wenn a Konvergenzpunkt von ((f)) ist. 

Macben wir Gebr&ueh vom Begriff der Hiille einer Funktion (§ 26, 1), 
so gilt: 
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28*9*1* dst ((/*,)) stetig konvergent im Punkte a s A 0 und ist b v eP ( a ), 

so ist die Folge ((b v )) konvergent im i? 15 und zwar gilt fur jede Folge {(a v )) 
aus A mit a v — a: lim b v = lim f v (a v ). 

Dean nach 26-1-11 gibt es in K a ± ein a v e A mit \\f v {a,) — b v C~; 

v V 

rlflnn ist a p —■ a und lim b v — lim f v (< a v ). 

V V 

28*9-11- 1st ((/„)) stetig konvergent im Punkte a e A und ist b v a P° (o) y 
so ist lim b v = lim f v (a), 

V v 

Dies folgt aus 28-9-1 fur a v = a. 

28*9-2. Damit die Folge ((/„)) stetig konvergent sei im Punkte as A 0 , ist 
notwendig und hinreichend, dap es ein b e R l3 und zu jedem 6 2> 0 eine Um- 
gebung U a und ein gebe 3 so da/3 \\f v ( x) — b || < d fur alle x s A U a und 
alle v ^ v s . 

Notwendig : Ist ((/„)) stetig konvergent in a und b v a P^ (a), so existiert 
nacli 2S-9-1 der Grenzwert b = lim b v . Gabe es nun nicbt zu jedem d >» 0 

V 

ein U a und ein v 5 , so daB |J f v (x) — b | j < 3 fur alle xa A U a und alle v 6> 
so gabe es ein S > 0, eine wachsende Indizesfolge ((v n )) und ein a' n s A K a P 

so daB \ f Vji (a n ) — b Y\ ;> 3; fur eine Folge ((a v )) aus A mit a v a, in der 
a v = a' n , konnte dann nicbt lim/„ (a v ) — b sein, entgegen 28-9-1. Hun - 

n v 

reicbend: Ist ((a v )) eine Folge aus A mit a v —► a, so ist a v s A U a fur fast 
alle v 3 also Ij f v ( a v ) — b [j <C <5 fur fast alle v, also lim /„ {aj) = b. 

V 

28-9-21. 1st a ein Konvergenzpunkt von ((/„)) und lim f v (a) — b, so ist , 

V 

damit ((/„)) in a stetig konvergent sei 3 notwendig und hinreichend , dap es zu 
jedem 0 ein U a und ein v 5 gebe 3 so dap \\f v (x) — b || <C 6 fiir alle x e A U a 
und alle v ^ r s . 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 28-9-11, analog dem von 28-9-2. 

Sei a e A 0 ; wir bezeicbnen mit a (a) das Infimum aller Zahlen z, zu denen 
es ein U a und ein v* gibt, so daB die Schwankung co v ( U a ) von f v anf A U a 
(§ 26, 3) <C z ist fiir alle v ^ v* (solcbe Zahlen z gibt es sicber; jedes z > 2 
ist eine solcbe Zabl); wir nennen a (a) die Grenzschwankung von (( f v )) 
in a. Es ist 0 ^ cr (a) <1 2: in jedem Punkte a a Aj ist cr (a) = 0. Ist ((/„.)> 
Teilfolge von ((/ r )) nnd ist a * (a) die Grenzschwankung von ((/ v .)) in a,, 
so ist o* (a) ^ a (a). 

28-9-3- Damit die Folge {{f v )) stetig konvergent sei im Punkte a s A° 3 ist 
noticendig und 3 wenn es in jeder Umgebung von a einen Konvergenz'punkt von 
((fv)) gibt, auch Mnreichend 3 dap a (a) — 0 sei. 
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Not wendig: Sei b die in 2S-9-2 anftretende Zahl; dann gibt es zu jedem 

z 

z ;> 0 ein U a imd ein v*, so daB f v (x) — b ■ <L — fiir alle x e A U a und alle 

... ,.2 

r ^ r*: daimist J v (x) — f r (x / ) .■ ^ ; ./ r (x) —- b j. -f j \b — f v (a/) i; < - 2 

2 

fur alle x e A U a , x r e A U a und alle v ^ v *: also ist co„ (U a ) ^ ~ z < 2 fur 

alle v v*; da liierin 2 > 0 beliebig war, ist cr (a) — 0. Hinreichend: Naeb 
Annabme gibt es eine Folge ((«„)) von Konvergenzpunkten von ((/,.)) mit 
a n — a. Wegen a (a) = 0 gibt es eine Umgebung U a und ein v*, so daB co v (U a )<zS 
fiir v ;> r*. Wegen a n a gibt es ein n* 3 so daB a n s U a fiir n ^ n*; 
also ist |; f v {a n ) — f v (a n ,) ,: C 3 fiir n ^ n*, n' ^ n* und v v*; setzen wir 
lim f v (a n ) = b n , so folgt daraus \' b n — b n , f ^ <5 fiir n ^ n*, n f ;> n*, 

V 

also existiert der Grenzwert lim b n — b. Wir wahlen n so, daB a e U a . 

—& ; <d: sodann waJhlen wir r ^ r* so, daB jj f v (a-) — b~ \\C3 fiir 
v ^ v: wegen oj y (U a ) <d fiir v ^ r ist dann j| f v (a:) — f v (a-) jj < 6 fiir 
alle x s A C a ; somit ist fiir alle x e A U a und alle v ;> v: 

j, <*) -b; * ../,.(*>-/, (a s )/. («s>-11 + n& s - 6 ii<35, 

also ist ((/*)) stetig konvergent in a zufolge 28-9-2. 

Bezeiehnen wir die Schwankung von f v im Punkte a (§ 26, 3) mit oj v (a), 
so gilt : 

28*9*31. Dam it die Folge ((/„)) stetig konvergent sei im Punkte as A 0 , ist 
notivendig , dajS lim co v (a) — 0 sei. 

Nacb 28-9-3 ist o (a) — 0; also gibt es zu jedem 3 > 0 ein U a und ein v*> 
so daB (o v ( U a ) < d fiir alle v ^ v *; aus 26-3-1 folgt co v ( a) <; (U a ); also ist 

auch co v (a) < d fiir alle v ;> r*, d. h. es gilt co v (a) 0. 

28*9*4. Ist die konvergente Folge ((/ v )) stetig konvergent im Punkte a e A 0 , 
so ist sie auch gleichmdfiig konvergent in a. 

Sei lim f v {x) = / (x). Nach 28-9-2 gibt es ein b und zu jedem d > 0 ein 

IIa. ^nd ein v &r so daB jj f v {x) — b [j < <3 fiir alle x s A U a und alle v ^ v 5 ; 
daraus folgt dureh v — oc: j!/(x) — b Jj 6 fiir alle x s A U a . Also ist 
Ii/, {*)—/<*) H ^ !j/„(ar)—‘ b Jj + \\b‘—f{x) jj <2d fiir alle x e A U a 
und alle v ^ v 6 , d. h. {(f P )) ist gleichmaBig konvergent in a. 

28-9*41. Ist ((/„)) eine konvergente Funktionenfolge auf A , und ist ((/„)) 
gleichmaBig konvergent im Punkte a e A 0 , so ist , damit ((/,)) auch stetig kon¬ 
vergent sei in a, notwendig und hinreichend , dap lim co„ (a) = 0 sei. 
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Xotwendig: Dies folgt aus 2S-9-31. Hi nr eiche nd: Sei lira f (x) =f(x); 

V 

nach Annahme gibt es zn jedem d > 0 ein v 8 und ein U a , so daJ3 
\f (x) — / (x) ’ • < d fiir alle xe A U a und alle v ^ v 6 . Ferner gibt es nach 
Annalnne ein v* A v 5 , so dab co ym (a) <C b : nach 26*8-11 gibt es eine TJm- 
gebung U* a , so daB . ’/*,* (a-') — f % ( x") j; < 6 fiir alle x' e A U* a , P's A U* a ; 
dann ist fiir alle x / e A U a U* a , x" s A U a U*: jj fix') —/ (x") [] ^ \\f(x / ) 
— f* (a/) H- [\fv* (a/) — fv* (x") I! -r ]\f* (%") — f (x") I] < 3 <5, und mit- 
hin fiir alle x'sA U a U* a , x" e A U a U* und alle v ^ v s : \\f v {x') — f v {x") || 
£ f v (*0 ~ / (<0 i: -r ;i / (*) —/ (*") jj 4- H / (x") —f v (x") H <5 3. 
Also gilt fiir die Schwankung co v (U a U* a ) von f auf A U a U*: cd„ (U a U* a ) 
A 5 d fiir v A v 5 . Da hierin d > 0 beliebig war, ist a (a) = 0; also ist 
((f)) steti g konvergent in a nach 28-9-8. 

28-9*5- Ist ((f)) stetig konvergent im Punkte a e A, so sind li mf und lim f v 
stetig in a. v 

Wirsetzen: lim f, (a) = b und lim/„ = f; dann ist f (a) — b; nach 28-9-21 

V V 

gibt es ein U a und ein v s , so daB \ f (x) — /(or) i J <C <5 fiir alle x s A U a und 
alle v A. v 5 ; daraus folgt : \\f (x) — / (a) jj A, S fiir alle x s A U a , d. h. / ist 
stetig in a. 

In 28-9-5 ist enthalten: 

28-9-51. 1st ((f)) eine konvergente Funktionenfolge auf A, tind ist sie 
stetig konvergent im Punkte as A, so ist auch lim f stetig in a. 

V 

JLiteratur: C. Caratheodory, Math. Ann. 101 (1929) S. 515. 

10. Der Wertefoereieh einer Folge stetiger Funktionen. Sei ((f)) 
eine Folge von Funktionen auf A; die Menge der Zahlenfolgen ((f (a))) 
(fur alle a s A) bezeichnen wir als den Wertebereich der Funktionenfolge 

«/,))• 

Seien (( a „)) und ((b v )) zwei Zahlenfolgen; wie in § 8, 4 schreiben wir: 
(K)) = ((&,)), bzw. ((a v )) > (( b v )), bzw. ((a v )) < ((&„)), wenn a v = b v , 
bzw. a, > b v3 bzw. a v < b v fiir fast alle v gilt. 

Eine Menge M von Zahlenfolgen heiBt nach oben (bzw. nach unten) 
besehrankt, wenn es eine Folge endlicher Zahlen ((c p )) gibt, so daB 
((a P )) ^ ((c„)) (bzw. ((a y )) ^ ((c„))) fiir alle ((a v )) e M ; sie heiBt besehrankt, 
wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten besehrankt ist. 

Eine Menge M von Zahlenfolgen heiBt nach oben (bzw. nach unten) 
halbbesehrankt, wenn es eine Folge endlicher Zahlen ((c y )) gibt, so daB 
fiir kein ((af) s M gilt ((a„)) > ((cf) (bzw. ((a v )) < ((c„))) ; sie heiBt halb - 
besehrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten halbbe- 

Hahn, Beetle Bcmktionen. 
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sclirankt ist. Jede beschrankte Menge von Zahlenfolgen 1st auch halb- 
besehrankt, aber niclit umgekehrt. 

Wir beweisen nun zwei Satze, die das Analogon von 2.5-7-22 fur Funk- 
tionenfolgen darstellen (man beachte dabei, daB in 25-7*22 die Bedingung, 
A sei in sieb kompakt, zufolge 15-5-11 ersetzt werden kann durcli die Be- 
dingung: in jedem Uberdeckungssysteme von A gibt es ein endliches, A 
iiberdeckendes Teilsvstem.) 

28-10*1. Damit fur jede Folge ((f)) stetiger und endlicher Funktionen auf A 
der Wertebereich halbbeschranJet sei, ist hinreichend und, wenn A separabel 
ist, auch noticendig, daft es zn jeder Folge A iiberdeckender Systems ((93 y )) 
eine A usicahluberdeckung gebe. 

Xotwendig: Beim Beweise konnen wir offenbar A durcli eine homoo- 
morphe Menge ersetzen: -vrir konnen also zufolge 14-2-1* 14-2-41, 14-3-3 an- 
nelimen: A Sei ((d3 r )) eine Folge A iiberdeckender Systeme; da 

jede Menge B e s B r offen in A, kann jeder Menge B e SQ V eine in offene 
Menge G so zugeordnet werden, daB J B — AG; das System der so den Men- 
gen von zugeordneten Mengen G heiBe & v ; die Summe G v aller Mengen 
G e (S) r ist offen in Q^, also F v = Q m — G v abgescblossen in Q 0J . Setzen wir 
fiir xs : g v (x) = x F v , falls F v 3 Zl» und g v ( x ) = 1, falls F v — A, so ist 
nach 25-7*1 g y eine stetige Funktion auf Q m ; da ein tlberdeckungssystem 
von A. ist A G e , also A F v — A, also nach 10-5-62 g v (x) — xF v > 0 

fiir alle xe A; setzen wir f (x) — ^ fiir xsA, so ist also ((f)) 

eine Folge stetiger, endlicher Funktionen auf A. Nach Annahme ist also 
der Wertebereich von ((f)) halbbeschrankt, d. h. es gibt eine Folge ((c v )) 
positiver endlicher Zahlen, so daB in jedem Punkte xe A: f (x) <L c v fiir 

unendlic-h viele v; bezeichnet also C v die Menge aller x e Q OJ mit g v (x) ;> —, 

c v 

so ist A S C t , und nach Definition von g v ist C v £ G„; nach 25-8-1 ist 

r 

abgesehlossen in Q w , und da Q w nach 20-2-83 in sich kompakt, ist nach 
15-2-3 auch C v in sich kompakt. Da G v die Summe aller G e Qj v war, ist 
wegen C v 2 G v das System der Mengen G C v (G e Qy v ) ein Uberdeckungs- 
system von C v ; es gibt also im Systeme der Mengen G C v (G e ©„) nach 15-5-11 
ein endliches C v iiberdeckendes Teilsystem; mithin gibt es in $& v endlich 
viele Mengen, deren Summe B v 2 A C v ist; und wegen A S C v ist B lt . 

. . . eine Auswahluberdeckung aus ((33 v )). Hinreichend: 
Sei ((f)) eine Folge stetiger, endlicher Funktionen auf A, und sei B vn die 
Menge aller xe A mit /„< n ; nach 25-8-1 ist B vn offen in A, und da A — S B yn> 

n 

bilden die Mengen B vl . B y2 , , B vn , . . . ein Dberdeckungssystem 
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33 v von -4. 2\ach Annahme gibt es zu jeder Folge von Gberdeckungs- 
systemen von A eine Auswahliiberdeekung, also gibt es nach 15*5*21 zur 
Folge (()) von Uberdeckungssystemen von A eine Auswahliiberdeekung 
B ls B 2 , . . B v , . . so daB fiir jedes a- £ A gilt: xs B v fur imendlicli viele v. 
Xun ist B v Summe endlieh vieler ZVIengen aus etwa B v — B vn — B vn 
-r * - • — B v n v (% <Z n 2 C . . ■ <C n v ); nach Definition von B vn ist da mi 
fv ( x ) < n v f hr alle x £ fur jedes x e A gilt also f v (x) < n v fiir unendlich 
viele v; fiir kein x e A ist also ((/„ (x))) :> (( n v )), d. h. der Wertebereich 
von ((/,)) ist nach. oben halbbeschrankt: ebenso zeigt man, daB er nach 
nnten halbbeschrankt. 

28*10*2- Damit fiir jede Folge ((/,)) stetiger und endlicher Funkticmen auf A 
der JVertebereich beschrdnkt sei, ist hinreichend und, wen?i A separabel ist , 
auch noticendig, da/3 es zu jeder Folge A iiberdeckender Systeme ((*33,,)) eine 
Ausii'ahliiberdeckung B 1 , B 2 , . . B v , ... gebe, so da/3 fiir jedes xe A gilt : 
x e B v fiir fast alle v. 

Xotwendig: Der Beweis ist analog wie bei 28*10*1; nur kann jetzt die 
Folge ((c„)) so gewahlt werden, daB in jedem Pnnkte x e A gilt: f v (x) ^ c v 
fiir fast alle v; fiir jeden Pnnkt xe A gilt also xe C v fiir fast alle v; und da 
A C v ^ B v , gilt auch x e B v fiir fast alle v. Hinreichend: Der Beweis 
ist analog wie bei 2S*10*1, nur daB hier fiir jedes x e A gilt: x s B v fiir fast 
alle v, und somit auch f v (x) < n v fiir fast alle v, d. h. ((/, (x))) <C ((n,,))- 

Literatur: Der Inhalt dieser Nummer stammt von W. Hurewicz, Fund. Math.9 
(1927) S. 193. 

§ 29. Funktionenmengen. 

1. Grenzschwaiikmig. Sei A Punktmenge eines metrischen Raumes und 
2k eine Menge von Funktionen auf A. In Analogie zum Begriffe der Grenz- 
sehwankung einer Funktionenfolge (§ 28, 9) definieren wir: ist a e A 0 , so 
werde mi t a (a) das Infimum aller Zahlen z bezeichnet, zu denen es ein U a 
gibt, so daB die Sehwankung co f {U a ) von f auf A U a (§ 26, 3) <z ist fiir 
alle / s 9k mit hochstens endlieh vielen Ausnahmen; wir nennen a (a) die 
Grenzschwankung von 2k in a. 

Fiir jedes xeA bezeichnen wir mit lim / (x) (bzw. mit lim/(x)) das Su- 

/eas f£ m 

premum (bzw. das Infimum) aller z, zu denen es unendlich viele/ e 3k mit 
/ (x) ^ z (bzw. mit / (x) ^ z) gibt. Wir setzen abkiirzend lim / (x) = / (x), 
lim / (x) =/ (x); dann gilt fiir die Schwankungsfunktionen (§ 26, 3) co (x) 

und co (x) von / (x) bzw. / (x): 


15* 
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III. Kapite-1. Der Begriff der Stetigkeit. 


29-1*1- In jedem Punlrte a e -4° ist co (a) ^ a (a), to (a) ^ <j (a). 

Es geniigt zu zeigen: aus y <C to (a) folgt y a (a). Ist y <C to (a), so gibt 
es nacfa. 26-3*11 in jeder Umgebung U a ein a' £ A U a und ein a" e A U a , 
so daB f (a') — f (a”) j > y: sei etwa / (a') >■ / (a"); dann gibt es Zahlen 
2 /, y", SO daB f (a') > y' > y" > / (a") und y' — y" \\> y; naeh Defi¬ 
nition von / (a') gibt es unendlieh viele / £ 931 mit / (a') :> y'> und naeh 
Definition von / (a /r ) gibt es hoehstens endlieh viele f e931 mit / {a") ^ y” : 
also gibt es unendlieh viele /£ 931 mit / ( a' ) — / {a”) ![ ^ \\y f — y" I j ;> y; 
also gibt es unendlieh viele f £ 931 mit oj ; (U a ) > y, also ist y <.cr (a), w. z. b. w. 

hiteratur: Der Begriff der Grenzsehwankung stammt von C. Cara the odory. 
Hath. Ann. 101 (1929) S. 527. 

2. Glelehgradige Stetigkeit. Sei wieder 931 eine Menge von Funktionen 
auf A; dann heiBt 901 gleiehgradig stetig im Punkte a s A, wenn 
es zu jedem d > 0 ein V a gibt, so daB / (x) — / (a) j[ <C 6 fiir alle x s A U a 
und alle fe 332. Die Folge ((/ v )) von Funktionen auf A heiBt gleiehgradig 
stetig im Punkte a £ A, vrenn es zu jedem <5 :> 0 ein U a gibt, so daB 

f v i x ) — fv ( a ) < & fur alle x £ A U a und alle v. 

1st die Fnnktipnemnenge 9)1 (die Funktionenfolge ({f v ))) gleiehgradig stetig 
in a, so auch jeder Teil von 931 (jede Teilfolge von ((/„))) ; fiigt man zu einer 
in a gleiehgradig stetigen Funktionen menge (Funktionenfolge) endlieh viele 
in a stetige Funktionen hinzu, so bleibt sie gleiehgradig stetig in a. Ist die 
Funktionenmenge *2)1 gleiehgradig stetig in a, so aueh jede Funktionen¬ 
folge ({/„)) aus 901. Ist die Funktionenmenge 931 (die Funktionenfolge ((/„))) 
gleiehgradig stetig in a, so ist jedes fa 931 (jedes f v ) stetig in a — aber nicht 
umgekehrt. 

29*2*1. Damit die Funktionenmenge 901 gleiehgradig stetig sei im Punkte 
a £ A y ist notwendig und hinreichend, dap es zu jedem d > 0 eine Umgebung 
U a gebe, so dap (U a ) < 6 fiir alle f a 931. 

Xotwendig: Ist 901 gleiehgradig stetig in a, so gibt es ein U a> so daB 

\\f i x )—/ (a) w <; — fur alle xeA U a und alle fs 901; fiir alle xsA U a , 
xf £ A U a und alle fe 931 ist dann j|/(x) — / (x') || ^ j[/(:r)—/(») II 
-r \[ f ( a ) — / (F')) ; < „ also ojj (U a ) A ~ C S . Hinreichend: Aus 

<&t (t T «) < 6 folgt [J f (x )— f (a) [j < 6 fiir alle xe A U a . 

29-2-2. Damit die Menge 9)1 ( die Folge ((/„))) im Punkte a e A stetiger 
Funktionen gleiehgradig stetig sei im Punkte a, ist notwendig und hinreichend, 
dafi a (a) = O sei. 
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Xotwendig: Dies folgt unmittelbar aus 29-2-1. Hinreichend: 1st 
a (a) — 0. so gibt es zu jedern 6 ;> 0 ein V a , so daB co. (U a ) C 6 fiir alle 
f e 9ft mit hochstens endlieh vielen Ausnahmen; seien f t , f 2 , .-.,/„ diese 
Ausnahmen. Da die Funktionen - - -,/„ stetig in a, gibt es eine Um- 

gebung U* a 5 V a , so daB f t {x) — /* (cz) i <6 fiir alle a: s A U* und fur 
i — 1, 2, . . n : da aus co f (U a ) <C 6 folgt: / (x) —/ (a) < b fur alle 
x £ A U * , so gilt nun ‘ / (a?) — / (a) < S fiir alle x s A U* a und alle f s 9ft, 

d. h. 9ft ist- gleiehgradig stetig in a. 

29*2*21. 1st ((/.)) eine im Punkte a £ A konvergente Folge sietiger Funk¬ 
tionen anf A, so ist, damit sie gleiehgradig stetig sei in a, notwendig und hin¬ 
reichend, da/3 sie stetig konvergent sei in a. 

Dies folgt aus 29-2-2 und 2S-9-3. 

29*2*3. 1st 9)2 eine im Punkte as A gleiehgradig stetigeMenge von Funk¬ 
tionen anf A, so shid die beiden Funktionen sup / (x) und inf / (x) stetig in a. 

f £ m fevn 

Wir setzen sup / (x) = /* (x) und bezeiclmen die Sehwankungsfunktion 

/*2M 

(§ 26, 3) von /* mit co (x) . Nach 26-3-2 ist zu zeigen: co (a) — 0 . Ware 
co (a) ;> 0, 0 <L 6 < co (a), so gabe es in jeder Umgebung U a ein a' s A U a 
und ein a" e A U a , so daB f* (a') — f* (a") \ j > 6; sei etwa/* ( a') > /* (a"); 
dann gibt es Zahlen y', y", so daB /* ( a') >> y' > y” > f* (a") und 

y' — y" '[ > <5; naeh Definition von/* (a') gibt es ein fs 9ft mit f(a') > y', 
und nacb Definition von /* (a") ist / (a") < y "; dann aber ist co f (U a ) 
2> \ if — y" :> 6; zu jeder Umgebung U a gabe es also ein f & 9ft mit 
cOf (U a ) > 6 , im Widerspruche mit 29-2-1. 

Aus 29-2-2 und 29-1-1 folgt: 

29*2*1. 1st 9ft eine im Punkte as A gleiehgradig stetige Menge von Funk¬ 
tionen auf A, so sind die beiden Funktionen lira / (x) und lira / (x) stetig in a . 

Lite ratur: Der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit stain nit von G-. Aseoli, 
Mem. Line. IS (1883) S. 545. Satz 29-2-3 stammt von C. Arzela, Mem. Bol. (5) 5 
(1895) S. 225, Satz 29-2*4 von P. Montel, Ann. &. Norm. (3) 24 (1907) S. 261. 

3. Der norm ale Kern. Sei 9ft eine Menge von Funktionen (bzw. sei 
C(X)) eine Folge von Funktionen) auf A; ist as A 0 und ist die Grenzschwan- 
kung (§ 29, 1; § 28, 9) cr (u) — 0, so sagt man: 9)1 (bzw. ((/,))) ist normal in a; 
die Menge aller as A, in denen 9)£ (bzw. ((/„))) normal ist, beiBt der (fur 9ft, 
bzw. fiir ((/,))) normale Kern von A. 

29*3*1. 1st ((/,)) eine Funktionenfolge auf A, ist B der fiir ((/„)) normale 
Kern von A und C eine separable Menge £ B, so gibt es in ((/,)) eine Teilfolge 
({/,,.})* die in jedem Punkte as C stetig konvergent ist . 
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Sei jctj, a 2> . . a n , . . ein abzahlbarer in C diehter Teil von C. Xach 
17-3-531 gibt es, da der i? 2 kompakt ist, in ((/ P )) eine Teilfolge ({f})), fur die 
lira/, 1 existiert, in {(/J)) gibt es eine Teilfolge, fiir die lim/“ (a 2 ) existiert 

p V 

usf.: man erhalt so eine Folge von Folgen ((/*)), ((/ r 2 ))^ - * ((/”))> - * in der 

d/J 1-1 )| Teilfolge von ({/”)) ist, und es existieren die Grenzwerte: lim /" (Oj), 

lim/" (cr 2 ), . . ., lim ff (a n ). Offenbar ist dann f}, /f, . . f v v , ... eine Teilfolge 
von {(/,)), fiir die in jedem Punkte a n der Grenzwert lim f* (a n ) existiert; 

es ist also jeder Punkt a n Konvergenzpunkt von ((/J)). Sei as C: da g (a) = 0. 
gilt aueh fiir die Grenzschwankung <j* (a) der Teilfolge ((/*)) von ((/,)): 
< 7 * (a) = 0; well die Menge der Punkte a n dieht in C, gibt es in jeder Um- 
gebung U a einenPunkt a n ; also ist ((/J)) stetig konvergent in a nacb 28-9*3. 

29*3*11- 1st ( ifj) eine Funktionenfolge auf A, ist B der fiir ((/,)) nor - 
male Kern von A und a e A — B, so gibt es in ((/„)) eine Teilfolge ((/„ w )), die 
keine im Punkte a stetig konvergente Teilfolge enthalt . 

Wegen a e A — B ist a (a) > 0; sei 0 < 6 < o (a ); dann gibt es nach Defi¬ 
nition von g (a) eine waehsende Indizesfolge ((v n )), so daB, wenn co v (M) die 
Schwankung von f r auf A M bezeieb.net: o\ (K a l) ^ S\ ist dann U a eine 

n n' 

beliebige Umgebung von a, so gilt fiir fast alle Funktionen der Folge (( f Vn ,)): 

(U a ) A b, also kann fiir keine Teilfolge von ((f Vn )) die Grenzschwankung 
in a einen Wert < b haben, also kann nach 2S-9-3 keine Teilfolge von 
(( f y )) stetig konvergent in a sein. 

29*3*2- Ist 33 1 eine Menge von Funktionen auf A, ist B der fiir 331 normals 
Kem von A und C eine separable Menge £ B, so gibt es in jedem unendlichen 
Teile 3)1' von 33 1 eine aus zu je zweien verschiedenen Funktionen bestehende 
Folge ((/„)), die in jedem Punkte asC stetig konvergent ist. 

Seien f 1 , / 2 , unendlich viele verschiedene Funktionen aus 33k 

und sei B* der normale Kern von ((/”)); dann ist offenbar B B *; nacb 
29-3-1 gibt es in ((/”)) eine Teilfolge ((/”*’)), die in jedem Punkte a s C stetig 
konvergent ist. Setzen wi t f T ' v =f v , so leistet ((f v )) das Verlangte. 

29*3*21- Ist 331 eine Menge von Funktionen auf A, ist B der fiir 301 normale 
Kern von A und as A — B, so gibt es in 331 eine aus zu je zweien verschiedenen 
Funktionen bestehende Folge {(/„)), die keine im Punkte a stetig konvergente 
Teilfolge enthalt. 

Sei /j eine beliebige Funktion aus 331: wir nehmen an, die ersten n Funk¬ 
tionen / 1? / 2> . . f n der gesuchten Folge ((/„)) seien bekannt, und setzen 
331« = 331 — - * *,/„}. Xacb Annabme ist g (a) > 0; sei 0 < d < g (a); 

nacb Definition von a (a) gibt es eine Funktion f n .^ s 301, fur deren Scbwan- 
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kung co n ^ (K a 1 ) auf A K a }_ gilt: oj p ^ 1 (K a 1 ) ;> d. Wie bei 29*3*11 sieht man, 

n n n 

daB keine Teilfolge der so definierten Folge ((f)) in a stetig konvergent sein 
kann. 

Literatur: C. Carat heodory, Math. Ann. 101 (1929) S. 515. 

4. Kompakte Funktionenmengeii. Sei A die Menge a Her F unktionen auf 
A; wir machen 3£ zu einem metrisehen Raum, iiidem wir den Abstand /g 
zweier Funktionen aus 3£ definieren durch: f g = sup f (x) — g (x) ;j; 

die metrisehen Axiome l m ), 2 m ) (§ 9, 2) sind dann offenbar erfiillt. Jede 
Funktion auf A ist nun ein Punkt des metrisehen Raumes und die Aus- 
sage: ,,die Punktfolge ((f)) aus 3f konvergiert gegen den Punkt f s 3H* ist 
gleichbedeutend mit: ,,die Funktionenfolge ((f)) auf A konvergiert gleich¬ 
maBig gegen die Funktion Ist 9k £ 3£, so ist also zufolge 17-3*531 die 
Aussage ,,9k ist kompakt*'* gleichbedeutend mit: ,,in jeder Folge ((f)) aus 3k 
gibt es eine gleichmaBig konvergente Teilfolge**'. 

29-4*1. 1st 3k eine Menge stetiger Funktionen a uf A, so ist , damit 30 1 kom - 
pakt sei , noticendig und , wenn A in sick kompakt ist, auch kinreickend, daft 3k 
gleichgradig stetig sei in jedem Punkte as A. 

Notwendig: Ist 3k nicht gleichgradig stetig im Punkte as A, dann ist 
nach 29-2-2 a {a) > 0, d. h. a gehort nicht zu dem fur 3k normalen Kern 
von A; nach 29-3-21 gibt es also in 3k eine Folge ((f)), die keine in a stetig 
konvergente Teilfolge enthalt; da f v stetig, gilt nach 26-3-2, wenn co v die 
Schwankungsfunktion von f, bedeutet: co y (a) =0; also kann nach 28*9*41 
auch keine Teilfolge von ((f)) gleichmaBig in a konvergieren; nach 2S-4-2 
gibt es also in ((f)) keine gleichmaBig konvergente Teilfolge, also ist 3k 
nicht kompakt. Hinreichend: Sei ((f)) eine Funktionenfolge aus 3k; 
wir haben zu zeigen: ((f)) enthalt eine gleichmaBig konvergente Teilfolge. 
Da ((f)) gleichgradig stetig in jedem Punkte as A, gilt fur die Grenz- 
schwankung a (a) von ((f)) nach 29-2-2: a (a) — 0 fur alle as A, d. h. der 
fur ((f)) normale Kern von A fallt mit A zusammen. Da A nach 15*1*41 
separabel ist, gibt es in ((f)) zufolge 29-3-1 eine Teilfolge ((f.)), die in jedem 
Punkte as A stetig konvergiert; nach 28-9*4 konvergiert dann ((f.)) auch 
gleichmaBig in jedem Punkte as A, und mithin ist ((f.)) nach 28-4-2 gleich¬ 
maBig konvergent. 

Literatur: Der Iuhalt dieser Mummer geht im wesentlichen zuriiek auf 
C. Arzela. 



Yierte s Kapitel. 

Borelsche Mengen und Bairesche Funktionen. 

§ 30. Die Urhildmengen einer Funktion. 

1. Urbildmengen. Sei E eine ganz beliebige Menge 1 ), die wir als den 
zugrunde gelegten Bereich bezeiebnen, und sei / eine reelle Funktion 
auf E (§25, 4). Fur jedes ys R 2 betrachten wir die in § 25, 8 eingefiihrten 
Urbildmengen [f (x) > y], [f(x) < y], [f (x) ^ y], [f (x) ^ y]. Die 

Mengen [/(i) > y] und [f(x) ^ y] sind Komplemente voneinander, 
ebenso die Mengen [f (x) < y ] und [f(x) ^ y\. Es ist [f (x) > +oo] ==M, 
[f(x)<-oz]=A; [f(x)<L+oc]=E,[f(x)^-oo]=E. Offenbar 
gelten die Satze: 

30*14. Fur y < z ist : 

[/(*) ^ y] 2 U(£) > y] 2 [/(*) s: zj 3 [/(f) > z] 

[/(«) < y] £ [/(») ^ y] 5 [/(*) < s] S [/(*) ^ ^3 

30*1*2. 1st M EzR-l und inf M — y, y~eM, so ist: 

[/(*) > y] = 5 [/(£) > z] = 5 [/(f) ^ z]; 

Z6.1/ 26 JUT 

[/(*) ^ y] = D [f (f) <z]= D [/(f) £ z], 

26.1/ Z6.1/ 

304*21. if £ 1^ sup M — y, y ~ a M, so ist : 

[/(*)<«/] = S [f (f) < z] = S [/(*)<; z]; 

2 6.1/ 26.1/ 

[/(*> ^ y\ = -D [/(f) > z] = D [/(f) ;> z], 

26.1J„ 26.1/ 

1st aueh g eine Funktion auf E, so gilt offenbar: 

38*1*3. Damit f = g sei , ist notwendig und hinreichend, daft fiir alle 

yeRi geUe: [f (x) > y) = [g (£) > y] (oder [/ (£) ^ y] = [g (x) ^ y], o^r 

[/ (*) <!/] = [? (f) < y], oder [/ (f) £.y} = [g (f) £ y}). 

1 ) Die Menge E braueht nieht Punkt menge eines (topologischen oder met rise hen) 
fUumes zn sein. 
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Wegen 30-1-2 und 30-1-21 folgt daraus sofort: 

30*1*31- 1st 31 ^ R 2 und dicht im R 2 und gilt fur alle z e 31: [f (x) z> s] 
= [g (x) > 2l (Oder [/ (x) ^ z] = [g (x) S: z], oder [/ (£) < z] = [g (x) < z], 
cxfer [/(*) ^ z] = [? (x) <; z]), so ist f = g. 

30*1*4. jedem y e R x Menge G y £ i? zugeordnet ; damit es eine 

Funktion f auf E gebe , so daft [f (dc) > y] — G y (bzuc. [f (x) <?/]= Cr y ) /mV 
ff/Ze ?/, ist noticendig und kuireichend, dafi : G y — S G z (bziv. G y — S G z ). 

z>y zcy 

Xot wendig: Dies folgt aus 30-1-2. Hinreichend: Wir setzen 
H — D G z — G (wobei D G z — E zu setzen ist). Dann ist H y H y , = A 

fiir y y'\ derm, ist etwa y' <C. y, so ist H y £ G y , and H yf G y , = A. 

Ferner ist S H y ==E; derm ist xeE, so gibt es (da naeh Voranssetzung 

y 

G y , = G yf , fiir y f <; s/") genau ein «/, so daB xeG z fiir z<Cy and x~eG z 
fur z > y; wegen G y = S G z ist dann auch x ~ e G y und somit xs H y . 

— Wir definieren nun eine Funktion / auf E durch: / (x) = y fiir x s H y 
und behaupten: es ist [/(#)> y] —G y . Ist in der Tat f (x) = v> y, so 
ist x e H r , somit naeh Definition Ton H v aueh xeG y \ ist umgekehrt xsG y> 
also auch xsG u fiir u y, so ist x^e H tl fiir u y, somit f (x) ;> y. 

30-1-41- 1st 31 eine im R x diclite 31enge endlicher Zahlen, und ist jedem 
yeM eine 31 enge G y ^ E so zugeordnet, da/3 G' — S G z fiir alle ye 31, 

z>y,zeM 

so gibt es genau eine Funktion f auf E, so dafi [/ (x) > y] = G y fiir alle yeM . 
Setzen wir G y — S G z fiir y e R x — 31, so ist nun G v fiir alle y e R x 

z>y,zelU 

definiert und die G y geniigen der Bedingung von 30-1*4; also gibt es naeh 
30-1-4 ein f, so daB [/ (x) ;> y ] —G y fiir alle y e R x , insbesondere also auch 
fur alle y e 31, und naeh 30-1-31 kann es nur ein solches / geben. 

Seien f T und / 2 Funktionen auf E ; wir untersuchen die Menge 
[/i (*) / 2 (x) > y] aller x e E, in denen (x) -f- f 2 (x) definiert und > y 

ist. Sei zunachst y endlich ; dann ist f x (x) -r/ 2 {x) > y gleichbedeutend 
mit: f ± {x) > y — f%{x), und das ist gleichbedeutend mit der Existenz 
eines rationalen r, so daB f t (x) > r > y — / 2 (x); also ist: 

(!) Ui ( £ ) + / 2 ( £ ) > y\ = S [/ x (x) > r] . r/ 2 (x) > y — r] , 

r 

wo r alle rationalen Zahlen durehlauft; diese zunachst fur endliches 
y bewiesene Formel gilt offenbar auch fiir y — -{- <x>, y = — oo . Fiir 
[fi (x) -f- / 2 (x) C y] gilt eine analoge Formel. 

Ganz analog findet man, daB, wenn/ x ^ 0 ,f 2 ;> 0, y > 0, die ITngleichung 
fi ( x ) /s C^) >- y gleichbedeutend ist mit der Existenz eines positi ven 
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rationale!! p y so daB f 2 (x) > p > 


V 


/ 2 SO,y>0): 


, und man erhalt (wenn SO, 

r] ’ 


V- 


A (*) 

(1-1) [A (*) A (x) >y] = S [A (x) > j>] . k (rf) ; 

p L 

wo p alle positiven rationalen Zahlen durchlauft. Fiir [/ x (x) / 2 (a;) C y] gilt 
eine analoge Formel. 

Setzen wir: 

f (x) = max (A (x), / 2 (x)) , / (x) = min (A (x), / 2 (x)) , 

so gelten die Formeln: 

[/(x) > y] = [A (x) > y] + [A (x) > y]. 

[/ (x) < y] = [A (*) < y] • I/a (x) < y ]» 

[/ (x) < y] = [A (x) < y] 4- [A (x) < y], 

[/ (x) > y] = [A (x) > y] - [A (^) > y] > 

sowie die analogen Formeln mit den Zeichen ^ bzw. ^. Ferner gilt: 

(1*3) [snp/„ {x) > y] = S [/„ (x) > y ]; [sup/ n (*) ^ y] = D [/ n (f) y]; 


( 1 * 2 ) 


< 1 * 21 ) 


(1*31) [inf/„ (x) C y] = 5 [/„ (£) < y]; [inf f n (x) ^ y] = D [f n ( x) 2 > y]. 


2. Urbildmengen und Funktionensysteme. Sei nun 3 irgendein (nicht 
leeres) System von Funktionen auf E. Das System der Mengen [/ (x) > y\ 
(fiir alle y e i? 2 und alle fs 3) bezeiehnen wir mit (55 (0), die Systeme der 
Mengen [/ (£) <c y], [f(x) ^ y], [/(£) ^ y\ mit 05 (3), g (3), S (©)* Hann 
besteht fj (3) aus den Komplementen der Mengen 05 (3) und % (3) aus 
den Komplementen der Mengen 05 (0). 

30*2*1. Es gelten die Formeln : 

i(2)Sg(8)„ ®(3)£Sr(3) a , §(3)£05(3) 5> &(e)£®(S) 6 * 

Denn 1st y n > y, y n -*■ y , so ist nach. 30-1-2: 

[/ (£> > y] = s [/(x) s y„], [/(^) ^ y] =Z> [/(£) < y n ]> 

n n 

woraus die erste und letzte Formel folgen; ebenso folgt die zweite und dritte 
aus 30-1-21. 

Setzt man y = -f~ °° bzw. — — oo, so sieht man, daB 
(2) d£@(S), Ma05(3), Esi&(®), Es f? (®) . 

30*2*2. 1st 301 ein System von Teilen von E und A s so gibt es ein System 
3 von Funktionen auf E } so daft 05 (3) — (bzu\ 05 (3) = -Ift). 
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Man bilde zu jedem M e 9)1 die Funktion, die = 1 ist auf M und — —oo 
(bzw. = -r oo) auf E — JLT. Das System aller dieser Funktionen leistet 
das Verlangte. 

Bilden wir die Summe aller moglichen Funktionensysteme 3 auf E, fiir 
die 05 (3) — 501 ist, so erhalten wir das umfassendste derartige Funktionen- 
system; wir bezeiehnen es mit 3 ($71, *); ebenso bezeichnen wir mit 3 (*, 501) 
das umfassendste Funktionensystem 3 auf E, fiir das 05 (3) = $71 ist. Das 
System 3 ($71, *) ist cbarakterisiert durch folgende Eigensehaf ten: Ist 
fs 3 ($71, *), so gilt fiir jedes y: [f(x)> y]s$7t; gilt umgekehrt [f(x)> y]s$7l 
fiir jedes y, so ist fs 3 ($7t, *); zu jedem M s 501 gibt es ein/e 3 ($71, *) und 
ein y , so daB [/ (x) > y\ = M. Wegen (2) und 30-2*2 existiert zu einem 
(nicht leeren) Mengensystem 501 das Funktionensystem 3 (501, *) (bzw. 
3 (*, 501)) dann und nur damn, wenn As 501. — Aus der Definition von 
3 (501, *) folgt unmittelbar: 

30*2*21. 1st c eine endliche Konstante, so folgt aus fs 3 (501, *) auch 
f -f* c e 3 (501, *); ist S die Schrdnku7igstransformation , so folgt aus 
S (/) s 3 (501, *) auch fs 3 (501, *), und wenn Ee$7t, folgt aus fs 3 (5301,*) 
auch S (/) s 3 (501, *). 

Seien nun 501 und 5)1 Systeme von Teilen von E und sei A s 501, As $1; das 
System der Ivomplemente der Mengen von 501 bzw. 5)1 zu E bezeichnen wir 
mit 501' bzw. 5)1'. Im allgemeinen wird es kein Funktionensystem 3 auf E 
geben, fiir das (35 (3) = 501, (35 ( 3) = 5)1 ware; nach 30-2-1 ist, damit es ein 
solehes Funktionensystem gebe, jedenfalls notwendig, daB 
(2*1) 501 g=5)C $1' £5B1 5 

sei (woraus durch Komplementbildung von selbst 5DF Si 91 g, 31 £ 501^ folgt); 
doeh ist das Bestehen von (2*1) keineswegs hinreichend fiir die Existenz eines 
solchen Funktionensystems 1 ). Wenn es aber ein solehes Funktionensystem 
gibt, so ist die Summe aller moglichen solchen Funktionensysteme das um¬ 
fassendste derartige Funktionensystem; wir bezeichnen dieses umfassendste 
Funktionensystem 3 auf E, fiir das (35 (3) = 501, (3 (3) = 5)1 ist, mit 
3 (501, 5)1) und sehen: 

1 ) Beispiel: Sei E der E z> 2)1 das System aller offenen Mengen des i? 2 und 5)1 das 
System der Ivomplemente der abgeschlossenen Intervalle, also 91' das System der 
abgesehlossenen Intervalle; dann ist (2*1) erfullt, und man. erkennt leieht, daB es 
kein System 3 mit (B(3) = 9)1, & (3) =5)1 gibt; denn der Beweis von 30*2*1 
zeigt, daB jede Menge ans & (3) Summe einer mono ton waehsenden Mengen- 
folge aus fy(3) ist; es ist aber keineswegs jede offene Menge des R x Summe 
einer monoton waehsenden Folge abgesehlossener Intervalle. 
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30-2-22. Eets System 3 (93?, 9c) existiert dann und nur dann 3 wenn es iiber- 
haupi ein FnnMionensystem 3 auf E mit © (3) = 931, © (3) = 9c 

Das System 3 (93c, 91) ist charakterisiert durch folgende Eigenschaften: 
1st fs 3 (93L 91), so gilt fur jedes y: [/ (x) > y\ a 931, [/ (£) < 2/] £ 91; gilt 
umgekehrt [/(*)> 2 /] £932, lf(&)<y\s 91 fiir jedes y 3 so ist fs 3 (9k, 91); 
zu jedem 3/ £931, bzw. zu jedem J\ T e 9?, gibt es ein f s 3 (9k, 91) und ein 
y, so daB [/(sc) > y] — M, bzw. [/ (dc) < y] = N. Ist z. B. E ein metri- 
scher Raum und 3D das System der in E offenen Mengen, so ist, wie aus 
55-8*1, 25-S-ll, 55-8-14 folgt, 3 (£D, 3) das System der stetigen Funktionen 
auf E. 

30-2-3- 1st 93 1 ein Bing U7id 2=3 (931, *) (bzw. St — 3 (*, 9)1)), so ist 
§ (2) = 9k 5 (tar. g (2) = 9R fl ). 

Sei M e 9k fi : nach 3-5-2 ist *4 — Z) _4„ mit A n s 9k und A n __ % £ ^4 n . Wir 

n 

definieren eine Funktion / auf E durch: / (x) — fiir xs A n — A n ^ l3 

/ (ar) == 1 fiir x e A , f (x) — — oc fiir x e E — A ± ; fiir jedes y s R x ist dann 
[/ (x) > 2/] £ 33b- somit istfsSt, und da [/(sc) ^ 1] = -4, ist A e f$r (S) - Damit 
ist gezeigt, daB 9k 5 £ (^) S uach 30-2-1 ist aber aueh % (St) ^ 9k 5 . 

30*2-31- 1st 9k ein Ring, As 93c, -zcraZ 9k' cZa£ System der Komplemente der 
Mengen von 9k, so ist 3 (9k, *) = 3 (9k, 9k'j; 3 (*, 9k) = 3 (9k' ff , 9k). 

Denn setzen wir 3 (9k, *) = St, so ist nach 30-2-3 gr (St) = 9k 6 , also durch 
Komplementbildung © (St) — 9k ^ - 

3. Autarke Funktionensysteme. Ein Funktionensystem 3 auf E heifit 
ant ark, wenn es folgende Eigenschaften hat: 

1 a) Alle Konstanten kommen in 3 wor. 

2a) Ist f e 3 und c eine endliche Konstante, so ist auch /-j-cg 3, und 
wenn c> 0, auch c/e 3- 

3a) Ist/e 3 und bedeutet S die Schrankungstransformation, so ist auch 
S (/) e 3, und wenn [/] ^ 1, auch S^ 1 (f) s 3 . 

4 a) Ist /j £ 3, / 2 £ 3, so ist auch max (f l3 f 2 ) s 3, min (/ x ,/ 2 ) e 3. 

Das System aller Funktionen auf E ist autark: ist E ein metrischer Raum, 
so ist das System aller stetigen Funktionen auf E autark. — 

Ist a eine Konstante, so setzen wir: 

(3) f a (x) — min (f(x) 3 a), f a (x) = max (/ (x), a) ; 

ist auch b eine Konstante und 6 a, so setzen wir: 

(3-1) (x) = min ( f a (x), b) = max (/ 6 (a:), a) = (f„ (x)f = (f b (x)) a . 
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Aus la) und 4a) foigt: 

30*3*1* -7-3? 2 autark und f e 2, so ist auch f a e B, f a £ 2, s 2. 

30*3*2. 1st 2 autark, so erhdlt man das gauze J Iengensystem 05 (2), indem 
man fur ein beliebiges, festes y <C — oc und alle f s 2 die Jlenge [f (x) > y\ 
bildet. Analog es gilt fUr 05 (2), ?5 (2), 5 (2). 

Sei zunachst y endlieh: da neben / auch S (/) in 2 vorkommt, erhait 
man das gauze Mengensystem 05 (2), indem man fur jedes zs [— 1, 1] 
und jedes f e 2 die Menge If (£) > ~] bildet; ist also A e 05 (2), so gibt es 
ein z* £ [—1, 1] und ein f*s 2, so daB A — [f* (x) > z*\: sefzen wir 

f =f* -y y— z *, so ist naeh 2 a) auch fe 2, und es ist *4 = [/ (x) y\. 

Sei sodann y — — oc; wie eben gezeigt, gibt es, venn A e 05 (2), einf e 2, 
so daB *4 = [f (x) > — 1]; bilden wir nach (3*1): f ~f1 1 , so ist auch 

A = [/ (x) > — 1]: setzen wir / — S" 1 (/), so ist nach 3 a) auch fe 2, und 
es ist A — [f (x) > — oc]. 

30*3*3- 1st 2 autark, so ist jedes der Afengensysteme 05 (2), 05 ( 2), Zy ( 2), 
gr (2) eibz, die Mengen A und E enthaltender Bing. 

Xach (2) gilt A e 05 (2), aus la) foigt: E s & (2). Sei A s 05 (2), Be® (2); 
nach 30-3*2 gibt es ein f x s 2 und ein f 2 e 2 , so daB *4 = [j^ (#) > O] , 
B = [/ 2 (x) > 0]; setzen wir / (a:) = max (/ x (x), f 2 (x)), f (x) = min (/ x (ar), 
/ 2 (a*)), so ist nach 4a) /s 2, /a 2, und nach (1*2), (1*21) ist: A -f- B 

= [/ (x) > 0], A B = [/ (a:) > 0]; also ist 05 ( 2) ein Ring. 

30*3*4. Damit 2 (931, *) autark sei, ist notu'endig und hinreiehend, daft 931 
ein Bing und A £ 331, E e 9)1 sei. 

Xotwendig: Dies foigt aus 30-3-3. Hinreiehend: la) ist erfiillt wegen 
-4 £ 931, EsiUJl; 2 a) wird von jedem System 2(991,*) erfiillt, ebenso 3 a) 
(wenn E e 931); daB 4a) erfiillt ist, foigt, wenn 911 ein Ring ist, aus (1*2), (1*21). 

30*3*41- Existiert das System 2 (931, 91), so ist , damit es autark sei , notu'endig 
und hinreiehend , da/3 931 und 91 ein Bing und A e 931 91, E e 931 91 sei. 

Der Beweis ist derselbe wie fiir 30-3*4. 

Da das System aller Funktionen auf E autark ist, gibt es zu jedem Funk- 
tionensystem 2 auf E ein autarkes Funktionensystem X38; und da der 
Durchschnitt aller 2 umfassenden autarken Systeme von Funktionen auf E 
wieder autark ist, so ist er das kleinste autarke System iiber 2; wir 
bezeichnen es mit B a ; es kann ganz ahnlich gebildet werden, wie in 3-1-1 
die Menge 501. 
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Sei iOl ein beliebiges System von Teilen von E ; nach §3,2 gibt es einen 
kleinsten King uber dlt — 1, E)\ wir bezeichnen ihn mit ; ist 9Jc r der 

kleinste Ring iiber so ist Al R = 33c r -{- {A, E} . 

30-3*5. Es ist © (©,) = © (©)*, © (© a ) = © (©)*- 

Zufolge von 30*3-3 ist & (© a ) ein Ring iiber © (0) -f- {/l, f£}; also ist 
6) (2 ) R ~ Q5 {©j: bleibt zu beweisen, daB auch 05 (© a ) Q © (©A . Wir 
setzen © ( ©A = iDt; dann ist nach 30*3*4 ©(9ft,*) autark; und da 
© ($}£,*) 2 ©, ist S u S 3 m> *)> also © (©J 2 d. h. © (©J g© (&) R , 
w. z. b. w. 

4. Tollig autarke Fimktionensysteme. Wir nennen ein Funktionen- 
system © auf E geschlossen, wenn zu jeder gleichmaBig konvergenten 
Funktionenfolge ((/ rt )) a us © auch lim f n in © vorkommt; wir nennen © 

n 

additiv, wenn neben/ x und f 2 auch die Funktion f x ~f-/ 2 in © vorkommt, 
vorausgesetzt, daB sie auf ganz E definiert ist; ein autarkes, geschlossenes 
und additives Funktionensystem nennen wir vollig autark. Ist E ein 
metrischer Raum, so ist das System aller stetigen Funktionen auf E vollig 
autark. 

Da das System aller Funktionen auf E geschlossen, additiv, vollig autark 
ist, und da der Durchschrdtt aller ein gegebenes Funktionensystem © urn- 
fassenden gesc-hlossenen (bzw. additiven, vollig autarken) Funktionen- 
systeme wieder geschlossen (bzw. additiv, vollig autark) ist, gibt es zu 
jedem Funktionensystem © auf E ein kleinstes geschlossenes (bzw. addi¬ 
tives, vollig autarkes) Funktionensystem iiber ©. Auf die Bildung des 
kleinsten vollig autarken Funktionensysternes iiber © kommen wir in 31*3*22 
zuriick. 

30-4-1. 1st © autark und geschlossen , so sind ©(©), ©(©) a-Binge, 
&(©), Q (©) d-Binge. 

Wir zeigen etwa, daB © (©) ein cr-Ring ist; daraus folgt dann durcht)ber- 
gang zu den Komplementen, daB (©) ein <5-Ring ist. Da nach 30*3*3 
© (©) ein Ring ist, bleibt nur zu zeigen: ist A n e © (©), so ist auch 
S A n s © (©). Xach 30-3*2 gibt es ein f n £ ©, so daB A n = [f n (x) ;> 0]; 

n 

indem wir gemaB (3*1) f n ersetzen durch (/„)”, konnen wir zufolge 30*3*1 
von vornherein annehmen 0 <1 f n ^ Wir setzen g n = max (A , / 2 , -*.,/«); 
dann ist, da © autark, auch g n e ©, und ((g n )) konvergiert gleichmaBig 
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gegen eine Grenzfunktion g. Weil 2 geschlossen, ist g a und weil 
[g (x) Z> 0] = S A n> ist S A n e & ( 2), w. z. b. w. 

30-4-2. Ist 9ft ein o-Bing und A e 9ft, so sind 2 (9ft, *) und 2 (*, 9ft) additiv. 
Sind 9ft und 91 a-Binge und existiert das System 2 (9ft, 91), so ist es additiv . 
Dies folgt unxnittelbar aus (1). 

30-4-21- 1st eines der Funktiojiensysteme 2 (9ft, *), 2 (*, 9)1), 2 (9)2, ft) 
autark und geschlossen , so ist es vollig autark. 

Dies folgt axis 30*4*1, 30*4*2. 

30-4*3. Hamit 2 (9ft, *) ( oder 2 (*, 9ft)) vollig autark sei, ist notwendig und. 
hinreichend, dap 9ft ein a-Bing und A e 9ft, E e 9ft sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 30*8*4 und 30*4*1. Hinreichend: Nach 
30*3*4 ist 2 (9ft, *) autark ; zufolge 30*4*21 ist also nur mehr zu zeigen: 
2 (9ft, *) ist geschlossen. Sei ((/ n )) eine gleichmaBig konvergente Folge aus- 
2 (9ft, *) und /— lim/ n ; setzen wir sup ||/ n (a:) — f (&)\\ — k n , so gilt also- 

n xe E 

k n —* 0. Aus ; f n — f A*k n folgt aber, wenn S die Sehrankungstransfor- 
mat-ion bezeichnet: S ( f n ) — k n S (/), und mithin wegen S (/„) —»• S (/- 
und k n -+Q : 

W S (/) = sup (S (/„) — £•„) - 

)l 

Nach 30-2*21 ist S (f n ) — k n s 2 (9ft, *); wegen (4) und (1*3) ist also auch 
& (/) e 2 (9ft, *) und sornit auch f e 2 (9ft, *); also ist 2 (9ft, *) geschlossen, 
w. z. b. w. 

Analog beweist man: 

30-4-31- Existiert das System 2 (9ft, 91), so ist , da?nit es vollig autark 
sei , notwendig und hinreichend , dap 9ft und 91 ein o-Bing und A e 9ft 91, 
EsmW sei. 

5. S Till ill etris che Funktionensysteme. Wir nennen ein Funktionen- 
system symmetrisch, wenn neben/e 2 auch — fa 2 gilt. Da [/ (a;) <C y] 
= [—/ (x) >* — y], sind bei symmetrisehem 2 die Mengensysteme (3J (2), 
<15 (2) identisch, ebenso [y (2), *5 (2). 

30-5-1. 1st 2 autark und symmetrisch , so gilt neben fa 2 auch \f | e 2, 
und wenn c eine endliche Konstante bedeutet, auch cfe 2. 

Dies folgt wegen [ / j = max (/, — f) und c f — -4- | c | f aus Eigenschaft 4a) 
und 2a) (§ 30, 3) der autarken Systeme. 

30-5*2. Ist 2 symmetrisch, so auch das kleinste autarke System 2 a iiber 2. 
Sei 2^ das System, das aus 2 a entsteht, indem man jedes fa 2 a durch — f 
ersetzt; offenbar ist auch 2’ autark. Da 2 symmetrisch, ist 2 £ 2 a > 
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d. Ii. 2' ist einautarkes System iiber 2 ; also ist 2 fl Q 2'. Sei nun fs & a ; 
dann ist aueli fs 2' , also —/e 2 a , d. h. 2 a ist symmetrised. 

30*5*21. 1st 2 -sy//? metrisch, so auch das kleinste vollig autarke System- iiber 2. 
Der Beweis ist analog dem von 30-5*2. 

30*5*3. Existiert das System 2 (9ft, 9ft), so ist es symmetrisch . 

Seifs 2 (3)2,9ft): dann ist fur alle y sR 1 : [/(#)>— y]e9ft, [f(x )<— 2/]e9ft; 
wegen [— / (x) > y] = [/(^) < — y]> [— / 0*) < 2/] = [/ (^) > — y] ist 
also auch [— / (a*) > y] s 9ft, [— / <£) < 2/] £ 9ft, also — fe 2 (9ft, SOI). 
30*5*1. Is* 9ft Ring , 2(530 9ft) /#= 0 otf/ i£, so fsZ awe A 

~ £ 2 (2H, m- 

Derm es ist: > y| = [/ (x) < 1] . [/ (£) > 0] . wenn y> 0, 

[fk) >V \ = [ /(i)< ^l wenn 2/ < 0 > und f^>0] 

— [/ (*) > 0]. [/ (x) c -f~ cc] , und analoge Formeln gelten fiir \C y]. 

ij{x) 1 

30*5*5. Ist 9ft ein a-Ring , Asm, Ee m, A e 2 (9ft, 9ft), / 2 e 2 (2ft, 9ft), 
tmd / 2 / 2 /j :/,) definiert auf E } so ist auch Afz s © (9ft, 9ft) (bzw. 

A :/ a * 2 {9ft, 9ft)) . 

Wegen 30-5.4 geniigt es, die Behauptung fiir ^/ 2 naclizuweisen. Sei zu- 
naehst A ^ 0, / 2 ^ 0; es gilt [/ x (#) / 2 (sc) > y] s 9ft nach (1*1), wenn y> 0; 
•da [A (x)f 2 (x) > y] — E fiir y < 0, gilt dies auch fiir y < O, und wegen 

[A (^ 3/2 (£) > 0] = [/ x (£) > 0] . [/ 2 (x) > 0] gilt dies auch fiir y = 0; es 

ist also [/ (x)/ 2 (:r) > y] e 931 fiir alle y; analog zeigt man, daB [f ± (dc) f 2 {£) 
< y] s 9ft fiir alle y; also ist / x / 2 a 2 (9ft, 9)1). — Haben f l3 f 2 behebiges 
Zelchen, so folgt zunachst aus 30*3*41, daB 2 (9ft, 9ft) autark, sodann aus 
30-5-3, 30-5-1, daB | A \ s 2 (9ft, 9ft), | / 2 \ £ © (9ft, 9ft); wie eben bewiesen, 

ist dann auch j A } | / 2 [ s 2 (9ft, 9ft): wegen 

lA MA (*) > 0] = tA (*) > 0 ]. [/ 2 (*) > 0 ] + IA (rf) c 0 ]. [/ 2 (*) < 0 ] 

ist [jj (x)/ 2 (*) > 0] e 9ft; da fiir y > 0: 

I/i (^)/2 (•*) > y] = t!/i (^) 1 i/ 2 (^) i > y] - [A (^)/ 2 (*) > 0 ], 

und fiir y < 0: 

[/1 (*)/ 2 (*) > y] = [i/i (^) I i/s (*) i < i y S] -r [/1 («)/ 2 (^) > o], 
ist also [jj (x)f 2 (x) > _?/] a 9ft fiir alle y; ebenso zeigt man, daB [A (x) f 2 (x) 
C y] s 9ft; also ist Af*e @ (9ft, 9ft). 

Biteratur zu § 30. Der Gedanke der Charakterisierang von Funktionenklassen 
dnrch Urbildmengenstammt von H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 139. 
Svstematische Darstellxmg zuerst bei F. Hansdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919) 
S. 292; Mengenlehre | 41. 
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§ 31. Erweiterung von Mengen- und Funktionensystemen. 

1 . Die 3Iengensysteme 931 1 und 904. Sei wieder E eine ganz beliebige 
Menge, 501 ein System von Teilen von E. Das (in § 3, 4 mit 90c a bezeichnete) 
kleinste cr-System liber 931 bezeichnen wir nun mit 9314 das (in § 3, 4 mit 904 
bezeichnete) kleinste 6- System iiber 901 mit 901,. Satz 3*4-11 spricht sieh 
dann so aus: 

31 * 1 * 1 - Daniit 931 3 = 501 (bzw. 931, = 931) sei, ist notivendig und hinreickend, 
dafi 901 ein a-System (bzw. ein d-System) sei. 

Und § 3 (4) ergibt: 

31 - 1 * 2 . Bei beliebigem 931 ist (901 1 ) 1 = 9314 (501, )i = 93V 
31 - 1 - 3 . Tstdl £ 901 1 (bzw. 91 £ 5D1 2 ), so ist (901 -f- 91) 1 = 93* 1 (bzw. (9)1 -f-SDj 
= 3R,). 

Da jedenfalls (901 4-91) 1 £9314 ist nur zu zeigen: (901 -f- 91) 1 £ 90c 1 . 
Wegen 91 £ 931* ist 901 £ 91 £ 9314 also (901 + 91) 1 £ (5D1 1 ) 1 , also nach 
31*1*2 (901 — 91) 1 £ 9314 w. z. b. w. 

Da 901 1 £ (934)4 934 £ (901 1 )!, folgt aus 31*1*3 insbesondere: 

(1) (9D1 1 -r 934) 1 = (934) 1 ; (901 1 + 9)1,)! = (901 1 ), . 

31 - 1 - 4 . Ist 91 das Syste?n der Kornpleynente der Mengen aus 931 zu E, so ist 
91, das System der Komplemente der Mengen aus 901 1 zu E. 

Dies folgt leicht aus 3*4*2. 

2 . Die Funktionensysteme 3 1 und 3,. Sei 3 ein Funktionensystem auf 
E. Fiigen wir zu 3 die Grenzfunktionen aller monoton wachsenden (bzw. 
abneh m enden) Funktionenfolgen aus 3 hinzu, so entstehe das System 3 1 
(bzw. 3 X ). Aus der Definition der autarken Systeme folgt ohne weiteres: 

31 - 2 - 1 - Bei autarkem 3 sind 3 X und 3 X autark. 

31 - 2 - 2 . Aus f n e 3 folgt, wenn 3 autark : sup/ n e 34 infj^e 3 X . 

n n 

Setzen wir: f n — max (f 13 f 2 , - - /„), so ist f n s 3, die Folge ((/„)) ist mono¬ 

ton wachsend und lim/ n = sup f n , also ist sup f n s 3 1 . 

n n n 

31 - 2 - 21 - Bei autarkem 3 ist (3 1 ) 1 — 34 (3,4 = 3,. 

Sei f e ( 3 1 ) 1 , d. h. / = lim wo f n s 34 f n ^f n ~i - Wegen f n s 34 ist 

n 

fn = lim f n ., wo f ni c 2, daraus folgt / = sup/ ni ; also ist 

4 n,i 

nach 31-2-2 f s 3 1 . 

31 - 2 - 3 - 1st 3 autark und H £ 3 1 (bzw. % £ 3 X ), so ist (3 -f- S) 1 = 3 1 
(bzw. (<o -f- 3£)i = ^i)- 

Der Beweis ist analog dem von 31-1-3. 


Hahs, Reelle Fimktionen. 
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So wie (1) erkennt man nun, daB bei autarkem 8: 

(2) (8 1 -r ^i) 1 = (Si) 1 ; (S 1 ~r S x )i = (8 1 ),. 

31*2*4- 1st 8 autarh und ((/ n )) ei?ie gleichmafiig konvergente Folge aus 3, 
so ist lim / n s S 1 Si- 

n 

Seif = lim / n ; dann ist nach § 30 (4): 8 (/) = sup (& (/ n ) — & n ) ; aus/„ e © 

' n n 

folgt S (/„) — £ n £ 8, also nach. 31-2*2 £ (/) £ 8 1 , und well nach 31-2*1 8 1 
autark: / £ 8 1 - Ebenso zeigt man / e 

31*2*41- -Bei autarlcem © siraZ 8 1 und geschlossen. 

Sei ((/„)) eine gleichmaBig konvergente Folge aus 8 1 und / = lim f n ; nach 
31-2*4 ist / e ( 8 1 ) 1 , also nach 31-2*21: /e 8 1 . 

31*2*5- /si ;t em autarhes Funhtionensystem auf E, so ist : 

© (3: 1 ) = © (St) 1 ; <3 (SJ = <3$ (St) 1 . 

Seifs it 1 , d. h. / = lim/ n , wo / n £ 'X, /„ ^ / n+1 ; dann ist auch / = sup/ n , 

n _ _ _n 

also nach § 30 (1*3): [/ {£) > y] £ © (S) 1 ; damit ist gezeigt: © (St 1 ) £ & (St) 1 . 
Nun ist noch zu zeigen: © (it) 1 £ © (Si 1 )* Sei also A s © (St) 1 , d. h. A = N 

_ n 

mit A n s (3 (2); nach 30-3-2 gibt es also ein/ n e so daB A n — [/„ (x) > 0]; 

setzen wir/ = sup/,, so ist -4 = [/ (rr) > 0]; nach 31-2-2 ist aber/e St 1 , also 
« _ 

ist A s <3 (it 1 ); aus A s & (it) 1 folgt also As® (Si 1 ), d. h. es ist © (it) 1 Cl 
© (it 1 ), w- z. b. w. 

Nun verscharfen wir noch 31-2*5 weiter zu: 

31*2*51. 1st it autarh und ® (St) = 9ft (5su>. © (St) =91), so zs* St x = 

8 (2ft 1 ,*) (6str. 3^—8 (*, 5ft 1 )). 

Wegen 31-2-5 ist nur mehr zu zeigen: ist [/ (x) > 2/] £ 9ft 1 fiir alle y s 
so ist f s St 1 - — Sei zunachst / eine Funktion, die nur die Werte 0, 1 an- 
nimmt ; setzen wir A — [/ (x) = 1] = [f (x) > 0], so ist nach Annahme 
_4 e 9ft 1 ; nach 31-2*5, 31-2-1, 30*3*2 gibt es also ein g £ X 1 , so daB A — 
(a?) > 0]; setzen wir g / (x) = mas (g ( x ), 0), g n (x) = min ( ng ' (x), 1), so ist 
9n ^ <7 n -i Iin d / == lim g n ; da aber St 1 nach 31-2-1 autark; ist g n £ St 1 , also 

n 

f £ (it 1 ) 1 , also nach 31*2*21: f s St 1 . — Sei sodann / eine Funktion, die nur 
zwex versehiedene, endliche Werte a^> b annimmt; setzen wir [f(x) = a] 
= A, und bezeichnen mit f* die Funktion, die = 1 ist auf A und = 0 auf 
— -4, so ist, wie eben gezeigt: /* £ St 1 ; und da / = b -j- (a — 6) /*, so ist, 
weil it 1 autark, auch / e X 1 . — Sei sodann f eine Funktion, die nur endlich 
viele verschiedene, durchweg endliche Werte a 0 c % C . . . <S a m annimmt; 
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setzen wir [/ {x$ = a ; ] = *4,-, so ist fiir ar,-_ 3 ^ y < o,: [/ (x) >^] = 

-4 X — - - - — -4 m , also ist naeh Annahme _4 , — . . . — A m s 2k 1 ; bezeieh- 
nen wir mit f x die Funktion, die = a. ist auf A x . . - — A m und 
— a 0 auf E — (-4; — . . . — A m ), so ist, wie eben gezeigt, /. e X 1 , und 
da /—max {/],, f 2 , ..., f m ), so ist, weil X 1 autark, auch fe X 1 . — 
Unterliegt sehlieBlich / keiner weiteren Einschrankung, so setzen wir 

y ni — — n — («* = 0, 1, . . ., 2 n 2 ) und bezeiebnen mit /„ die Funktion, die 

= Mno (= — n ) ist auf [f(x) A y n0 ], = y ni auf [y^^ Cf{x) <; y ni ] 
{i =1, 2, . . 2?i 2 ), und = y n2n * ( = n) auf [/(x)> y„ 2n *]; da fhr J*edes 

y die Menge [/„ (x) > y] entweder mit einer ZMenge [/ (x) > 2 :] iiberein- 
stinimt, oder = A , oder = E ist, und da naeh Annahme [/ (x) Z> z\ e 2k 1 , 
und naeh 30*3-3 * 1 e 932, E e 2k, also aueh A e 2k 1 , E s SO? 1 ist , gilt 
[fn (■*) Z> y] £ fiir alle y: und da f n nur endlieh viele versehiedene, 

durchweg endliehe Werte annimmt, ist, wie eben bewiesen, f n e X 1 ; da 
{{f n )) gleichmaBig gegen / konvergiert, ist also naeh 31-2-41 auch fe X 1 . 

31-2-511* 1st X vollig autark und <3 (S) = 2k , (3 (Z£) — 21 , so ist 
X 1 = 3 (2)1, *), X x = 3 (*, 91) . 

Xaeh 31-2-51 ist Zb 1 == 2 (2k 1 , *): naeh 30-4*1 ist 2k ein a- System, also 
naeh 31-1*1: 2k 1 = 9k. 

31-2-512- Ist X autark und X = X 1 (bzw. X — X-f) und (3 (X) — 9k {bzw. 
0) (X) = 91), so ist X = 3 (2k, *) {bzw. X = 3 (*, 91)) . 

Xaeh 31-2-5 ist (3 (XI) = 2k 1 , also (3 (X) — 2k 1 , d- h. 2k = 2k 1 , und naeh 
31*2*51 ist X = X 1 = 3 (2k 1 , *) = 3 (2k, *). 

31*2*52. Ist 2k ein die Mengen A und E enthaltender Ring , so ist : 3 (2k, i*) 1 
= 3 (2k 1 , *), 3 (*, 2k) x = 3 (*, 2k 1 ). 

Xaeh 30*3*4 ist 3 (2k, *) autark; die Behauptung folgt also aus 31-2-51. 

31-2*521. Ist 2k ein die Mengen A und E enthaltender Ring, so ist , damit 
3 (2k. sfc) 1 — 3 (2k, *) {bzw. 3 (*, 9k) x — 3 (*, 231)) sei, notwendig und hin- 
reichend, da/3 2k ein a-System sei. 

Dies folgt aus 31-2-52 und 31-1-1. 

31-2-6. Bei autarkem 3 sind 3 1 und 3 X vollig autark . 

Dies folgt aus 31-2-51 naeh 31-2-1, 31-2-41, 30-4-21. 

31-2-7. 1st 3 symmetrise!, so ist f s 3 1 gleichbedeutend mit —fs 3 X - 

Die Aussage f s 3 1 bedeutet: f = lim f n mit f n ^ f n+1 und f n e 3; das 

n 

kairn auch so gesehrieben werden: —/ — lim (—/„), — f n ^ —/ 8+lJ 

— fn € 3; das aber besagt: — / e 3 X - 


16 * 
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3. I)as Fmiktionensystem 3*. Wir setzen nun <&\= 3 1 .3 X . Dann 
kann 31*2-4 so ausgesprochen werden: 

31*3*1. 1st 3 autark und ((/„)) eine gleichmdpig konvergente Folge aus 3, 
so isi lim/„ £ 3j - 

n 

31*3*2. -Be? autarkem 3 isi 3* vollig autark. 

Dies folgt aus 31*2.6. 

Wir werden nun zeigen, daB 3} bei autarkem 3 das kleinste vollig au- 
tarke System iiber 3 ist: zu dem Zwecke beweisen wir zunachst zwei Hilfs- 
satze, wobei wir voriibergehend das kleinste vollig autarke System iiber 3 
mit 3 bezeiclmen. 

31*3*21. Ist Ae & ( 3) 1 (bzic. A e& (3) 1 ), so gibt es ein fe 3, so da$ 
f (x) C -foe fur alls x e E und [f (x) > — oo ]= A (bzw. f (x) > — co fiir 
alle x e E und [/ (x) <C = A ) • 

Sei -4 s G5 (3) 1 ; wegen 3 ^ 3 ist (i5 (3) £ © (3), also auch 
& (3) 1 S © (3) 1 , und da nacb 30*4*1, 31*1*1 © (3) 1 = & (3) ist, gilt auch 

(& (3) 1 S 05 (3): also ist A £ 0$ (3). Nach 30*3*2 gibt es also ein fe 3, 
so daB [f (x) ;> — oc] — A , und nach 30*3*1 kann / C + oo angenommen 
werden. 

31-3-211. Ist 3 autark und f e 3^, so gibt es zu je zwei Zahlen a <C b ein 

f e 3, so dap f — 0 auf [/ (x) < a], f = 1 auf [f (x) ^ b] und 0</<l auf 
[a Cf(x) < b] . 

Nach 31*2-5 ist [/(x) > or] e & (3) 1 , [/ (x) C b] s 05 (3) 1 ; also gibt es 

nach 31-3-21 ein f x e 3 und ein f 2 £ 3, so daB f x (x) <C -f- oo, / 2 (^) > - OO 

fur alle xe E, und [/ (x) >-oo] = [f (x) > a], [/ 2 (x) < -f oo] == [/ (x) < &]. 
Also ist [/ x (x) = — oo] = [/ (3) <£ a], [/ 2 (x) = -j~ oo] = [/ (x) ^ b ], also 
/i -r /2 = — 00 auf [/ (x) ^ a] , /1 A- / 2 = -r co auf [/ (x) ^ b] , — 00 < 

/i V -/2 < -V 00 auf [a </ (x) <C 6] . Die Funktion / = \ (S (f x -r/ 2 ) + 1) 
leistet das Verlangte. 

31-3*22- Bei autarkem 3 isi 3* das kleinste vollig autarke System iiber 3. 
Sei wieder 3 das kleinste vollig autarke System iiber 3. Nach 31*3*2 
ist 2 0 = 3j; bleibt zu zeigen: 3* S= 3. Sei /e 3wir haben zu zeigen: 
f £ 3- Wegen Eigenschaft 3a) der autarken Systeme (§ 30, 3) geniigt es zu 
zeigen, daB S ( f)s 3; wir konnen also von vornherein / als beschrankt an- 
nehmen, und wegen Eigenschaft 2a) der autarken Systeme konnen wir 
welter annehmen 0 f 1. Nach 31-3*211 gibt es nun fiir jedes n und fiir 
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2 = 1,2,.-.. n eine Funktion f ;l . e 2, so daB f n% — 0 auf j f (x) ^ --— j , 

L . = 1 auf \f (x) ^ -- j, 0 <f ui <1 auf [-- 1 <C / {x) < —1. Setzen 

JTl L n J 1 n n J 

wir /„ = - (f n J — A 2 — * • * —fnn)> so ist auch / n £ 2, und weil ((/„)) 

gleichmaBig gegen / konvergiert. ist aucli / £ 2. w. z. b. w. 

31*3*23. Damit das autarke System 2 vollig a atari: set, ist noticendig 
und hinreichend, dap 2£ = 2. 

Dies 1st entkalten in 31*3*22. 

31*3*3. Bti autarkem 2 (2J) 1 = 2 1 , (2 X ) X = 2 X . 

Wegen 2 = 2 X ist 2 1 = (Si) 1 ; wegen 2j ^ 2 1 ist ( 3\) 1 = (2 1 ) 1 , also 
naeh 31-2*21 auch (Si) 1 = 2 1 . 

31*3*31. -Bef autarkem 2 (2i)i = 2j. 

Dies folgt aus 31*3*2 und 31-3*23, oder aus 31*3*3. 

31*3*4. FHr jedes autarke Funktionensystem 2 auf E ist (55 (2i) = © (X) 1 , 
© (21) = © (2) 1 . 

Wir beweisen etwa die erste dieser beiden Gleichungen. Xach 31*2.5 ist 
<55 (2i) = (55 (2) 1 . 1st umgekehrt A € 0) (2) 1 , so gibt es nach 31*3*21 und 
31*3*22 ein f e 2j (= 2), so daB [/ (x) > — oc] = A; also ist -4 £ <55 (2i), 
und mithin ist auch (55 (2) 1 5= (55 (2i). 

Xun verscharfen vrir noch 31*3*4 weiter zu: 

31-3*41. 1st 2 autark und (55 (2) — 9ft, <55 (2) = 9t, so ist 2i = 2 (Sit 1 , 92 1 ). 
Xach 31*3*4 ist mir mehr zu zeigen: ist [/ (x) > y\ e 2ft 1 , [/ (x) < y\ fift 1 
fiir alle ye B x , so ist f £ das aber folgt aus 31*2*51. 

31-3-411. Ist 2 vollig autark und (55 (2) = 9ft , (55 (2) = 91, so ist 
2=2(9ft, 9t). 

Dies folgt, da nach 31*3*23 2 = 2 X ist, aus 31*3*41 und 30*4*1. 

31-3-42. Existiert das System 2 (9ft, 9t), und sind 9ft und' ft die Mengen A 
und E enthaltende Binge, so ist 2 (9ft, ft)i = 2 (9ft 1 , 9 1 1 ). 

Xach 30*3*41 ist 2 (9ft, ft) autark, die Behauptung folgt also aus 31*3*41. 
31-3-421- Existiert 2 (9ft, ft) und sind 9ft und ft die Mengen A und E ent¬ 
haltende Binge, so ist , damit 2 (9ft, 9£)i = 2 (9ft, ft) sei, notwendig und hin¬ 
reichend , dap 9ft und ft cr-Systeme seien. 

Dies folgt aus 31-3*42 und 31-1-1. 

31-3-5- Ist 2 symmeirisch und vollig autark , ist f x s 2, f 2 £ 2, und ist f ± f 2 
(bzu\ f x : / 2 ) definiert auf E, so ist auch f x / 2 £ 2 (bzic. f x :f 2 £ 2). 
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Setzen wir (15 (X) = SR, so 1st, weil ^ symmetrisch, auch & (X) = SR, 
und nach 31*3-411 ist X — 3 (9ft, 9ft); nach 30*4-31 ist SR ein cr-Ring und 
A £ 9ft , E e‘SR; die Beiiauptung folgt also aus 80-5-5. 

31-3-6. Ist X symmetrisch und autark, ist cp (z) eine stetige Funktion im In¬ 
ter vail [a, 6] des R x und f eine der Ungleichung a f ^ b geniigende Funk¬ 
tion aus X, so ist cp (/) e X*. 

Indem wir cp (z) — cp ( a } fur z<La,cp (z) = cp (b) fur z ^ b setzen, konnen wir 
annehmen, <p sei stetig im i? x . Nach 25-8-1 ist die Menge [cp (z) >* y] eine 
offene Menge des B x , also, wie aus 16*5*4 folgt, Summe abzahlbar vieler 
Intervalle (a p , b v ) und hoc listens zweier offener Halbgeraden z > af und z<cb' 
des B x ; demnach ist [<p (/ (x)) >- y\ Summe abzahlbar vieler Mengen 
\a v < / (x) < 6. ] und hoehstens zweier Mengen [/ (x) > a'\, [/ (x) < 6']. 
Setzen wir © (X) — © (X) — 9ft, so ist [/ (dc) > a'] s 9ft, [/ (x) C 6'] a 9ft; 

und wegen [a p Cf(x)C b v ] = [/(#) ;> <*„] * [/ (^) < &„] ist, da SR nach 
30*8*3 ein Ring, auch [a v <Cf(x) C b v ] s SR. Mithin ist [cp (/ ( x )) > y] e 9ft 1 ; 
ebenso ist [cp (f(x)) <y]e 9ft 1 ; also ist, da nach 31*3*41 Xj = 2 (9ft 1 ,9ft 1 ) 
ist: <f (/) e Sj. 

31-3-7. /st 2 symmetrisch , so ist auch symmetrisch. 

I>ies folgt aus 31*2*7. 

4. Das Funktionensystem 2*. Sei wieder 2 ein Funktionensystem auf 
E; wir fiigen zu 2 die Grenzfunktionen aller konvergenten Funktionen- 
folgen aus 2 hinzu; das so entstehende Funktionensystem bezeichnen wir 
mit 2*. Es ist 2 1 2x S= ©*- 

31*4*1. 1st 2 autark, so ist 2* autark und geschlossen. 

Da 2* offenbar autark, bleibt nur zu zeigen, daB 2* geschlossen ist. 
Sei ((/„)) eine gleichmaBIg konvergente Folge aus 2* und/ — lim/„; wir 

n 

haben zu zeigen: /s 2*. Indem wir zu einer Teilfolge xibergehen, konnen 
wir annehmen: \J n — f\\ < dann ist- 

W ii/n-l —fn !! ^ Si/n.x-/!! + i \f~fn I! < ± ■ 

Da f n e 2*, gibt es in 2 eine Folge f nl , f n2 , . . f nv , . . . mit lim/ ny =/„ - 
Wir bestimmen f 2 „ und fZ, aus S (/'„) = min (s (/ 2v ), 5! (/ lv ) + i), £(/") 
= max [s (/;,) , S (/ 1>t ) — ; dann ist \\fZ r — f lw |[ ^ — ; und da nach (4): 
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/ 2 —fi < 4 - ist fur jedes einzelne x: f 2v (x) — f lr (x) _ < — fur fast 
aile r; somit ff v (x) — f 2v (x ? fiir fast alle v, also aueh lim ff v — f 2 ; da/o' e 3, 
konnen wir die Folge ({/ 2 j) ersetzen durek ((/o')): wir konnen also von 
vornherein annehmen: '/ 2r — / lr <; ~. Ganz ebenso konnen wir an- 

nehmen: ; / 3r — / 2p ^ ~ , und allgemein: ; \f n ~ lv — f nv j; <: ~ . Dannist: 

t i ^ ^ ^11. 1 _ 1 
("i* 1 ) . Jn-kv fnv 2n ■ 2 n ~ 1 J * * * ~ T ~ ^ 2 n_1 * 


Xun zeigen wir, daB / = lim/ rv . Sei e > 0 beliebig gegeben; wir wahleii ?2 

r 

1 £ 1 
gemaB _ j < — . Wegen (4-1) und weil /„— / j ,< war » gilt fiir v > w: 

•'A,—/'.. =* — fnv.. -r —/« i; 4- ;i/n —/j! 

1 i 2e 

■ /ny ,/n i j V - ^ n _i i t fnv «/n 1 j ~i o - * 


£ 

Da lim/ ny = / n , gibt es zu jedem .rein v x > ?z, so daB :j/ ny (a:) —/„ (a;) ;[ < — 

fiir r ^ v x ; also ist ; f vv (x) — / (x) jj < e fiir v ;> v x , d. h. es ist lim/,,, = /, 
wie behauptet. Da f vv e 3 war, ist also fe 3*, w. z. b. w. 

31*4*11. 1st 3 autark und additiv , so ist 3* vollig autark. 

Ist 3 autark und additiv, so ist offenbar aucb 3* additiv; die Be- 
bauptung folgt also aus 31-4-1. 

Wir fuhren nun folgende abkiirzende Bezeicbnungsweise ein (auf die wir 
in §§ 33, 34 zuruc-kkommen): ist 9ft ein System von Teilen von E , 3 ein 
System von Funktionen auf E, so setzen wir: 

m x )i = m >, m±) x = 30fl 2 ; (S 1 )! = 3 2 , (Si) 1 = 3 2 . 

31*4*2. Bei autarkem 3 ist 3* £ 3 2 S 2 . 

Sei fe 3*, d. h. / = lim/ n , /„ e 3- Wir setzen g n = inf /„; nach 31-2-2 

n v'Szn 

ist g n e 3 X ; nun ist / = lim gr„, gr n ^ j„ t1) also /e d. h . fe 3 2 - Ebenso 

zeigt man: fe 3 2 - 

31*4*21. Is* £ azrfar*, so © (St 2 ) = § (5t) 2 , © (S^) = g (St) 2 . 

Xach 31-2-51 ist, wenn © (it) == gesetzt wird: 3^ = 3 (*, 5ft 1 ), und da 
nach. 30-3-3 91 ein Bing, also nach 3*5*1 auch 5ft 1 ein Ring, ist nach 30*2;3: 


(4*2) 


& (sy = (W-h - 


Setzen wir fj (it) == 5g, so besteht 5p aus den Komplementen der Mengen 
von 5ft, und aus (4*2) folgt durch tTbergang zu den Komplementen: 

(4*21) ® 
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Nach 31*2*1 1st 2 3 autark, wegen 2 2 = (^x) 1 iat also nach 31*2*5 
Qf (2 2 ) = C^ 2 ) 1 , und somit nach 81*1*2: & (2 2 ) = $ 2 . 

31*4*22. Ist 2 vollig autarh , so ist © (2 2 ) = fy (St) 1 * ® (2 2 ) = g (2) 1 . 

Nach 30*4*1 ist g (2) = ^ ein <5-Ring, also ^ also == (SJJJ 1 = Sgi; 

die Behauptung folgt also aus 31*4*21. 

314*3. 1st 2 autarh und additiv, und ist g (%) — 3r (2) = O, so ist 
2 * — 3 ($ 2 , ^ 2 )* 

Wegen 31*4*11, 31*3*411 geniigt es zu zeigen: <3 (2*) = $ 2 , @5 (2*) = £l 2 . 
Wir beweisen etwa die erste dieser Gleichungen. Nach 31*4*2 ist 2* 5 2 2 , 
also (3 (2*) S (3 (2 2 ), also nach 31*4*21 © (2*) £ ^ 2 . Wegen 2* 2 2 X ist 
umgekehrt © (2*) 2 (3 (2x), d. h. nach (4*21): (3 (2*) 2 $ 2 . Also ist 
(3 (2*) = $ 2 , w. z. b. w. 

31*4*31. Ist 2 z*dZZi <7 autarh und % (2) = $ , % (2) = £X , so ist 2* = 

Nach 30*4*1 ist ^ ein <5-Ring, also ^ — (^x) 1 = ebenso ist 

3, 2 = £?■; die Behauptung folgt also aus 31-4-3. 

31*4*4- Bei autarhem , additivem 2 ist 2* = 2 2 2 3 . 

Xach 31-4-2 ist nur mehr zu zeigen 2 2 2 2 ^2*. Dies folgt unxnittelbar 
aus 31*4*21, 31*4*3. 

31-4*41- Bei autarhem , additivem 2 ist 2* = (2 1 + 2x)x. 

Israeli (2) ist (3? -J-Xj) 1 = %*, (3; 1 + a^) a = $ 2 , also (SE 1 + $i)l ='3?%*, 
und die Behauptung folgt aus 31*4*4. 

31*4*5. Bei autarhem, additivem 2 ist (2j)* ==2*. 

Setzen wir (3 (2) = Wl, <3 (2) = 9£, g (2) = g (2) = £X so ist nach 
31*3*4 @ (2x) = 3K 1 , also nach 31*1*4: g (2^) = £l 13 ebenso g (2j) = 
Xach 31*3*2 ist 2 1 vollig autark, also ist nach 31*4*31 (2*)* — 3 (^3 2 , €l 2 ) 3 
somit nach 31-4*3 (2 1 )* = 2*. 

31*4*6. Damit 2* — 2 sei, ist notwendig und bei autarhem 2 Mn~ 
reichend , dafi 2 — 2 1 = 2 X sei. 

Not wendig: Dies folgt aus 2 S 2 1 £2*, 2£2 3 £2*. Hinreichend: 
Ist 2 1 == 2, 2 3 = 2, so auch 2 2 = 2, 2 2 == 2; also ist nach 31*4*2 2* £= %> 
und da gewifi 2 2 2*, ist 2* = 2. 

31*4*61. 1st 2 autarh und additiv und 2* = 2, so ist (3 (2) = g (SO 1 * 
© (£} = S (3:) 1 , g (2) = (2)x, g (2) = © (2)x. 
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Xach 31-4-11 ist X* 9 also aueh X vollig autark, also 1st nach 31-4-31 
X = X* = 2 ( s $ 1 , 2 1 ), also & (2) = < $ 1 == 5' (3d 1 , und durch “Cbergang zu 
den Komplementen folgt: g (X) = C$ (2:) 3 . 

31*4*62. 2 (9ft, 9c) aidark und additiv, so ist , dam it 2 (9ft, ft)* — 

2 (93?, 9?) 5€z s noticendig und hinreichend, dap soicohl 9ft u?,s % em die Mengen 
.1 mid E enthaltender a- und b-Hing sei. 

Xotwendig: Xach 31-4*11 ist 2 (2ft. 9c) vollig antark, also ist nach 
30-4-31 2ft ein die Mengen M nnd E enthaltender cr-Iiing. Bleibt zu beweisen, 
daB 2ft ein <5-System ist. Setzen vnr 2 (9ft, ft) = i, g (X) = $, g (2) — C, 
so ist nach 31-4-01 9ft — ^p 1 , $ — 9ft 3 , also 9ft — 9ft 2 ; wegen 9ft £ 9ft 3 
J9ft 2 ist also 9ft = 93? 3 , also 931 ein 6-System, w. z. b. w. Hinreichend: Ist 
3ft und ft ein die Mengen E und A enthaltender o- und 6-Ring, so durch 
tlbergang zu den Komplementen auch ^5 und Cl. Wegen ft 1 = Ip, 9ft x = 9ft 
folgt aus 30-2-1 9ft £ ft £ 9ft, also ft = 931, und weil 9ft, also auch ft 
ein 6- und a- System: 9ft = ft = ft x = ft 2 , und ebenso ft — Cl 2 ; also ist 
2 (9ft, 9?) = 2 (ft 2 . Cl 2 ) und nach 31-4-3 2 (9ft,ft) = 2 (931, ft)*. 

31*4*7. 1st X symmetrisch , so ist auch X* symmetrisch . 

Denn ist / = lira f n , f n sX, so —/ = lim (—/„), ~f n eX. 

n n 

5. Das MengeilSTStem 9ftJ. InAnalogie zur Definition des Funktionen- 
svsternes 2 X setzen vir, venn 9ft ein System von Teilen von E bedeutet : 
= 9ft 1 .9ft x . Aus 3*5-1 folgt: 

31*5-1. Ist 9ft ein Bing , so ist auch 9ft x ein Bing . 

31-5-11. Ist 9ft ein Korper, so ist auch 9ft x ein Korper . 

Da 9ft 3 nach 31-5-1 ein Ring, ist nur zu zeigen: aus A e 9ft x , B s 9ft x folgt 
A — JB £ . 1st A s 9ft x , so ist A e 9ft 1 und A s 9ft x , also A — S A' m 

m 

— D A" mit A' m £ 9ft, A" £ 93 1; ebenso B — D B' n = S B" mit B' n £ 9ft, B" £ 9ft; 

m n n 

mithin ist A — B = S A' m — D B' n = S (M' n — B' n ), und auch A — B 

m n m, n 

= D A" — S' B" — D (A" — B \[); da SK ein Korper, ist A' m — B' n s 2K , 

m n m. n 

AZ — B"e%fl, also A—Bsm 1 und A—Bs^, d. h. A — B s 3Rt 
■w. z. b. w. 

Wir bezeichnen nun ein Mengensystem 9ft, fur das 9ft 3 = 9ft ist, als ein 
M-System. 

31-5*2. Her DurcTischnitt zweier y-Systems 9ft, ft ist ein y-System. 

Es ist (9ft ml £ 9ftJ = 9ft, ebenso (9ft ft) 1 £ ft, also (ft? ml £ 9ft ft; und 
da auch 9ft ft £ (9ftft)i , ist 93? ft = (9ft ft) 1 . 

31-5*3. Bei beliebigem 9ft sind 3ft 1 und 9ft x u-Systems. 



250 IV. Kapitel. Borelsehe Mengen und Bairesehe Funktionen. 


Nach 31-1-2 ist (2R 1 ) 1 = SR 1 : wegen (SR 1 )! 2 SR 1 isfc also (SR'-)J = 
(SR 1 ) 1 (9H 1 )! = iOc 1 . 

31-5-4- SRJ ist das Heinste u-System iiber 932- 

Xach 31-5-2 und 31-5-3 ist 932* ein System. Sei 92 ein //.-System iiber 
932, d. h. 932 S ^ ; aus 9K S 92 folgt SOli £ SfeJ, also 932* c: 92. 

31-5-5. Bei beliebigem 932 ist ml ) 1 = 932*, (932^ = 932 x . 

Der Beweis ist derselbe wie fur 31-3-3. 

31-5-51. Bei beliebigem 932 ist (302:J)i = 932];. 

Dies folgt aus 31-5-1 oder aus 31-5-5. 

6 . Das Mengensystem 932*. Wir fiigen zu 932 alle in der Form 
M = Dim M n (3/ n a 932) darstellbaren Mengen binzu; das so entstehende 

n 

Mengensystem bezeichnen wir mit 932*. Xach 3-5-2, 3-7-3 ist, wenn 932 ein 
Ring: 932* -f- 932 2 £ $2* 

31-6-1. Ist 932 ein Bing, so ist 932* = 932- 2 932 2 . 

Aus 3-7-4 folgt: 932* £ 9J2 2 932 2 . Bleibt zu zeigen: 932 2 932 2 d 992*, d. h.: 
ist A e 932o 932 2 , so ist aueh A e 932*. Dies ist richtig, wenn A = A; denn 
wegen A e 932 2 ist A — S B n mit B n s 932 x ; wegen A — A ist aber aueh 

71 

B n — A , also A a932 l3 und somit As 932*, wie behauptet. Analog beweist 
man die Behauptung, wenn A = E. Sei also A C2 A E. Wir setzen 
932 = 932 — { A, E } und bezeichnen mit 92 das System der Komplemente der 
Mengen von 902 bzgl. E; nach 31-1-4 ist dann 92 2 bzw. 922 das System der 
Komplemente der Mengen von 932- 2 , bzw. 932 2 . Sei % das System aller Funk¬ 
tionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen, und fiir die jede 
Menge [/ (x) ^ y] s 932 ist; dann ist & (5£) = 902, und da die Funktionen aus % 
nur endlich. viele Werte annehmen: (5£) = © (%) = 932; und weil 932 ein die 

Mengen A und E enthaltender Ring, ist offenbar % autark und additiv. 
Sei nun A s 9322 9D2 2 ; dann ist aueh A e 932 2 932 2 , also E — A s 92 2 92 2 : und sei 
g — 1 auf A, g = 0 auf E — A; dann ist [g (x) > y\ e 902 2 , [g (cc) < y] e 92 2 
fiir alle y s i? 2 , also ist nach 31-4-3 g s S£*, d. h. es gibt in 3S eine Folge 
((/ra)) mit lim /„ = g. Da g nur die Werte 0, 1 annimmt, ist [g {x) = 1] = 

[/« (I) ^ , d. b. wenn j/ n (x) ^ \J = A n gesetzt wird: A = Dim A n , 

und w^en f n £% ist A n e 932. Da A(Z_ A(^ E, ist aueh A (A A n Cl E fiir fast 
alle n, und unter Weglassung endlich vieler A n konnen wir annehmen, dies 
gelte fiir alle n; dann aber folgt aus A n s 932 aueh A n e 932, und somit A e 932*, 
w. z. b. w. 
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31-6-11. 1st SR ein Ring . so ist 3R* = (SR 1 -4- 2Ri)J - 
Xaeh (1) ist (2R 1 S3?!) 1 = 33i 2 , (SR 1 -j- S3Ji)j — 9R 2> und die Behauptung 

folgt aus 31*3*1. 

31*6*12. 1st 502 ein Ring und 92 der Jdeinste Ring liber 9J2 1 -f- S02 1? so 
ist m* = $k]. 

Da 502 2 nach 3*5.1 ein Ring, folgt aus 5D2 2 £ 502 1 — 9J2 X aueh 5D2 2 £92, 
und da nach 31-1*2 (5D2 2 ) 1 = 9D2 2 ist, folgt daraus 5D2 2 £92 1 ; andererseits 
ist wegen (1): 92 1 £ (992 1 — 502x9 1 = 5D2 2 ; also ist 5D2 2 = 92 1 . Ebenso zeigt 
man 5020 = 922. Die Behauptung folgt also aus 31*3*1. 

31*6*2. 1st 502 ein Ring, so ist 502* ein ju-System. 

Dies folgt aus 31*3*11, 31*5*4. 

31*6*21. 1st 502 ein Ring, so ist auch 502* ein Ring; ist 502 ein Korper, so 
ist auch 502* ein Korper . 

Sei A s 502*, B s 502*, also A = Lim A n , B — Lim B n mit A n e 502, B n e 502. 

n n 

Xach § 3 (7*7) ist dann A -f- B — Rim ( A n -f- B n ), A B = Lim A n B n , 

n n 

A — B = Lim (A n — B n ), woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 
n 

31-6*3. 1st 502 ein Ring, so ist (502])* = 502*. 

Da (502])* 2 932*, ist nur zu zeigen (502];)* £ 502*. Setzen wir 502] = 92, so 
ist 92 1 £ (5D2 1 ) 1 = 502 1 , also 92 2 £ 502a, ebenso 92 2 £ 502 2 , also92 2 92 2 £ 502j> 502 2 , 
d. b. nacb 31-5*1 und 31-3*1 92* £ 502*, w. z. b. w. 

Ein System 902, fiir das 502* = 502 ist, haben wir in § 3, 8 als /.-System be- 
zeicbnet. 

31*6*1. 1st 9J2 ein Ring, so ist, damit 502 ein /.-System sei , notwendig und 
hinreichend, daft 502 = 502 1 = 5D2 X sei. 

Der Beweis ist analog dem von 31-4-3. 

Literatur zu § 31: F. Hausdorff, Mengenlehre § 41; W. SierpihskI, 
Fund. math. 18 (1932) S. 1. 

§ 32. Einsehiebungs- und Erweiterungssatze. 

1. Emschiebungssatz fiir Mengen. Sei wieder E eine ganz beliebige 
Menge, 502 ein System von Teilen von E. 

32*1*1. 1st 9)2 ein Ring , B s 902x , C e 5D2 1 und B £ <7, so gibt es ein A e 502] , 
so dap B^A £ G. 

Xach 3-5-2 ist B = D B n , C = S C n , wo B n £ 902 , C n e 902, B n £ R n+1 , 

n n 

C n £ Wir definieren zwei Mengenfolgen (( P n )), ( (Q n )) aus 3R duxeh.: 

(1) P t = B„ Q 1 = B, C,; = Q„ + B„^, Q„ +1 = P„^ C n+1 . 
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Dan ii ist: 

(1-1) P„ = -B„ , <?n = C n l P n ^ 2 <?„, Q„^P n . 

Aus (1*1) folgt Q n = P n , P n -1 ^ ~ Pn > Qn — ~ 

also folgt aus (1): 

(1*2) P nl i= P„ , Qn^Qn-1 - 

Wir setzen nun D P n = P 3 S Q n — Q; dann ist JPe SKi, <2e 901 1 , und wegen 

« re 

(1-1) ist P B 3 Q . Wir werden nun zeigen, daB P = Q, womit dann 
32-1-1 bewiesen sein wird. — Da nach (1-1) Q n £ P n , und nach (1-2) und 3-7-3 
Lim P n — P , Dim Q n = Q, ist nach 3-7-1 Q £ P . Es bleibt also nur 

n re 

zu zeigen: Q P, d. h. P — Q = si . Gabe es ein a e P — Q, so ware 
a e P n — Q n und ae P n l — Q n fiir alle n; nach (1) ist aber P n — Q n ^E — C n , 
P n ^i — Qn S Pn -1 S= B n : es ware also a — s C n , as B n fiir alle n, mithin 
a — s C , as B 3 entgegen der Annahme 5 £ C; es gibt also kein as P — Q, 
d. h. P — Q — si , w. z. b. w. 

32-1-11. 1st der Ring 2k ein ju-System , B s 2k x , Cs^k 1 und B , so 
gibt es ein A s 2k, so daft B g A £= C . 

Dies folgt nach Definition der ^-Systeme (§ 31, 5) unmittelbar aus 32-1-1. 
Literatur: W. Sierpinski, Fund- math. 6 (1924) S. 1. 

2 . EinseMebungssatz fiir Funktionen. Sei nun © irgendein System 
Ton Funktionen auf E. 

32-2-1- 1st 3 autark, g s$~ l3 he S 1 und g <Lh 3 so gibt es ein f s (S*, so daft 
g <£7i. 

Xach § 31, 2 ist g = lim g n , h = lim h n , wo g n s <&, h n s <3, g n g n+J , 

n n 

h n <L - Wir definieren zwei Funktionenfolgen {{qp n )) 3 {{'ipn)) aus <& durch: 

(2) <fi = 9i> Vi = mm (g 1 , Aj); <?„_ rl = max (y> n , fir„ +1 ), yi n+1 = min (9? n+1 , A n+1 ). 
Dann ist: 

(—*1) ^ Qn > Wn ^ *Pn -l ^ Vn a ^ 9^n - 

Aus (2-1) folgt y n ^ 9 T na gr rtrl ^ g n g n ; ^ , xp n ^ h n ^ 7i n ^; also 

folgt aus (2): 

(2-) ?n-l ^ 9=„ = % SI ¥Wl • 

Wir setzen nun lim gp n ~ cp 9 lim ip n — ip; da (5 autark, ist cp n s ©, e ®a 
re n 

also g £ Sj, y £ S 1 , und w*egen (2*1) ist gp ^ g, ip h. Wir werden nun 
zeigen, daB gp — ip, womit dann 32-2-1 bewiesen sein wird. — Da nach (2-1) 
y.\ A gp n , ist auch ip <> g . Es bleibt also nur zu zeigen: ip ;> gp . Gabe es ein 
x s E mit ip (x) C <p (x) , so ware auch ip n (x) C gp n (x), ip n (x) <; <p n ~\ ( x ) 
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fiir aile n: dann aber ware naeh (2): ip n (x) = h n (x ), <f n ^ (x) = g n _ x (x) 
fur alle n, also ip (x) = h (x) , cp (x) = g (x) , also h (x) C g (x) entgegen der 
Voraussetzung g ^ h; es gibt also kein x mit ip (x) <C cp (x), d. h. es ist 
cp ip , w. z. b. w. 

32*2*11. 3 vollig antark, g e 3 X , he 3 1 g <Lh> so gibt es ein f e 3, 

dap g 

Xach 31-3-23 ist 3 = 3 2 , die Behauptung folgt also aus 32-2-1. 

Literatur: H. Hahn, Wien. Ber. 126 (1917) S. 103; P. Hausdorff, Math. 
Zeitschr. 5 (1919) S. 292; Mengenlehre S. 243. 

3. Erweiterungssatze fiir Mengen. Sei wieder 9)2 ein System von 
Teilen von E und sei E' E E: das System der Durehschnitte E' 21 fiir alle 
3/ e 9)1 bezeichnen wir mit E' 1 9)2; ebenso bedeutet E' 1 992 1 das System der 
Mengen E' 21 fiir alle 21 £ 9k 1 usf. Ist 9)2 ein Ring, so aueh E' 1 9)2. Be¬ 
deutet 92 r den kleinsten Ring fiber dem Mengensystem 92, so gilt: 

32*3*1- Bei beliebigem 9)2 ist (E' 1 9)2) r — E' 1 912 r . 

Xach § 3, 2 besteht 9)2 r aus alien Mengen der Gestalt: A 1 -f- A 2 -r - - • 
-r A n , wo Ai = A it A i2 . . . A ik . und A i? - £ 9)2; setzen wir E' *4* — A\ t 
E f Aij = Afj, so besteht also E' 1 992 r aus alien Mengen der Gestalt A\ -f- A» -r 
,..-r A ' n , wo A\ — A' il A' i2 ... A' iJti und A'^eE' 1 992; also ist nach § 3, 2 
E' 1 992 r der kleinste Ring fiber E' 1 992, d. h. E' 1 992 r = (E' 1 9)2) r . 

32-3*2. Bei beliebigem E'E^E ist (E' 1 992) 1 = E' 1 932 1 , (E f 19)2) x = E' 1 992 x . 
992 1 besteht aus alien Mengen der Gestalt S A n , wo A n s 992; setzen wir 

n 

E'A „ = A' n , so besteht also E' 1 SDi 1 aus alien Mengen der Gestalt S A' n , 
wo A'„ sE'l SDi, also ist E' 1 SDi 1 = (E' 1 SDi) 1 . 

32-3-3. Ist SDi ein Ring, E' e SOi,, so ist (E' 1 SDi)J = E’ 1 SDi}. 

Xach 32-3-2 ist (S' 1 SD l)\ = (E' 1 SDI) 1 . (E' 1 = E' 1 SOI 1 . E' 1 SDI,; 

und da SDiJ £ SDi 1 , SDlJ £ SDii., also E' 1 $DlJ £ E‘ 1 SDI 1 . E’ 1 are,, ist 2?' 1 SDI]; 
£ (E' X SDi) 1 . Bleibt zu zeigen: (E' I SDi)] £ E' 1 SDi], d. h. aus A e {S' 1 SOI)} 
folgt A s E' 1 SDi 1 . Sei also A s (E' X SDi)]; dann ist A e (E' 1 SDI) 1 und 
A s (E' 1 SDi),, also naeh 32-3-2: A e E' 1 SDI 1 und A s E’ 1 SDij; es ist also: 
A = E' P — E'Q, wo PeSDi 1 , Q e SD^; da nach 3-5-1 SDi x ein Ring, folgt aus 
E , £‘m l ,Q E '3fl 1 auch E'Qe^, d. h. A e SD^; wegen A = E' P ist A £ P; 
da A e SD^, P £ SDi 1 , gibt es nach 32-1-1 ein B e SDi], So daB A £ B £ P; 
dann ist aueh A = E' A £ E' B £ E f P — A, also A = E r JB, d. h. 
A e E' 1 SDij, w. z. b. w. 

32-3-4- 1st SDi ein Ring, E' e SDi., so ist (_£?' 1 SDi)* = E' 1 SDI*. 

Wir setzen, wenn wieder SR r den kleinsten Ring filler SIi bedeutet: 
(Si 1 + SDij) r = SR, ((E' 1 SDi) 1 + (E' 1 9Di)i) r = SR'. Da nach 32-3-2: (£' 1 SDi) 1 
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- (E* I 501), = & 1 SO * 1 - E ' 1 = E ' 1 (3J1 1 + 33«x), ist SR' = (E" 1 (5D1 1 -f- 501,)),, 

also nach 32-3-1: 9V = E'1 9i. Xaeh 31-6-12 ist daher (j©' 1 501) * = SR'J 
da nach § 31 ( 1 ): 9R 2 = (3R 1 -r 9Ri)i, ist 5D1 2 ^91,; wegen 
IVa 50L> ist also E' a 91, ; also ist nach. 32*3-3: {E f 1 SSI)* = E' 1 91also 
nach 31-6-12: {£' 1 501)* = E* 1 901*. 

Wir haben die Satze dieser Xummer als „Erweiterungssatze“ bezeiehnet, 
well z. B. in 32-3-2 die Anssage enthalten ist: Ist A a {E' 1 501 )h so ist 
A — E' P mit P s 50c 1 , d. h. A kann durch Hinzufiigung nicht zu IV 
gehoriger Elemente zu einer Menge aus 501 1 erweitert werden. 

4. Erweitermigssatze fiir Funktionen. Sei 3 ein System von Funk, 
tionen auf E und E' JJ E. Das System der auf E' eingeschrankten (§ 25, 4) 
Funktionen E f 1 f (fa 3) bezeiehnen wir mit E' 1 B- Ist <3 autark, so auch 
F 1 S. Offenbar gilt : 

<§ (JET' 1 2) = E' I © (2), 05 (J2' 12) = E' 1 <& (B) , 

(4) — — 

5 (£' 1 2) = E' 1 g (2), g (#' 1 <B) = JV 1 g ((B). 

32*4-1. Jsf X = 2 (501, *) (bzw. X = 2 (*, 501), 6 zu>. £ = 2 (501,511)), 
50 ist F 1 2 ; 2 (.E" 1 501, *) (bzw. E' 1 X £ 2 (*, E' 1501), F'12: 

~ 3 (JET' I 501, E'l 5)1)) . 

Dies folgt ohne weiteres aus (4); man beachte dabei, daB im Falle 
X = 2 (501, 5)1) wegen &(E'1X) = E'1 SSR,®(E'\X) =E'l 5ft die Existenz 
des Systems B (E'l 501, E' 1 5)1) aus 30-2*22 folgt. 

32-4-11. Ist 301 ein a-System und St — 2 (501, *) (bzw. X — 3 (*, 501)) , so 
ist E* 1 St = 2 (£■' 1 SOI, *) (bzw. F' 1 S= <2 (*,!£' 1501)) . 

Wegen 32-4-1 ist nnr zu zeigen: B (E' 1 501, *) ^E'\X, d. h.: ist 

<p £ 3 (E '1 SOI, *), so ist auch <p a E f 1 St. Sei also <p s B ( E' 1501, *); fur jedes 

y £ J?, ist dann [ 9 ? (x) > y\ a E' 1 501, also [ 9 ? (x) > 2 /] = E' M y , wo a 301. 

Wir setzen nun G = S M r , wo r alle rationalen Zahlen > y duxchlauft; 
r>y 

dann gibt es nach 36-1-4 eine Funktion / auf E, so daB [/ (x) >- y] — G y ; 
da M t a 501 und 501 ein cr-System, ist auch G y a 501, also fa 2 (501,*) = % - 
Setzen wir E' 1 / = tp , so ist [y (£) > y] = E' [/ (x) > y] = E' G y 
= S E' M r — S [q (x) >> r], also nach 30-1-2: \q) (x)> y ] = [cp (x) > 

r>y r>y 

nach 30-1-3 ist somit 9 : = ip = E f 1 /, und da fa St wax, ist 9 ? « E' 1 S, 
w. z. b. w. 

32-4-12- Ist dais System St = B (501, *) (bzw. St — (*, 501)) autark, und 

ist E — E'eW, so ist E' 1% = B (E' 1 901, *) (bzw. E' IX = B (*, E f 1 301)) . 

Wegen 32-4-1 ist auch hier nur zu zeigen: ist 99 g B (!£' 1 501, *), so ist 
auch 97 e E f 1 X. Sei also 93 e B (jE7 7 1 501, *) . Sei 501' das System der 
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Kom piemen te der Mengen von 931 bzgl. E; da 931 naeh 30*3*4 ein Ring, ist 
aueh 931' ein Ring, und wegen E — E' e 931 1 st E' e 931'. Wir definieren eine 
Funktion h anf E durch: 

1 4-1) h = cp auf j E', h = -f- cc auf E — E'; 

fiir jedes y < -4- =c ist dann [h ( x) ^ y] = \cp ( x) ^ y ]; wegen cp a 3 (E r 1 931, *) 
ist \<p (x) ;> y] a E' 1 931, also [cp (x) ^ y] a E' 1 931', also auch [h (x) y] 
e E f 1 931', und mithin, da E' e 931' und 931' ein Ring: [h (x) ^ y] a 931', also 
[h (x) > y] e 931: da nach 30-3-4 auch h [{x) > -f- ©c] — As 931, ist he 3 (931,*) 
= 2, und da cp — E' 1 h , ist 9 ? s E' 1 2:, w. z. b. w. 

32-4*13- is! System % — 3 (931,91) vollig autarky und ist E — E' e 93191, 
E' 1 X = 3 (£?' 1 931, 1 91). 

Wegen 32-4-1 ist auch hier nur zu zeigen: ist (p e £ (E' 1 931, E' 1 91), so 
ist auch y £ E' 1 E- Wir definieren wieder h durch (4-1) und g durch: g — cp 
auf E', g = — oc auf E — E'. Wie beim Reweise von 32-4-12 gezeigt, ist 
Ji e £ (931, *), und analog zeigt man: g e & {*, 91); nach 31-2-511 ist also 
g e E 2 , h s St 1 , und da g ^ h , gibt es nach 32-2-11 ein fa E, so daB g f <i h. 
Da auf E': g — h — cp, ist nun cp = E' 1 / , also cp a E' 1 St, w. z. b. w. 

Sei speziell E ein metrischer Raum, und sei 931 = 91 das System der in 
E offenen Mengen; dann ist (§ 30, 2) it — 3 (931, 91) das System der stetigen 
Funktionen auf E und E r 1 931 — E' 1 91 das System der in E' offenen 
Mengen, also 3 (E f 1 931, E' 1 91) das System der stetigen Funktionen auf E\ 
und die Voraussetzung E — E' e 931 91 besagt: E' ist abgeschlossen in E. 
Wahrend nun die Form el E' 1 S ^ ? {E' 1 931, E' 1 91) von 32-4-1 nur die 
triviale Tatsache ausdruekt, daB, wenn / stetig auf E, die Fnnktion E r 1 f 
stetig auf E' ist, so entnehmen wir aus 32-4*13: 

32-4-131. Ist E ein metrischer Raum und E' abgeschlossen in E, so gibt es 
zu jeder stetigen Funktion cp auf E' eine stetige Funktion f auf E, so daft 
<F = E'lf. 

Fiir ein beliebiges Funktionensystem E auf E gelten die Satze: 

32-4-2- Ist % autark und E' £ E, so ist (E / 1 St ) 1 = E' 1 St 1 , {E* 1 St ) 2 
= E' 1 E ± . 

Setzen wir ($$ (St) == 931, so ist nach 31-2*51 St 1 = 0 (931 1 , *); nach 
3-4-1 ist 931 1 ein < 7 -System, also nach 32-4-11 E' 1 SI 1 = © (E r 1 931 1 , *); 
und somit nach 32-3-2 E' 1 St 1 = 3 ((F7 7 1 931) 1 , *); nun ist nach (4): 
& (E' 1 X) = E' 1 931, also nach 31-2-51 (3 {{E' 1 931) 1 , *) = {E' 1 St) 1 , d. h. 
E' 1 E 1 = (E f 1 St) 1 . 

32-4-21. Ist E' S F, so ist E' l %\g= (E' 1 %){ * 

Dies folgt unmittelbar aus den Definitlonen. 
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32-4-211. 1st 2 autark, E'e B (2)i 3 (S)i - so ist E' 1 %\ = {E’ X 2 )J. 

Xaeh 31-3-41 ist, wenn © (2) = Sli , © (2) = Si gesetzt wird: 2j = 
2 (SR 1 , Si 1 ); nach 31-3-2 ist 2} vollig autark; aus E' sB (2 ) 2 3 (2^ folgt 
nach 81-1-4 E — E’s SR 1 Si 1 ; nach 32-4-13 ist also E' fk 1 =$ (j?' 1 SRi, 
E' 1 Si 1 ), somit nach 32-3-2: E' 1 2} = 2 (( E' 1 SB) 1 , (E' 1 Si) 1 ); da aber 
nach (4): © (E' 1 2) = £' 1 SR, © (E' 1 2) = E' 1 Si, ist nach 31-3-41 

2 ((E' 1 SJi) 1 , (E' 1 Si) 1 ) = ( E' 1 2)1, und wir hahen: E' 12) = (E' 1 2)} . 

32-4-22. Ist E' £ E, so ist E' 1 2* E (E' 1 2)*. 

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. 

32*4*221- 1st 2; autark ? sind und E' I % additiv, und ist E / e 
& m 2 & so ist E r i — (E' i x)*. 

Nach 31*4*8 haben wir, wenn g* (X) = fy (%) = £l gesetzt wird: 
2 ;*= 2 ($ 2 , £l 2 ); naeh 31*4*11 ist ;£* vollig autark; aus E f e (5$ (S ) 2 & (S ) 2 
folgt naeh 31*1*4 E — E's “p 2 H 2 : nach 32*4*13 ist also E'1 %* = 2 ( E'l $ 2 , 
F 1 £- 2 ); durch zweimalige Anwendung von 32*3*2 erhalt man: E' 1 
== (E' 1 q?) 2 , E' ie 2 = (E' 1 V ) 2 , also F1S* = ®((F1 *g) 2 , {E r 1 £) 2 ): 
nach (4) ist E' 1 $ — g (&' 1 E' 1 C, = (E' 1 3:), also nach 31*4*3: 

2 ({E' 1 i£) 2 , (E' 1 V ) 2 ) = {E' 1 X)*, und w haben E' 12* = (E' 1 %)+. 

Xdteratur: F. Hausdorff, Mengenlehre S. 244. Satz 32*4*131 wurde zuerst 
bewiesen von H. Tietze, J. f. Math. 145 (1914) S. 9. 

5. Treppenfunktionen. Als Treppenfunktion bezeichnen wir eine 
Funktion auf E, die nur endlich viele verschiedene, durchweg endliche 
Werte annimmt. 

32-5-1. Ist AeWl, EeW und S = 2 (931, *) (oder <5 (*, 9 k)) so gibt 
es in % zu jedem /e J eine gleichmafSig gegen f konvergierende Folge von 
Treppe nfu n ktione n . 

Sei fn === 7i auf [/ (x) — n], f n = n auf [/ {x) > n], fn = ~ auf 

[ — n — ^ f ^ ~J fiir — n 2 < i ^ ti 2 . Dann ist f n eine Treppen¬ 

funktion und ((/„)) konvergiert gleichmaBig gegen /. Bleibt zu zeigen, 
daB f n e % 9 d. h. daB [/„ ( x) ;> y]s^Jl fiir alle y s R x . Fiir y <C — n ist 
[fn (I) > y] — F, also [/„ (x) > «/] a 9k nach Voraussetznng; fiir y ^ n 
ist [/„ (I) > y] = A, also wieder [f n (x) > y] s 9k nach Voraussetzung; 

fur - ^ y < — (— ™ 2 < * si nr) ist [f n (x) > y\ = [/ (x) > , 

also wieder [/„ (x) > 3 /] e 30c. 
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Fiir ein beiiebiges Eunktionensystem 2 auf E gelten die Satzer 
32-5-2. 1st 2 autarky so gibt es in 2 1 {bziv. in 24 ) zu jedem fsX 1 ( bzw. zu 
jedem f e 24) eine gleichmafiig gegen f konvergierende Folge von Treppen- 
funktionen. 

1st & (2:) = 331, so ist nack 81-2-51 21 1 = 3 (20d, *), und nack 30-8-8 ist 
Ms 934 E s 331, also auck -Is 931 1 , E e 5k 1 . Die Bekauptung folgt also axis 
32-5-1. 

32-5-3. 1st 21 vollig autarky und gibt es ein Mengensystem 93 b so dafi 
C3 ( 2 ) = 201 1 , fy ( 21 ) = 9)4, so gibt es in % zu jedem fs 21 eine gleichmaftig 
gegen f konvergierende Folge von Treppenfunkticmen. 

Sei 01 der kleinste Bing fiber 9>2; da nach 30-3-3 33 c 1 ein Ring, ist- 
93£ £ 31 £ Oil 1 , also 931 1 £31* £ (Oil 1 ) 1 , also wegen 31-1-2 93d —31 1 ; ebenso 
ist 934 = 94, also auch Oft* = OlJ. Ist a<Cb , so ist [f{x) > a] 2 [/(^) ^ 5]; 
und da [/{%)> ffJaOPl 1 (= 01 1 ), [/ {x) ^ 6 ] e 934 (= 94), gibt es nack 32-1-1 
ein A e 334 ( — 91*) , so daB [f{x) If(^) > «]- Es gibt also ein 

AiS^Jtl, so daB (x) ^ £M* £ |/(s 6 ) > — ^ j ; offenbar ist A iJrl £ 

Sei f n = ~ auf Ai — M lV1 fiir — n 1 < i < ?i 2 , f n — — n auf E — A_ n »+ lt 
J n — n auf A n *; dann ist f n eine Treppenfunktion und ((/ n )) konvergiert 
gleickmaBig gegen/. Bleibt nur zu zeigen, daB/je21. Aus g* (21) = 934 folgt, 
wenn 01 das System der Romplemente der Mengen von 031 bedeutet, durck 
Komplementbildung: G$(2)=9d; nack 31-3-411 ist also 21 = (5 (901 1 ,01 1 ); 
urn zu zeigen, daB 34 e 2, geniigt es also, zu zeigen: fiir jedes y e R x ist 
[fn (^) > y] £ 93d, [f n ( x) < y] s 91 1 . Nun ist jede Menge [/„ {x) > y] 
und jede Menge [f n (x) 1 > y] eine der Mengen A i3 oder — A, oder == E, 
gekort also (bei Beacktung von 30-3-3) zu 93i*; wegen 3)1 i £ 931 1 , 331 \ £ 304 
ist also [/ n (x) >* y] e 33d , [f n (x) ^ y] s 934, und durck Komplement- 
bildung: [f n (x) < y] e 9d. 

32-5-31. 1st 21 autark und additiv , so gibt es in 21 * zu jedem f a 21 * eine 
gleichmdfiig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen - 

Wir setzen % (2) = S 1P , [y (2) — C , (3 (21) = 901. Nack 31-4-3 ist 
<3 (21*) = W = da nack30-2.1 3R £ $4 also nack 31-1-2 9J1 1 £ (^J 1 ) 1 

= ^SC^i) 1 , ist kierin nack 31-1-3 s ip 2 = (^Pi ) 1 = (931 1 + ^Pi) 1 * und wir kaben: 

<s) © (3i*) = m 1 + ^Pi ) 1 - 

Nack 31-4*3 ist auck Q? (21*) — Cl 2 = (£4)4 also durch tObergang zu den 
Romplementen g (2*) — (33d}!; da nack 30-2-1 $ £ 934» a ^ so ^Pi £ (934)i 

Hahn, Beell® Banktionen. 17 
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— SKj = (502 1 )!, ist Merin nach 31*1*3 (502 1 )! = (932 1 -r und wir 

haben: 

(5-1) 5 (2*) = (SO? 1 4- . 

Da nach 31*4*11 X* vollig autark ist, folgt wegen (5), (5*1) die Behauptung 
aus 32*5*3. 

32*5*4* 1st % autark, additiv und symmetrisch, so gibt es zu jeder Treppen- 
funktion fs ein g und ein h s so dap f = g -j- 7i. 

Wir setzen & (£) = © (2^) = 502, t? (2) == (£) = 9$. Seien c ± , c 2 , . . c m 

die endlich vielen Werte, die/ annimmt, und sei — [f (x) — c*]. Ist dann 
?/ Ci <C y" and sind y / , y " hinlanglich wenig versehieden von c t , so 
ist Ai = [f(x) > y'J . [f(x) C y"]; nach 31*4*3 ist [f (x) > y'] e W> 
[/ (■£) <C */"] £ un( 3- da nach 30-3-3 und 3*5*1 ein Ring, ist e 

also = S A in mit A in e ; und da ^ nach 30*3*3 und 3-5*1 ein Ring, 

n 

kann nach 3*5*2 angenommen werden A in _ 1 ^ A in . Wir definieren nun g 
und k durch : g — Ci ~r n, h — — n aul A tn — A in _ 1 (wo A ± 0 = A). Dann 
ist g — h — /. Jede Menge [g (x) ^ y] ist Summe endlich vieler A in , also 
[g (x) ^ y] s $2 , und durch Ebergang zu denKomplementen [g ( x) y\ e 2Q2 1 ; 
also ist g e 2d nach 31*2*51. Ebenso ist jede Menge \h (x) I> y] Summe 
endlich vieler A in , also [h (a?) ;> y\ e also \h ( x ) < y] s 901 1 und somit 
h e 2 2 - 

Eiteratur zu Satz 32-5*31: Ch. J. de la Vallee-Poussin, Integrates dehebes- 
gue, fonctions d’ensembles, classes de Baire, Paris 1916, S. 118; zu Satz 32*5*4: 
W. Sierpihski, Fund. math. 2 (1921) S. 37. 

§ 33* Die Borelschen Mengen. 

1. Die Borelsehen 3Iengen iiber 502. Wir legen wieder als Bereich eine 
beliebige Menge E zugrunde und bezeichnen mit 502 ein System von Teilen 
von E. Wir haben in § 31, 1 mit 502 1 bzw. 502 x die Mengensysteme 502^ bzw. 
932* bezeichnet, und definieren nun fiir jede Ordinalzahl £ > 1 durch In- 
duktion die Mengensysteme 502* und 502 s vermoge der Formeln: 

(1) 502’ = ( S (502 77 -f 502^))!, 932 5 == ( S (SK* + 9J2J)i. 

n <£ 

Die Mengen aus 502--{-502* heiBen die Borelschen Mengen £-ter Ord- 
nung iiber 932. Die Definition (1) besagt also: Ist 92 das System der Borel¬ 
schen Mengen fiber 502 von kleinerer als £-ter Ordnung (£>1), so ist 
9R 5 = 9<P, SR, = '3l 1 . 

. S3-1-1. Fiir S <£' ist m £ 5K- 5 ', 3K* S g 5Dl f ,, S 5K", 9JJ, £ 3K., . 

Dies folgt unmittelbar aus (1). 



§ 33. Die Borelsehen Mengen. 


259 


33*1-11. 1st g eint isolierte Zahl > 1, so ist: 

i-i • Sjm r — arc,; — arc-'- 1 — 3K,_j ; 

■ it 5 eine Grenzzahl, so ist : 

! 1*111 s (9rv — sk,) = s ir = s arc,. 

r < ~ * JJ < r IJ < * ' 

Dies folgt unmitteibar aus 33-1-1. 

33-1*2. Fiir jedes g s> 1 to (2K*) 1 = 93K, (931,)i = - 

Dies folgt aus (1) wegen 31-1-2. 

33-1*21. Fur jedes g ^ 1 is# 1 ): 

9)^~ 1 = 031" - SK.o 1 = (93G) 1 : 93^ = (93K + SW^ = m : 'h - 
Wegen (1) imd (1-1) ist 93b r ~ 1 = (93K — 93^ )*; hierin ist naeh (1) nnd 
33-1-1: 932* = ( S (iO^ — 932 j) 1 =jj (SDK) 1 , also ist naeh 31-1-3: (932^ -f- 932 a) 1 
= (arc,) 1 . Kt ■ ’ 

33-1-22- Fur jedes g > 1 : 

332* = (Si I,) 1 , 

*7 < » * r, < 5 

Dies folgt aus 33-1-1, 33-1-11 unci 33-1-21. 

33-1-3- -Fwr Je*7e<s g ^ 1 ist soivohl 9)2* als i 2* ein li-S ystem. 

Dies folgt aus (1) und 31-5-3. 

33-1-4- Ist 932 ein Ring, so ist fur jedes g I> 1 auch 931’ und 932* ein Ring. 
Wir beweisen dies dureh transfinite Induction nach 7-4-12. Fur g = 1 
ist die Behauptung riehtig naeh 3-5-1. Angenommen die Behauptung sei 
riehtig fiir alle ?] < g- Ist dann g iso liert, so sind nach Amiahme 932*~ 1 und 
9)ie_ 1 Hinge, also naeh 33-1-21 und 3-5-1 aueh 931* und 932 a. Sei sodann g 
Grenzzahl; wegen (1) und 3-5-1 geniigt es naehzuweisen, daB dann das 
System 9c — S (932 17 - 1 - 932,) ein Hing ist. Sei also -4 s 92, B s 92; wir haben 

r, < f 

zu zeigen, daB dann auch A —Be 9b, -4 B e 9c. Wegen A e 91, Be 92 gibt 
es ein rf <L g und ein rf' < g, so daB A e WV 1 ' -f- 932,.,, B s Wl v " -f- Wlj,,; 
da g Grenzzahl, gibt es ein i) <C g, so daB i] > if, ?; I> rf' : nach 33-1-1 ist 
-4 e Wl r f B e 9)2’ ; , also, da nach Annahme 932’ 7 ein Ring, auch 4 + J5s WR* 1 , 
A B e 932 T; ; also ist auch A —Be 9b- A B e 9c, w. z. b. w. 

33-1-41- Ist 931 ein Bing und g Grenzzahl, so ist das System (1*11) ein Bing. 
Der Beweis wurde soeben gefiihrt. 

Bezeichnet die Anfangszahl der Zahlklasse (§ 8, 3), so setzen wir 
unter Beachtung von (1*11): 

*) HI era us folgt insbesondere: 332 2 = (SQ^) 1 , 332 s = (9)2 ^, in Gbereinstimmung 
mit § 31, 4. 


17 * 
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(1-2) 'K /; = S — 9R,_) = S m r ‘ = 5 3K r . 

r, < &- ' t; < cai »j < oil ‘ 

33-1*5. Eei beliebigem 931 ist 931# ein a-System und ein b-System, und 
■mithin ein Bing. 

Sei A n € 931#, also A n e W Kn (r in C ojj). Xach S*4*l gibt es ein ?] C co ls so 
daft alle r jn <C r t : naeh 33*1*1 ist dann A n e 931* 7 931,. fiir alle ?i; nacli 33-1-2 
folgt daraus: S e 931b D A n e 931,., also auch. £ A n e 931# , JD A n s 531 , 

n n n n " 

d. h. 331 B ist ein a -System und ein b- System. 

33 - 1 - 51 . Fiir £ ;> ist m = 931 , = 931 #. 

Xach 33-1-5 und 31-1-1 ist (931 #) 1 = (931#) x = 931#, also naeh (1) und 
(1-2): 931^’* = 931^ = 931 B . Von hier aus beweist man die Behauptung durch 
transfinite Induktion naeh 7-4-12. 

Es kommen also die Borelschen Mengen aller Ordnungen iiber 931 bereits 
unter den Borelschen Mengen von kleinerer als a> x -ter Ordnung vor, d. h. 
931# ist das System aller Borelschen Mengen iiber 931; wir nennen es: das 
Borelsche System iiber 931. 

33-1-52- 231# ist das kleinste System iiber 931, das sowohl ein <y-System als 
auch ein b-System ist . 

Wegen 33-1-5 ist nur zu zeigen: Ist 91 2 231, und ist 91 sowohl cr- System 
als 6-System (d. h. naeh 31-1-1: 91 1 = 91, 91 x = 91), so ist 931# £ 91, d. h. 
931’ =91, 931s £ 91 fiir alle £. Wir zeigen dies durch transfinite Induktion. 
Die Behauptung ist richtig fiir £=1, dean aus 9)1 £91 folgt 931 1 £91 1 = 91 
und ebenso 931 x £ 91. Angenommen, sie sei richtig fiir alle ?] < £, d. h. 
93c 7 ' £91, 931,. £ 91 fiir ?j < £ ; dann ist S ^ (9JT 7 931,,) £ 91, also 9)1’ £ = 

( S (m ri A- 2)L)) 1 = 91 1 = 91, somit 931* £ 91, und ebenso 931, C 91. 

rjCS * - 

Xach 33-1-5 und 33-1-52 ist 931# auch das kleinste System iiber 9)1, 
das sowohl ein o'-Ring als auch ein (3-Bing ist. 

33-1-521- Es ist (931#)# = 931#. 

Denn da 931# naeh 33-1-5 sowohl ein a- als ein b -System ist, ist 9)1# das 
kleinste System iiber 931 #, das sowohl ein a- als ein (5-System ist, also ist 
naeh 33-1-52 9)1# = (931#)# . 

33*1*6- 1st 91 £ 931 1 und 9)1 £ 91 x , so gilt fiir alle endlichen n : 
m + 9D 2 ”- 1 = 2Q1-»— 1 , m + ^ )2n _ 1 = ^t 2n l 3 

m a- m 2n = 2i 2w , m + m) 2n = • 

Fiir n—l gilt naeh 31-1-3: (931 -f- 91) 1 = 931 1 , (931 + 91) x = 91 x . Daher 
ist m A-m 2 = (m A- 91k) 1 = (9k) 1 = 91 2 , und ebenso (931 + 91)* = 23+ 
Daher ist weiter (9)1 + 91) 3 = ((931 -f- 91 jo) 1 = ( 9 JI 0) 1 = 931 3 , und ebenso 
(931 + 91) s = 91 3 usf. 
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33-1-61. 1st 91 £ 931 1 und 931 = 91*, SO gilt fiir ~ ^>co : 

*931 — 91;* = 931* = 91* , (931 — 91) = = = 91= . 

Wegen 33*1-1 und 33-1-6 folgt aus (1-11) fur £= m: 

s (>3K - s«) n = s m - m n = s m n = 5 sh„ = s w 1 = s yt n , 

?- « n n n n 

somit naeh 33-1*22: 

m - sir = 2R° = sr, (® - 9 il = . 

Von da axis beweist man die Behauptung durch transfinite Induktion. 

33*1-7- 1st 31 das System der Komplemente der Mengen aus 9)1 zu E, so ist 
9c. das System der Komplemente der Mengen aus 931 1 zu E. 

Fiir * = 1 ist die Behauptung riclitig naeh. 31-1*4: von da aus beweist 
man sie durch. transfinite Induktion. 

33*1*71. Gilt neben 3/ e 911 auch E — 3/ £ 911, so ist 9)1= das System der 
Komphmente der Mengen aus 9)1* zu E. 

Dies folgt aus 33-1-7 fiir 9)1 = 91. 

Literatur: 35. Borel, Demons sur la theorie des fonctions (Paris 1898) S. 46; 
F. Hausdorff, Mengenlehre S. S2. 

2. Ambige Borelsche Mengen. In Analogie zur Definition von 931* 
(§ 31, 5) setzen wir nun 9)l| = 9)1’ . 9)1 =. Die Mengen aus ?)lf heiBen die 
ambigen Borelsehen Mengen £ -1 e r Ordnung iiber 9)1- 
33-2-1. Fur id' ist 931’ — 931= £ fflf ,, 93l| £ 931|'. 

Dies folgt unmittelbar aus 33-1-1. 

33-2-11. Fiir jedes $ ^ 1 ist (931$)* = 9)1*, (9)1$)! == 931=. 

Dies folgt wegen (1) aus 31-5-5, indem man dort 9)1 ersetzt durch 
S (931 ,; — 9)l r ). 

33*2*12. 1st £ Grenzzakl . so ist S 931J? — S (931* 1 -f- 931 r ) . 

*J<£ ri<£ J 

Dies folgt aus der Definition von 931J? naeh 33-2*1. 

33-2*13. Ist £ GrenzzaM, so ist 931$ = ( S 9)1^)* . 

Xaeh 33-2-12 ist: 

( S )l = ( S m r ‘ 4- 2TC ,,)) 1 .( S m” + 2K r ))i = = 2Hf . 

33*2-2- Fiir jedes 2- ;> 1 ist 931| ein ju-System. 

Dies folgt wegen 31-5*2 aus 33-1-3. 

33-2-3. Ist 931 ein Ming , so ist fiir jedes £ 1 auch 931$ ein Ring. 

Dies folgt aus 33-1-4. 

33-2*4. 1st 931 ein Ring, so ist fiir jedes £ ^ 1: 9JlflJ == (9Jlf)*. 
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Nach 33*2*3 ist ARl ein Ring, also nach 81-6.1 (9R$)* = (ml) 2 (URf) 2 ; 
liierin ist nach 33.2-11 (UR|) 2 = ((URf)}} 1 = (UR^) 1 = UR*^ 1 , und ebenso 
(3Rf) 2 = aic. j: also ist (9ft!)* = 9M S-1 M t+1 = mill ■ 

33-2-5. Ist ein Korper, so ist fur jedes f S: 1 auch 9Jt| ein Korper. 

Fur £ = 1 ist die Behauptung ricbtig nach 31-5-11. Angenommen, sie 
sei ricbtig, fiir alle ?] <C £■ 1st dann £ isoliert, so ist nach Annahme URf~* 
ein Ivor per, also nach 33*2.4 und 31-6-21 auch UR|. Sei sodann £ eine Grenz- 
zahl; wegen 33-2-13 und 31-5*11 geniigt es, nachzuweisen, daB dann das 
Svstcm At = S ein Korper ist. Da 9R nach 33-2-12 und 33*1.41 ein 

»i<-? 

Ring ist, ist nur zu zeigen: aus A e 9c und B e At folgt A — B s At. Wegen 
A e At, Be At gibt es ein rf < £ und ein rf* Ci , so daB A e AR r ?',, B e AR%S ,: 
ist etwa r" ^ rf, so ist A e my',', , B e AR?'f,, also, da nach Annahme Aft?/, 
ein Korper, auch A — Be my '/,, also auch A — B e At, w. z. b. w. 

33-2-51. Ist A)l ein Korper, so ist fur jedes £ 1 auch S Aft 1 ?, ein Korper. 

Der Beweis wurde soeben gefiihrt. 

33-2-6- 1st Aft ein Korper, so ist Afl B der kleinste a-Korper iiber UR. 

Nach (1*2) und 33-2-12 ist AR £ — S URJ?, also ist Aft B nach 33-2*51 ein 

7] <Tti> 1 

Korper. Und da nach 3-6-1 jeder cr-Korper auch ein 6 -System ist, folgt aus 
33*1*52, daB Aft B der kleinste cr-Korper iiber UR ist. 

Man erhalt also zu einem heliebigen Mengensysteme Alt den kleinsten 
cr-Korper iiber Aft, indem man zunachst den kleinsten Korper A)tf. iiber A)t, 
und dann (ARAb bildet. 

33-2-61. JDamit A)l B der kleinste g-K orper iiber UR sei, ist notwendig 
und hinreichend, daft aus Asm, Be Aft folge A — BeAft B . 

Notwendig: Dies folgt aus UR £ At B . Hinreichend: Ist m L . der 
kleinste Korper iiber UR, so geniigt es, zu zeigen, daB UR X . £ 9 Kjb > denn 
aus UR folgt: AR B £ (UR*)* £ (m B ) B , also wegen 33*1*521: 

(UR *) B = m B , und, wie wir eben sahen, ist (UR*)* der kleinste cr-Korper 
iiber UR. Nach § 3,3 ist jede Menge aus UR*. Summe endlich vieler 
Mengen der Gestalt: C — A 1 A 2 . . . A m (E — Bf) (E — B 2 ) . . . (E — B n ), 
wo A t e UR, BjS UR (2=1,2,. . ., m; j — 1,2, . . n) und m > 0 . Nach 
33*1*5 geniigt es also zu zeigen: Cem B . Nun kann man schreiben: 
O = (Aj — B 2 ) (A-l — B 2 ) . . . (A 2 — B n ) A 2 . . . A m . Nach Voraussetzung 
ist hierin A x — jB ; -eUR* (j = 1, 2, . . ., n); wegen A f e AR B (i = 1, 2, . . ., m) 
ist also nach 33*1*5 auch CeAR B , w. z. b. w. 

33-2*7. Gilt neben M e UR auch E — Me UR, und ist A e AR* ( bzw . A e UR,), 
so ist. damit A e UR| sei, notwendig und hinreichend, dap auch E — A e AR? 
(bzw. E — A e UR*) sei. 

Dies folgt aus 33*1*71. 
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Wir setzen nun SOI " = 23Z* und definieren fiir £> 1 dtirch Induktion: 
23Z'*' = ( S 23Z ^ da fiir £ <C. £' offenbar SOI ^ £ 23Z ist fiir isolierte 

r t <~ 

£ > 1: 931 ’ J = (23Z '~ 2 )*- "VTir setzen ferner 231 ^ = S 23Z U ' . 

^<e>2 

33*2*8. 231^ ist das kleinste /.-System iiber SOZ. 

Sei A = Dim A n und A n e , also A„ e 2Jt r ' rJ (r in < o^); naeli 8*4-1 

n 

gibt es ein £ < , so daB alle ?;„<!; dann ist A £ ( S SDZ^ 1 )** also 

A e 23Z 4> (£ < c%), also -4 e 232^; aus A — Dim A n , M n £ SD^» folgt also 

« 

~4 £ SDZjj* , d. h. SDZjrj* ist ein /.-System. Sei sodann 2Z ein /.-System iiber 
23Z ; dann ist 2)Z (1) ^ 2Z; angenommen, es sei < 3Ji Tt) = 2Z fiir ?} < £ , so ist 
auch 5 yyi‘ r,) S3Z , also, weil 22 ein /.-System, auch ( S 232’^)* — 232 ** £ 22; 

*5<l " T t < * 

nach 7*4*12 ist also 23Z 22 fiir alle £, also 23 l B * ^ 2Z: also ist 232^ das 

kleinste /.-System iiber 231. ' 

33*2*81. Fur £ ;> ist 232 (5) = 232^ . 

Xaeh Definition ist 232 it!>l) = ( S 232 ,,7) )* = (231^)*, also, da naeli 33*2*S 

!?<CUl 

232^ ein /.-System: 232 (c>l) — 232^ . Von hier aus sehlieBt man weiter 
durch. transfinite Induktion. 

33*2*9. Ist 23Z ein Ring , so ist 232 ( *‘ == 23Z|I 2 . 

Die Rehauptung ist nach 31*6*1 richtig fiir £ = 1 . Angenommen, sie 
sei richtig fiir alle ?; <C £: ist dann £ isoliert, so ist 23Z U_1> = 232J, also 
232 * ’ = (232 f * -1) )* — (2311)* — 232jl* nach 33*2*4; ist hingegen £ Grenzzahl, 
so ist 332 ( * } — ( S 23Z^ ) )*; hierin ist nach 33-2*12 -S 232= S 23Z^lJ 

= S 23ZJ = S (23 F -r 232^), also nach 33*1*41 ein Ring; also nach 31-6*3 
und 33*2*13 = ( S 232 ( ^) * = ( 5 232J?)* == (( S 232?)*)* = (232f)*, also 

tj<£ rjd * n<i " 

nach 33-2*4 wieder 23b^ = 23Z|l^ . 

33*2*91. 1st 23Z ein Ring , so ist 23= 232 jg. 

Denn nach 33*2*9 ist ^ = S = S 232^ = S 232*, also 

fyCiOt tj < o > 1 

nach 33-2*12 SK £ . = S (9^ + = 2R £ . 

Literatur; Der Regriff der ambigen Borelschen Menge stammt von Ch- J- de la 
Vallee-Poussin, Integrates de Lebesgue, fonctions d’ensemble, classes de Baire, 
S. 135. ZuSatz 33*2*61: W. Sierpihski, Ann. soc. math. Pol. 6 (1927) S. 50. 

3. Einsehiebung, Erweiterung. In Verallgemeinerung der Einschie- 
hungssatze von § 32, 1 beweisen wir: 

33*3*1. 1st 23Z ein Ring , B e 23Z|, C e 23Z’ und B Q C, so gibt es ein A e 9DZf, 
so daft B £ A SC. 
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Xach 83-2*3 ist SOZf ein King und nach 33-2-2 ein /^-System; nacli 33-2-11 
1st (Wllj 1 = 9J2’ , (SOftf )i = 934; die Behauptung folgt also aus 32-1-11. 

33*3*2. 1st E f £ E s so ist (E' 1 Wfl)* = E' 1 $014 (E' 1 9QZ), = E' 1 gj^. 

Die Behauptung ist riehtig fur g — 1 nach 32-3-2. Angenommen, sie sei 
riehtig fiir aide ?] < g; dann ist unter Benutzung von 32-3-2 E' 1 $04 
= -E"l( sm r '+ Win)) 1 = (E ' 1 r s b (WF 4- Wind 1 = ( S (E' 1 + E' 1 mjy , 

also nachAnnahme: E' 1 Wl* =* ( S ((£' 1 5DZ)’ 7 + (E' 1 Wl)n))\ d. h. 1 23Z 1 
= (£'1502)*. ^ 

33-3*3. 1st 5D2 ein i?i«^ E's 502=, so ist (£' 1 502)| = E' 1 502|. 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 33-3-2 und 33*3*1, vollig analog dem 
von 32-3-3. 

4. Die Borelschen 3Iengen eines metrisehen Raumes. Sei nun 
insbesondere E ein metrischer Raum, % das System der in E abgeschlos- 
senen, 3 das System der in E offenen Mengen. Wir hezeichnen dann die 
Borelschen Mengen Tiber gr 4- <3 als die Borelschen Mengen in E, die 
Mengen aus (0r-r&)* und (&-{-&)* als die Borelschen Mengen £-ter 
Ordnung in E , die Mengen aus (gr -4- ©)f als die ambigen Borelschen 
Mengen g -ter Ordnung in E. Wir setzen noch (fiir g ^ 1): 

(4) w ==05, SBi-g, ® 1+ *“(3+©)*, 

(4*1) 58f » 58^ . 58, . 

Da die Mengen A und E zu g und © gehoren, so auch (fiir jedes g) zu 
SB 1 , 58,, 58f. 

Die Mengen aus 58* (bzw. 58, , $8f) hezeichnen wir auch als 58^-Mengen 
(bzw. 58 s--Mengen, 58|~Mengen). 

33*4*1- Fur jedes eridliche n ;> 1 gilt (wenn (3° = 3 , g 0 = gssetzt 
vcird ): 

S 2 ”- 1 = O 2 ”- 1 = S 2 - 2 . %$2n-l = S*„-i = S 2 *- 2 ; 

® 2 ” = 5 2 ” = 25 2n_1 . ©2„ = ® 2n = 

Da nach 10-1-2 (B 1 = <55, ist auch (B 2 —(B ls (3 Z = (B 2 usf.; und da nach 
10-2-2 5i = 34 ist auch g 2 = g 1 , fj 3 — % 2 usf. Da nach 10-7-41 & 

3 £= ©i» folgt nun die Behauptung aus 33-1-0. 

33*4*11. Fur g ^ a> ist 58* £ = (3* = 58* = Gf* = . 

Fiir £ ^ co ist (§6,3) 1 _p £ = £; die Behauptung folgt also wegen 
10-7-41 aus 33-1-31. 

Es ist also 58 1 das System der offenen, 58 2 das der abgeschlossenen Mengen 
des Raumes E> 58 2 das System der F c , 58 2 das der G & usf.; 58* besteht aus den 
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Mengen, die zugleich offen -and abgesehlossen sind (also, wenn E zusammen- 
hangend, nur a us den Mengen A imd E), 53f ist das System der Mengen, 
die zugleich F c und G s sind usf. 

33*4*2- Es ist 53* das System der Eomplemenie der Mengen aus $8’ zu E. 
Da die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen sind, ist 
neben M e iy — & an eh E — M e B -f- &, und die Behauptung folgt aus 
33-1*71. 

33-4-21. 1st A e 53f, so auch E — A. 

Dies folgt aus 33-4-2. 

Aus 33*1*1 und 33-2-1 entnehmen wir, daB fur £ <Z £ f : 

(4*2) 93* — 93* £ 93*', 93* 4- S3** £ 93*,, 93’ 4- 93, £ 93|I, 93{ £ 93^ - 

Aus 33-1-11, 33*2*12 entnehmen wir: fur jede Grenzzahl £ ist: 

(4*21) S (93^ 4- 93 r ) = S 53* = 5 93, = S m. 

r,<S ‘ rj<z£ rj<zi 

Aus 33*1*2, 33-1-21, 33-2*11 entnehmen wir: 

(4*3) (93*) 1 = 53 1 , (93 e )i = 53,, (93*) 2 = 93 tf+1 , (S3,) 1 = 93*- 1 , 

und fiir £ >> 1: 

(4*31) (93|) x = 93*, (93!)! = 93* - 

33*4*3. Fiir jedes £ ^ 1 sind 93*, 93,, 53| ju-Systeme. 

Fiir £ ;> 1 folgt dies aus 33-1*3, 33-2*2- Fiir £ = 1 ist 53 1 = & , und 
wegen <34 = & auch = G>, d. h. 53 1 ist ein ijl- System: analog auch 53!, 
und somit auch 53* - 

33-4-31. Fiir jedes £ ;> 1 ist sowohl 53’ als 58, und, wenn£ Grenzzahl ist , 
auch das System (4*21) ein Ring. 

Dies folgt, da nach 10*1*21 und 10-2-21 sowohl fy als (3 ein Bing, wegen 
33-1-4, 33*1*41 aus 33-4-1, 33*4*11. 

33-4-32. Fiir jedes £ ^ 1 ist 93| und , vcenn £ Grenzzahl ist , auch das System 
(4*21) ein Ear per. 

Nach 33*4*31 ist S8f = 53’ 53* ein Ring; und da wegen E s B (3 auch 
E e 53|, folgt die Behauptung nach 3-3-1 aus 33-4-21. 

In Erganzung zu (4) erkennen wir nun: 

33-4-33- Bedeutet den kleinsten Ring iiber £y + d), so isi (fiir £ ^ 1) : 
53 1 -’ £ = ^’% 93 1+ * = 331:! = ^!- 

Wegen (4) geniigt es, zu zeigen: (g 4 - — fR’, (gr 4- . Da 

nach 33-4*31 (gr 4~ 63) 1 = 53 2 ein Bing, ist ?v 4- ® ^ 91 ^4 (jy 4- d^) 1 , also 
auch (& — ®) 1 £3i 1 £((g4-©) 1 ) 1 , also nach 31-1-2: <3f-f-GJ) 1 = 3* 1 - 
Ebenso zeigt man: (fy 4~ ®)i — * Mon da aus beweist man die Be¬ 

hauptung durch transfinite Induktion. 
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1 st £;> 1, so konnen wir schreiben g = 1 -j- ?; (?; ^ 1), und erhalten aus 
33-2-4: also gilt fur £>1: 


( 4 - 32 ) ml)* = ■ 

Setzen -wir (unter Berufung auf (4-21)): 

(4-4) SBjg = 5 (©" -f 93,,) = 5 93’ = 5 SB„ = 5 932 

r t <a>i r^ca! V<-&i 

so ist (bei Beac-litung von 83*4*11): 

(4-41) S3* = (5 “b &) B = g* = , 

und aus 33*1*51 entnelimen wi r: 


(4-42) 93 f = SB* = SB| = SB b fur £ ^ coj., 

was aueh so ausgesproehen werden kann: 

33 * 4 * 4 . 93 ^ ist das System alter Borelschen Mengen in E. 

33 * 4 * 41 . 93* ist das Meinste System, das alls in E abgeschlossenen (oder 

offenen ) J lengen enthalt, und sowohi ein a- als ein 6-System ist . 

Wegen (4*41) folgt dies aus 38*1*52. 

33 * 4 * 42 . 93* ist der Meinste o-Korper, der alle in E abgeschlossenen {oder 
offenen) Mengen enthalt . 1 

Der Beweis ist (unter Berufung auf 33*4*32) analog dem von 33*2*6. 

33 * 4 * 43 . 93* ist das Meinste a-S ystem, das alle in E abgeschlossenen (oder 
offenen) Mengen enthalt. 

Dies folgt wegen (4-41) aus 33*2*91 und 33-2-S. 

33 * 4 * 5 . Jede abzahlbare Menge A ^E ist eine 5& 2 -Menge. 

Denn jede abzahlbare Punktmenge ist ein F a . 

33 * 4 * 51 . 1st i ^ 3 und A e 93 1 {bzw. A e 93|, As 93f), so ist, wenn A', A" 
abzdhlbar, auch (4L — A') ~f* A" e SB* {bzw. s 93,6, bzw. s 93|). 

Xaeh 33-4*5 ist A'e 93 2 , A" s 93 2 , somit nach 33*4*2 {E — A') & 93 2 » also 
naeh (4*2) A" s 93% E — A's 93% also, wenn A s 93^, nach 33*4*31 aueh 
{A — A') -f~ A" = A {E — A') 4 - A" s 93* . 

33 * 4 * 6 . 1st £ ^ 2, Be 93^, C s 93 * und B Fi C , so gibt es ein A s 93{, 
so da/3 B g A £= C. 

Wegen £ ^ 2 hat £ die Gestalt £ — 1 -f- rj, also ist nach 33*4*33: 93^ = 9Tb 
93t — dt r , 93J = 91^, und die Behauptung folgt aus 33*3*1. 

Wir nennen zwei Mengen M, M' 93|-trennbar, wenn es zwei fremde 
Mengen A s 93f, A r s 9B| gibt, so daB M C= A, M' C= A'. Wegen 33*4*21 ist 
dies gleichbedeutend mit: es gibt ein A s 93J , so daB M A, M' ^ E — A. 
Die Mengen , M 2 , , M n heiBen 93f-trennbar, wenn es disjunkte 

Mengen A t s 93f gibt, so daB M d CZ A± (i = 1, 2, . . n) . 



§ 33. Die Borelsehen Men gen. 


267 


33-4*61. Je zicei fremde '33 z-JJengen 3, 3' f£ ^ 2) sind 93| -trennbar. 

Xaeh 33*4*2 ist E — 3 ' e 93*: wegen 3 £ E — 3' gibt es nach 33*4-6 
eln -4 s 931 » so daB 3 £ -4 £ E — 3' \ damn ist 3 EH A , 3' £ E — A. 

33*4*611* Sind B x , B 2 , . . 3 n fremde S§ r 21engen (£ ^ 2) , so sind sie 
i&l-trennhar. 

Xaeh 33-4-61 gibt es zwei fremde 93f-Mengen A x] , A H , so daB B z EHA ifJ 
3: £ -4 1 . Bezeiehnen wir mit A x den Durehsehnitt der n — 1 Mengen 
A ifs (j = 1, 2, . . ., Kj j =|= i ), so sind die Mengen A x (i =1,2,..., n) dis- 
junkt, es ist B x £ A x und naeh 33*4*82 ist A x e S Bf - 

Wir werden in Xr. 8 ein Beispiel fremder 93’-Mengen angeben, die nicht 
93f-t rennbar sind. 

Xennen wir zwei Mengen JLf, M r 93 s-trennbar (bzw. 93*-trennbar). 
wenn es zwei fremde Mengen A e 93 e , A r e 93 s (bzw. A s 93’, A' e 33*) gibt, 
so daB 31 £ A , 31' £ -4', so folgt aus 83-4*61, daB (fur £ ^ 2) die Begriffe 
,,^8j-trennbar ; *' und ,,93trennbar ef gleichbedentend sind. Hingegen liefert 
jedes Paar fremder, nicht 93|-trennbarer 93*-Mengen ein Beispiel 93--trenn- 
barer, aber nicht 93|-trennbarer Mengen. Wegen einer spateren Anwendung 
fiihren wir den Satz an: 

33*4*62. 1st 3 s 93s, 3' e i S* , so sind 3 — B' und 3' — 3 93 *-trennbar. 

Sei zunachst £ = 1, also B und 3' abgeschlossen: dann ist (3 — jE?')° 
£B° = also (3 — 3)°(3'— B)=A, und ebenso {B '— 3) Q (3 — B f ) 
= A ; 3 — 3' und 3 f — 3 sind also abgesondert, und die Behauptung folgt aus 
14-2-4. — Sei sodann £^ 2; nach (4*31) ist 3 =D 3 n , 3' — E> B' n mit 3 n s 93§ s 

n n s 

B' n e 93|, wobei nach 3-2*11 angenommen werden kann 3 n £ E n _- i , B' n £ ^ n ~i • 
Wir setzen A = S {B n B' n _ x - B' n ), A'= S (B' n B„_ x — B n ) (B 0 = B' 0 = B): 

n " n 

nach 33-4*32 ist 3 n 3 ' n — 3' n s 93j, also nach (4*31): As 93 f , ebenso A f s 93*: 
offenbar ist A A' — A; bleibt nur zu zeigen, daB 3 — 3' A , 3 y — 3 
gB. 1st bs 3 — 3 f , so ist b s 3 n fiir alle n, und es gibt ein n *, so 
daB b s B' n + _ x , b e B' n +; dann ist b s 3 nm B' nm _ x — B' u * , also b s A ; also 
ist 3 — 3' 2 A ; ebenso zeigt man, daB 3' — 5 ^ A\ 

Ist es erforderlich, den bei Bildung der Systeme 93.*.. 93*, 93|, 93 % zugrunde 
gelegten Raum E in Evidenz zu setzen, so schreiben wir ausfiihrlicher 
93- (E ), 93 s (E ), 93| (E ), 93* (E) . 

33*4*7. 1st E' £ E, so ist 93-* {E') = E' 1 93* (E), 93s ( E') — E' 1 93* (E) } 
93* (E') = E' 1 93£ (E). 

Fiir £ = 1 reduziert sich die Behauptung auf 16*8*1. Sei also £ ;> 1, 
d. h. £ = 1 -f- tj ; bezeichnet fy bzw. & das System der in E abgeschlossenen 
bzw. offenen Mengen, %' bzw. &' das System der in E' abgeschlossenen 
bzw. offenen Mengen, so ist 93 1 ^ ,J (E) = (5 4- &) 11 , (E') = (£$B -r &'T l 
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nach 10-8*1 ist g' -f = & 1 (S -r , die Behauptung folgt also ftir 
£ > 1 aus 33-3*2. 

33-4-71. f ^ 2 W -£7' £ $8, (-£7), so ist 93f (JET) = E' 1 93f (JS?). 

Wir setzen wieder | = 1 ^ nnd bezeicknen mit %, %' das System der 

in E, bzw. in E' abgeschlossenen, mit &' das System der in E, bzw. 
in E' offenen ZMengen, ferner mit St 7 den kleinsten Ring iiber g* 4- &, 
bzw. iiber gr' -j- < 3 '; dann ist nach. 32-3-1: SK / = J £7 / 1 Sft; nach 33-4-33 ist: 
SB* (£) = 3^, 93f (-£7) = Sft* , 93f (JET') = (#' 1 SB)*; also folgt die Behauptung 
aus 33*3*3, 

33*4*72. Ist A ZEE 'arid A s 93* (E) (bzw. A e $8* (E), A s 93f {E)> 
A s 93# (E)) , so ist auch A s 93* ( E') (bzw. A s 93 * (E '), A s 93f (E')> 
Aeto B &')). 

Dies folgt unmittelbar aus 33*4*7. 

33-4-73. 1st A ZEE'zee und Ae^ (E '), E'eW (E) (bzw. A (E'), 
E'e 93, (E) , bzw. A e 93! (E '), E'e 93f (E ), bztt?. zl £ 93# C®'), E'sS8 B (E )), 
so ist aueh A e 93’ (£7) (6zi6\ A s 93, (JE7), _4 s 93| (-E7), frz-u?. .4 e 93# {E)). 

Nach 33-4-7 ist 4L = E' A' mit A' e 93 1 ( E ); da auch E' e 93^ ( E) und 93* (E) 
nach 33-4-31 ein Ring, ist auch A e 93* ( E ) . 

Literatur: Wie zu Nr. 1; ferner W. Sierpihski, Fund. math. 10 (1927) S. 320. 
ZDie Satze 33*4*61, 33*4*611, 33*4*62 stammen von N. Lusin, Legons sur les en¬ 
sembles analytiques (Paris 1930) S. 66ff., Fund. math. 16 (1930) S. 66. 

5. Absolut Borelsche 3Iengen. Ist A S E' E E und ist A eine Borel¬ 
sche ZMenge in E. so ist nach 33*4*72 A auch eine Borelsche Menge in E'\ 
selbstverstandlich kann aber A eine Borelsche Menge in E' sein, ohne eine 
ZBorelsche Menge in E zu sein; z. B. ist E' stets eine Borelsche Menge in E' y 
nicht aber notwendigerweise auch in E. Hingegen gilt: 

33-5-1. Ist E' vollstandig, A E E', A EE und A s 93* (E') (£ Z> 1), bzw. 
A e 93* (E') (£ ^ 2), bzw. A e 93| (E f ) {£ 7> 2), bzw. As 93# (E% so ist auch 
A e 93* (E), bzw . A e 93- ( E ), bzw. A e 93| {E), bzw. A a 93 B {E). 

Sei A £ 93, (E') (£ ^ 1), bzw. A £ 58- (E') {£ ^2). Nach 18*4*6 gibt es einen 
vollstandigen Raum E E E; nach 33*4*72 geniigt es zu zeigen: A s 93, (E), 
bzw. A a 93* (-£7) ; wir konnen also von vornherein annehmen, E sei voHstandig. 
Die abgeschlossene Hiille von A in E , bzw. in E' bezeichnen wir mit A 0 , 
bzw. mit A nach 1S-4-71 sind A 0 und A' isometrisch. Nach 33-4*72 ist 
A a 93s (A'), bzw. A a 93’ (A'), also, da A' und A 0 isometrisch, auch A £ 93* (A 0 ), 
bzw. A e 93* (4°). Da A 0 abgeschlossen in E, ist A 0 s 93* (E) ftir £ ^ 1, 
bzw. A° s 93- (E) fiir £ ^ 2, daher nach 33*4*73: A e %$£ (E ), bzw. A e 93- (E), 
w. z. b. w. 
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1st also A eine Borelsche Menge, eine S3*-Menge (| i> 1}. eine 93*-Menge 
iA is 2}, eine S3|-Menge (* is 2) in einem volistandigen Raume E' s so auch 
in jedem Raume E 2 A; wir nennen deshalb eine solche Menge eine ab- 
solut Borelsche Menge (b zw. eine absolute A,- , S3--, S3f-Menge). 
Spezialfalle ha ben wir schon in § 1S 3 o und § 19, 1 kennen gelernt. 

33*5-2. 1st B eine absolut Borelsche Menge und -4 eine Borelsche Menge 
in B, so ist auch A eine absolut Borelsche Menge. 

Sei E ein vollstandiger Raum ^ B : dann ist B eine Borelsche Menge in E, 
also nach 33-4-73 auch A. 

Literatur: F. Hausdorff, Mengenlehre S. 179, 2C*S. 

6. A bbi Idling Borelseher Men gen. In Verallgemeinerung der Satze 
von § 23, 2 gilt: 

33-6*1. 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B, und ist C 
cine S3 ^-Menge (bzw. eine S3--, eine S3f -Menge) in B s so ist P" 1 (C) eine 

-Menge (bzw. eine S3--, eine Menge) i?i A. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Nach 23-2-1 und 23-2-11 
ist die Behauptung richtig fiir £ — 1! Angenommen, sie gelte fiir alle ?] <C £; 
wir zeigen, daB sie dann auch fiir £ gilt. Sei C e S3* (B ); dann ist C = D C n , 

wo C n £ i& r ‘ n (B) (r in < £); nach 2-1-3 ist P _1 (C) = D (P -1 (C n )); da hierin 
nach Annahme P _1 (C n ) e S3 17 ” (-4), ist P" 1 (C) e S3| (A) . 

33-6*2. 1st Q eine homdomorphe Abbildung von B auf A, und ist M eine 
S3 g-Menge (bzw. eine S3--, eine 33f -Menge) in B, so ist Q (M) eine S3 ±-Menge 
(bzw. eine S3*, eine iQi-Menge) in A. 

Da Q homoomorph, ist Q~ x stetig; die Behauptung folgt also aus 33-6-1 
fiir P = Q~K 

Satz 24-4-1 besagt : Jede mit einer absoluten S3 2 -Menge homdomorphe 
Menge ist eine absolute S3 2 -Menge. Fiir S3 2 -Mengen gilt ein solcher 
Satz nicht; denn nach 24-4-3 ist z. B. die Menge aller irrationalen Punkte 
des Dli , die ein absolutes G s , d. h. eine absolute S3 2 -Menge, aber (§ 19, 2) 
kein F a im P 1 , also keine absolute S3 2 -Menge ist, homoomorph einer 
volistandigen Menge, die nach 1S-5-2 eine absolute SSi-Menge, also auch 
eine absolute S3 2 -Menge ist. Wohl aber gilt: 

33-6*3- Fiir £ 3 ist jede mit einer absoluten S3*- (bzw. S3*-, bzw. S3|~) 

Menge A homdomorphe Menge S3 eine absolute 53 1 - (bzw. S3^-, bzw. 33f)- 
Menge. 

Xaeh Voraussetzung ist As S3* (AT), wo X vollstandig. Sei P eine ho¬ 
mdomorphe Abbildung won A auf B; nach IS-4*6 gibt es einen voll- 
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standigen Raum Y ~ B. Nach 24*3-1 erweitern wir P zu einer homoo- 
morplien Abbildung einer Yoimgschen Menge A x ^ A auf eine Youngsche 
Alenge B'< V B. A Is absolute 33 r AIenge ist Afi33|(A x ); somit ist nach 
33-6-2 Be 58 £ (B X ). Als Youngsche Menge ist B x eine absolute 33 2 -Menge, 
also B< £<&,{¥), also auch B x e 93$ (P), also ist nach 33-4-73 auch 

Wir kommen auf die Abbildung Borelscher Mengen in § 42, 3 zuriick. 

7. Borelsche Mengen in Produktranmen. In Verallgemeinerung von 
20-4-1, 20-4-2 gilt: 

33*7*1. let A e 23* (E (1) x ^ (2) ) (bzw. s 23- (E a) X B (2) ), £ 23| (^ (1) x ^ (2) ), 
s (E n) xE ( ' 2) )) , so /wr jede Schicht: A ( ^ e 23^ {bzw. e 23^ (i£ (1) ), 

£ ®| (5 (1> ), £ sb* (-E (1> )). 

Die Behauptung ist richtig fiir £ — 1 nach 20-4-1. Angenommen, sie sei 
richtig fiir alle ]]<£. Ist A £ S3* (72 (1) X jE7 (2) ) , so ist A =S A n mit A n e 

23 r in {E (1) X E‘ r2) ) (>;„ <C |) . Nun ist offenbar — S A (2) y , und da nach An- 
nahme A t2) y e (£ (1) ), ist A<, X) £ (E {1) ) . 

In Verallgemeinerung von 20-2-13 gilt: 

33-7*2. Ist A ± e $8* (E (1) ) (6m’. £ SB* , £ 23| C# (1 >), £ *8* tF (1 >)) und 
A 2 s^(E ( ->) (6m. £ SB. (E [ ' 2) ) , e (E (2 >), eS8 B (E™)) , so ist A ± xA 2 e 
S*(F sl) xF (2> ) (bzw. s (J5 a> X^ (2) ) , £ SBf C# (1) X ^ (2) ), £ 23^ (^ (1) X ^ (2) )). 

Die Behauptung ist richtig fiir £=1 nach 20-2-11 (bzw. 20-2-1). Ange¬ 
nommen, sie sei richtig fiir alle *;<:£. Ist A 1 £ 23*(i£ (1) ), A 2 £ 23 l (^? (2) ), 
so ist A, = S A' n , A 2 = SA " wo A' n a SB,, (i ? a >), A" a 89^, (^< 2 >) 

n « ” n 

}/' C £); nach 33-4-31 und 3-5-2 kann angenommen werden 
A" as A' n , x . Bezeichnen wir mit die groBere der beiden Ordinalzahlen 
»;« . r/n’ so is* auct Vn < f und nach (4-2): *4' re s S8„ n (E m ), .4" e S8 „ m (£ K2) ); 
nach Annahm e ist dann j 4$ X .4" £ 58,, n (E (1) X -E C2> ), und da A x X -4 2 
= S4 x A';, ist A 1 x A 2 a SB* (S' 1 * x J? <2 >) - 

n 

TTmgekehrt gilt in Verallgemeinerung von 20-4-3: 

33-7-21. Ist IjXiOd und ist A x x A z a SB* (£? (1 ) x ^ (2) ) (bzw. 
e 93 f (-P 1 * X -E <2 >) , a 58$ (_E (1 > x E<~>), s SB s (E m x E™)) , so ist A ± a 93* (E {1 ‘) 
(bzw. a S £ (E (1 >), a 93$ (£ (1) ), a S& B (E a) 'j) und A 2 a 58* (-E <2) ) (bzw. a SB, (E < -' 2) ), 
«»| 

Wir setzen A-j X A 2 = A; fiir jedes y e A 2 ist dann A^ } = A x , und fiir 
jedes £C£ A x ist A <2) — A 2 . Die Behauptung folgt also aus 33-7-1. 

33-7-3. Aj und A 2 absolut Borelsche Mengen , £o ^ auch A x X A 2 

etnc absolut Borelsche Menge . 
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Sei E 1 ein vollstandiger Raum ~ Aj und E'~ } ein vollstandiger Raum 
D A. 2 ; dann ist nach 20-2-7 E x ' X E “ ein vollstandiger Raum A 1 X A 2 , 
nnd nach 33-7-2 1st A x X A 2 e iE 1 ' x E~ J ). 


S. Uiiiversalmengeil. In den folgenden Erorterungen spielt eine wich- 
tige Rolie der Raum B 0 (§ 9, 3), dessen Punkte a die Folgen ((k v )) natur- 
licher Zahlen sind. Wir bezeichnen mit A k ^ . . . tn die Menge aller solchen 
Folgen, die mit den Gliedern k 13 k 2 , . . ., k n begimien: aus der Abstands- 
definition § 9 (3*4) folgt augenblieklich: ist as A tjl . a . . . ^ und act' < 

so ist aueh a' e A ki k m . . ; also ist -4^ ^ ...% eine offene Menge des B 0 ; 

ebenso sieht man, daB B Q — A, 2 . , offen im B n ist: also ist A,. h 

u * * * ^,1 

sowohl offen als abgescblossen im i? 0 , d. h.: 

Aj.^ ^ £ 93 j (i? 0 ) * 

Wir beweisen den Hilfssatz: 


33-8*1. Es gibi eine Folge eindeutiger stetiger Abbildungen P n {n — 1, 
2, . . .) des B 0 anf sich selbst , so da/1 zu jeder Folge von Punlden x n s B 0 
in =1,2,...) ein x e B 0 mit P n (x) = x n (n =1,2,...) gehort. 

In der Tat, man hat nur, wenn x die Folge k \, k 2 , . . Jt r , . .. natiirlicher 
Zahlen ist, unter P x (a:) zu verstehen die Folge Zr lf A* 3 , k- , . . unter P 2 ( x ) 
die Folge Jc 2 * » ^’lo > ■ • ♦ > allgemein unter P n (x) die Folge k 12 n~i , X: 3 2 n-i , 

k- 2 n-i , . . . Dann ist die Abbildung P n (x) des i? 0 auf sich selbst stetig. 


denn nach 
x xf <C 


der Abstandsdefinition 
1 


§ 9 


(3*4) ist P n (x)P 7l (x') < — , wenn 
v 


(2v— l).2 n ~ 1 

33-8-2. Ist E ein separabler Baum , so gibt es eine in E X B 0 offene ( bzw . 
abgesch lossene ) Alenge G, unter deren Schichten (as B 0 ) alle in E offenen 
{bzw. abgesch.lossenen) Mengen vorkommen. 

Es gibt ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen 
(§ 13, 1); wir fiigen ihm die Ieere Menge hinzu und bezeichnen das so 

. Wir setzen G ki ka ... t n 
offen in E X B 0 ; also sind 
und G = S G„ offen in 


entstehende System mit H 1 , H 2 , . . ., H k ,. . 
= naeh 20-2-H ist G ti . k> 


auch die Mengen G n ■ 


s 

kx, . . . 


G- 


*1 


E X i? 0 - Ist nun a ein beliebiger Punkt des B 0 , etwa a — ((&*)), so ist 
a s Ajt* . . .%* fur jedes n, und fur jedes von (X**, k*. . . ., k* n ) verschiedene 
-tupel (k k , X* 2 , . . . , k n ) ist a **-> e ... k n l a ^ so 1st die Schicht G^ von 

G (§ 20, 4) gegeben durch: G ? J Z 1> = S Hi*; da es nach 13-1*1 zu jeder in E 
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offenen Menge H eine Folge ((£*)) natiirlicher Zahlen gibt, so daB 
H = S H k *> ist die Behauptung fur die offenen Mengen bewiesen; fiir die 

n 

abgeschlossenen Mengen folgt sie durch Komplementbildung. 

33-8-21. 1st F (1) ein separabler Baum , F (2) ein Toungscher Baum , 
lessen insichdichter Kern 3 so Qibt es eine in P (1) X F (2) ojjene 

(bzw. abgeschlossene) Menge G, unter deren Schichten G^ (b s F (2) ) alle in 
E {1) offenen (bzw. abgeschlossenen) Mengen vorhommen . 

Nach 19-2*1 gibt es in E ( ' 2) ein dyadisches Diskontinuum; nach 24-2*41 
gibt es also eine Menge B Cl E ( - 2) , die homoomorph dem P 0 ist. Bei einer homoo- 
morphen Abbildung P des B 0 auf B gehen nach 24-1-2 die Mengen A k ^ .. , kn 
des P 0 hber in Mengen B ki ... kn , die in B offen sind; dann ist B^ . t 
— B . C ki km kn , wo C ki k , . . . kn offen in P (2) . Sei wieder H 1 , H 2 3 , 

H k , . . . ein Mengensystem, das aus einem abzahlbaren ausgezeichneten 
Systeme in E {1) offener Mengen durch Hinzufiigung der leeren Menge 
entsteht; wir setzen: G k k _ k = H k X C k k = S G kk _ k , 

12 n 71 1 2 71 Jm 7m 7- 12 n 

G = SG n : dann ist G offen in P (1) X J5? (2) , und fiir jedes bs B ist, wenn 

n 

b bei der homoomorphen Abbildung P das Bild des Punktes a = ((&*)) des 
B 0 ist: G ( f } — S H k * . Xun folgt die Behauptung wie bei 33-8-2. 

n 

33-8-3- 1st E ein separabler Baum und £ < so gibt es eine ^-Menge 
(bzw. eine SB --Menge) G in E X B Q , unter deren Schichten G^ } (a s B 0 ) alle 
SB --Mengen (bzw. alle ^Q.-Mengen ) in E vorhommen. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. JSTach 33-8-2 gilt die Be¬ 
hauptung fur £ = 1; wir nehmen an, sie gelte fur alle 9 ] <C £ und zeigen, 
daB sie dann auch fiir £ gilt. Nach Annahme gibt es fiir jedes 9] <Z £ eine 
Menge G rj s SB 7/ (E X P 0 ) und eine Menge G^e (E x B 0 ), unter deren 
Schichten (Gff ^, bzw. (G £ ')J l 1) alle SB 77 -Mengen, bzw. alle SB^-Mengen in E 
Torkommea. Da es nur abzahlbar viele 9] <C £ gibt, konnen die Mengen 
G r , G' r . (?] < £) in eine Folge K 2 , K 2 , . . . , K v , . . . geordnet werden; 
bilden wir eine neue Folge M ± , 3I 2 , . . ., M n , . . ., indem wir setzen: 

M ± = M 3 = M s =-=* K 2 , M 2 = Mq = M 10 = . . . =3 K 2 , allgemein 

JXi 2 **- 1 = 3JT S 2 r -1 — M 5 2 v-i — .= K v , so kommt jede Menge G r 

und jede Menge G' n ( 9 ] < £) in der Folge ((JLf n )) unendlieh oft vor. Wir be- 
trachten nun die in 33-S-l eingefiihrten Abbildungen P n (n = 1, 2 . . .) 
des B q auf sich selbst; ordnen wir dem Punkte ( x , y) e E X P 0 ( wo & sE, 
ye Bq) denPunkt (x,P n (y)) zu, so entsteht eine stetige Abbildung Q n von 
E X Rq auf sieh selbst. Da M n s S* (3F (E X B 0 ) 4- $8^ (E X P 0 )) , ist 

nach 33-3-1 auch Q" 1 (J/ n ) e 5 {W ! (E X P 0 ) -f S& v (E X P 0 )); setzen wir 
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G — S Q' 1 (J/ n ), so ist demnach 6-' e S3* (E x i? 0 ). Sei nun X eine beliebige 
5B*-Menge in E, also X = S X l3 wo X t £ SQ r i (E) -j- 58,. (E) (r {i <Z£) . Zufolge 
der Wahl der Mengen G r und G\ gibt es also in der Folge ((K t )) ein Glied K v . 
und ein y x e i? 0 . so daB X- = (K r J^: da die Menge X y . unendlich oft in der Folge 
{(J/ n )) vorkommt, gibt es eine waehsende Indizesfolge ((?zd), so daB X x 
= Da A e SQ r ‘ (E) S& r (E) fur jedes r t , kommt unter den Sehichten 

jeder Menge G, und jeder Menge G' aueh die leere Menge vor; zu jeder 
Menge 31 n gibt es also ein z n e P 0 , so daB = A; es gibt also im i? 0 

eine Punktfolge ((£„)), so daB {3I n )i^ = X { fiir n = n* (i =1,2,.. .), und 
(31 n )\ 1} — A fiir alle anderen n. Zufolge der Wahl der Abbildungeii P n gibt 
es aber ein a e i? 0 , so daB t n = P n ( a ) (n — 1, 2, . . .); dann ist (Q* 1 (3/ n ))^ 1J 
= Xi fiir n — 7ii (z = 1,2,_) und (Q" 1 (3/ n ))J 2 1) = A fiir alle anderen n; 

also ist G i2) = S Xi — X, womit die Behauptung fiir die S3--Mengen bewiesen 

i 

ist; fiir die 58*-Mengen folgt sie dann nach 33-4-2 durch Komplementbildung. 

33*8-31- 1st E" 1} ein separabler Pawn, £ r(2) ein Toungscher Pawn, dessen 
insichdichter Kern 3 A ist, so gibt es, icenn £ < co 1 , eine S8^-3fenge ( bziv . eine 
S3±~3Ienge) G in E il} x E*~\ under deren Sehichten G { ^ (b e E {2) ) alle 58*- 
Jfengen (bziv. alle S&^-3Ie?igen) in E (1) vorkommen. 

Xach 33-S-21 gilt die Behauptung fiir £ — 1; wir nehmen also £ ^ 2 an. 
Xaeh 13-2-1 gibt es in E {2) ein dyadisches Diskontinuum C, also auch ein 
reduziertes dyadisches Diskontinuum B (§ 24, 2); nach 24-2*4 ist B ein G & , 
also Be 58 2 ( E 2 ); nach 33-7-2 ist somit E {1) X Be S8 2 (E (1) X E (2) ). Kach 
24-2-41 gibt es eine homoomorphe Abbildung P des P Q auf B ; ordnen wir 
jedem Punkte (x, y) e E (1) X P 0 (wo x e E {1) , y e P 0 ) den Punkt (x, P (y)) zu, 
so entsteht eine homoomorphe Abbildung Q von F T(1) x P 0 auf E w x B. 
Nach 33-S-3 gibt es eine Menge H e 58* (E (1) x P Q ), unter deren Sehichten 
alle 58*-Mengen in E {1> vorkommen; setzen wir G = Q {II ), so kommen 
unter den Sehichten G^ {b e B) alle 58^-Mengen in E w vor, und nach 
33-6-2 ist Ge 58* (E (1) x B). Da E (1) X Be 58 2 (F (1) X E (2) ), ist nach 
33-4-73 Ge 58* X E {2) ). Damit ist die Behauptung fur die 58*-Mengen 
bewiesen, und fiir die 58’-Mengen folgt sie durch Komplementbildung. 

33*8-4- Es gibt Jceine S3l-3Ienge G in P 0 X P 0 (£ ^ 2), unter deren Schich- 
ien G'B (a e P 0 ) alle 58f -Mengen des R 0 vorkommen. 

Sei G eine 581-Menge in P 0 X P 0 . Ist F die Menge aller Punkte 
(x, y) e P 0 x P Q (x e P 0 , y e P 0 ) mit x = y, so ist F abgeschlossen, also eine 
581-Menge in P Q x P 0 ; also ist nach 33-4-32 auch F — Ge 58f (P Q X i? 0 ) , also 
nach 33-4-72 auch F — G e 58 f (F). Ordnen wir jedem Punkte (x, x) e F den 

Hahn, Reelle Fonktionen. 18 
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Punkt xs R 0 zn 3 so ist dies eine homoomorphe Abbildung P von F an! den 
R 0 . Setzen wir P (F — G) = A, so ist also nach 33-6-2 A s 93f (R 0 ). ]KfocIi 
Definition von A sind die Anssagen a s A nnd (a, a )— sG Equivalent, die 
Aussage (a, a) ~ eG ist aber Equivalent mit a — s G ^; also ist A =f= Q&\ 
d. b. A kommt nicbt unter den Schiehten G^ von G vor. 

33-8-41. Es gibt keine Borelsche Menge G in R 0 X R 0 , unter deren 8chichten 
G ( B (as R 0 ) alle Borelschen Mengen des R 0 vorkommen . 

Dies folgt aus 33-8-4 fur £ = 

33-8-5. 1st E ein separabler Raum, so gibt es, wenn £ <£ azwei SS^-Mengen 
G % , G 2 in E X R 0 vonfolgender Eigenschaft : zu je zwei 93 ^-Mengen B x , B 2 in E 
gibt es ein b s R 0 , so dafi die Schicht (G x )^ — B 1 und die Schicht (G 2 )^ = B 2 . 

Sei ysR 0 ; ist y die Folge k l9 k 2 , , k v , . . . naturlicher Zahlen, so ver- 

stehen wir unter P x (y) die Folge kj, k z , k 5 , . . . , unter P 2 ( y) die Folge 
k 2 , k 4 , k 6 , . . .; dann ist sowohl P 2 als P 2 eine eindeutige stetige Abbildung 
des R 0 auf sieb selbst, und zu jedem Punktepaar y x s R 0 , y 2 & R 0 gibt es ein 
y s R 0 , so daB y 1 — P 1 ( y ), y 2 — P 2 (y) . Setzen wir fur alle ( x, y ) s 
E Xl? 0 ‘- ad = x , y* — P x (y) (bzw. cd = x, y” = P 2 (y)) , so ist dadurch 
eine eindeutige stetige Abbildung Q x (bzw. Q 2 ) von E XR 0 auf sieb selbst 
gegeben. — Xach 33-8-3 gibt es eine 93^-Menge G in E X R 0 , unter deren 
Schiehten G^ alle 93^-Mengen in E vorkommen; wir setzen G ± = 1 (G ), 
G 2 = Q 2 1 (G ); dann sind naeh 33-6-1 auch G x und G 2 93*-Mengen in E X R 0 . 
Seien nun B 2 , B 2 93^-Mengen in E; es gibt ein b ± s R 0 und ein b 2 e R 0 , so 
daB B x — G^, B 2 — G ( £; ferner gibt es ein b s R 0> so daB b x = P 1 (b), 
b 2 = P 2 (6); dann ist offenbar B x — (Gj)^, B 2 = (G 2 ) ( ^K 

Sind G ± , G 2 die 93*-Mengen von 33-8-5, so gibt es nach 33-4-62 zwei fremde 
93^-Mengen A x , A 2 in E X R 0 , so daB G x — G 2 CZ A x , G 2 — G x 2 A 2 . Setzen 
wir E = R 0 , so liefem die Mengen A x , A z ein Beispiel zweier fremder 
93*-Mengen, die nicht 93f-trennbar sind. Angenommen namlich, 
es gabe zwei fremde 93f-Mengen C x , C 2 in i? 0 X P 0 , so daB A x 2 , A 2 2 C 2 : 

ist B s 93f (R 0 ), so ist auch R 0 — B s %8 | ( R 0 ), also gibt es ein b s R 0 , so daB 
(GJ» = B , (G 2 )W — R 0 — B; -wegen C 1 ^G 1 — G 2 , C 2 2 G z —G 1 , C 1 C 2 = A 
ist dann auch (C r 1 )^ 1) = B; es kamen also alle 93J-Mengen des R 0 unter den 
Schiehten (C f 1 )^ 1) von C x vor, was nach 33-8-4 u nm oglich. 

9. Existenzsatze. Wir sagen, die Menge A 2 E sei genau eine 93 1 - 
Menge (bzw. Menge) in E, wenn A s 93^ (E) und A ~ e 93^ (E) (bzw. 
A e ( E) und A—s 93^ (E)); wir sagen, die Menge A ^ E sei genau eine 
93|-Menge in E, wenn A e 93} (E) und A ~ s 93 17 (E) -f- 93 r; ( E ) fur alle 

<Z £ . Wegen § 33 (4-4), (4-42) kann es eine Menge, die genau eine 93--» 
oder oder 93f-Menge ist, nur fiir £ < co 1 geben. 
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33*9*1* 1st £ <C co x , so gibt es im 1? 0 eine Menge, die genau eine 58 *-Menge 
{bzic. 58s-J Menge) ist. 

Xaeh 33*8-3 gibt es eine 93t-Menge G in 1? 0 X J? 0 , miter deren Scliieliten 
Gj alle 93^-Mengen in i? 0 vorkommen. Sei F die Menge aller Punkte 
(x, y) £ R 0 X f? 0 (xe i? 0 , ys JR 0 ) mit x = y\ clann ist FGe 93* (i? 0 X i? 0 ), also 
auch FGe (JF), also F — G e 33’ (F). Ordnen wir jedem Punkte (x, x) sF 
den Punkt x £ i? 0 zu, so ist dies eine tomoomorphe Abbildung P von F auf 
den Rq ; setzen wir F (F — G) — A, so ist also naeh 33*0*2 A e 33’ (i? 0 ). Urn 
zu zeigen, claB A genau eine 93^-Menge im i? 0 , haben wir noeh zu zeigen: 
A .■— £ 93 j- (f? 0 ). Xaeh Definition von A sind die Aussagen a s A und 
(a, a) ~ e G Equivalent; die Aussage (a, a) ~ £ G ist aber Equivalent mit 
a ~ £ G '^ } ; es sind also die Aussagen as A und a ~ s Equivalent, es 
ist also A =|= G^ } fiir alle a e R 0 , also A ~ s 33* (i? 0 ), w. z. b. w. 

Bezeichnen wir mit A k die Menge aller Punkte des i? 0 , die dargestellt sind 
dureh eine mit dem Gliede l\ — k beginnende Folge ((!%)) natiirlicher 
Zahlen, so koimen wir 33*9*1 verscharfen zu:. 

33-9-11. 1st £ <C oq , so gibt es ein C £ A t , das genau eine 93 *-Menge 
(bzw. eine SB Menge) im B 0 ist , vcd.hrend A*— C genau eine iBz-Menge (bzu\ 
eine S8*-Me?ige) im R Q ist. 

Ordnet man dem durch die Folge Zq , k 2 , . . . , k v , . . - dargestellten 
Punkte des J? 0 den durch die Folge k , Zq , k 2 , . . . , k v , ... dargestellten 
Punkt des f? 0 zu, so erhalt man eine homoomorphe Abbildung P des R 0 
auf A*. Xach 33-9*1 gibt es ein B ^ R 0 , das genau eine 93’-Menge im i? 0 
ist; dann ist i? 0 — B genau eine 93^-Menge im f? 0 . Setzen wir C — P (B), 
so ist A k — C — P (i? 0 — B ), also ist naeh 33-0*2 C genau eine 93*-Menge 
in A k , A k — O genau eine 93s-Menge in A k . XJnd da naeh § 33 (8): 
A k s 93* (i? 0 ), ist naeh 33*4*73 C eine 93^-Menge im B 0 , A h — O eine 93^- 
Menge im P 0 . Ware nun C auch eine 95--Menge im J? 0 , so ware naeh 
33-4-72 C auch eine 93^-Menge in A h , was nicht der Fall ist; also ist C 
genau eine 93’-Menge im i? 0 , und ebenso A k — G genau eine 93 5 -Menge im R 0 . 

33-9*2. 1st so gibt es im Ft 0 eine Menge , die genau eine 93f- 

Menge ist. 

Die Behauptimg ist trivial fiir £ = 1, da z. B. der P Q selbst eine SSj-Menge 
ist. Wir nehmen also £ ^ 2 an. Sei zunachst £ eine isolierte Zahl, also 
| = t 1. Xaeh 33*9-11 gibt es ein C x t=A lt das genau eine 95’*-Menge, 
und ein C 2 £i 23 das genau eine 93^.-Menge im i? 0 ist, wahrend A ± — C 1 
genau eine 93*.-Menge, A 2 — C 2 genau eine 93 f *-Menge im R 0 ist. Setzen wir 
C = C\ ~ C 2 , so ist C e 93| (R 0 ); ist ^ C £ , also ?] £*, so kann nicht 

C s 93 r , (f? 0 ) sein; denn dann ware wegen A ± e 93 J {R 0 ) und C 1 =A 1 C 

18 * 
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auch C ± £ 58 K (P 0 ), wahrend doch C t genau eine 93**-Menge ist. Ebenso 
sielit man, daB C ~~ £ 58 r ‘ <i? 0 ) fiir V < £ * Sei sodann £ eine Grenz- 
zahl, i] k <Z £ und lini ?y/. = | r - ISTacii 39-9-11 gibt es ein C' k *== -dz., das genau 

eine SB**-Menge im i? 0 ist, wahrend d A .— O a . genau eine 93^-Menge ist. Wir 
setzen C = S C k : dann ist C s 58- (i? 0 ); wegen P 0 — C = S (A k — C7) 

i: it 

ist aber auch i? 0 — C e $8- (P 0 ), also C e 58% (R 0 ), also C e 93 f (R 0 ). Ist r) < £, 
so gibt es ein 1% so daB ; und da A k C = C k , und C k ~ e W‘ (P 0 ) 

— 93,. (P 0 )’ ist auch C^e 5& r ‘ (P 0 ) -f- (P 0 ); also ist <7 genau eine 93f-Menge. 

33-9*3- Zsf E ein Youngscfier Return, dessen insichdichter Kern 3 A ist, 
und ist £ < uq , so gibt es ein A E , das genau eine 93* (eine 58*-, eine 93!-) 
31 enge in E ist. 

3Die Behauptung ist richtig fur £ — I; denn ist a ein Punkt des insich- 
dichten Kernes, so ist { a } genau eine 93 A -Menge, E — {a} genau eine 93 1 - 
Menge in E, und E selbst ist genau eine 93 A -Menge in E. Die Behauptung 
ist auch richtig fur £ = 2; denn nach 19-2-1 gibt es ein dyadisches Diskon- 
tinuuzn C 5 E; da, nach 1S-S-22 C separabel, gibt es einen abzahlbaren in C 
dicht-en Teil 3 I : nach 33-4*5 ist Ms 93 2 (E) und nach 19-2-2 ist M 93 2 (E ), 
also ist 3/ genau eine 33 2 -Menge, somit E — M genau eine 93 2 -Menge in 
E. Ist a e C — 3/ und sind a T , a 2 , , a v , . . . abzahlbar viele Punkte 

aus 3f mit lim a v = a, so ist die Menge K der Punkte a v genau eine 

V 

93l~Menge in E: denn als abzahlbare Menge ist K e 93 2 (E ); da ferner 
K — K°(E — {a}) und K° abgesc-hlossen, also nach 10-7*41 K° e 5& 2 (E), 
und da E — {a} offen, ist K s 93 2 (E), also K & 931 (E ); und da K weder 
abgeschlossen, noch offen ist K~e 58 ± (E) und K ~ s 93 1 (E ). — Sei nun- 
mehr £ ^ 3. Bei wie beim Beweise von 33-S-31 B ein reduziertes dyadisches 
Diskontinuum Q E und P eine homoomorphe Abbildung des R 0 auf B. 
Xach 33-9-1, 33-9*2 gibt es ein 31 ^ P 0 , das genau eine 93*- (bzw. 23|-, bzw. 
93f-) Menge im R 0 ist; nach 33-6-2 ist dann P(M) genau eine 93*- (bzw. 93s-, 
bzw. 93|-) Menge in B, und da 3s 93 2 (F), ist nach 33-4-73 und 33-4-72 P(3/} 
auch genau eine 93 1 - (bzw. 9b-, bzw. 93f-) Menge in E. 

Literatur; H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 208; C. Kuratowski, 
C. R. 176 (1923) S. 229; W. Sierpiiiski, Blind, math. 6 (1924) S. 39; Fund. math. 14 
(1929) S. 82; C. R. Vars. 24 (1931) S. 57; O. Nikodym, Fund. math. 14 (1929) 
S. 145; F. Hausdorff, Mengenlehre S. 181; X. Lusin, Le£. s. 1. ensembles analy- 
tiques S- 129ff. 


§ Die Bairesehen Funktionen. 

1- Die Bairesehen Funktionen iiber ©. Sei wieder E eine beliebige 
Menge, <S ein System von Funktionen auf E. In § 31, 2 haben wir die 
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Funktionensysteme 2 1 nnd 2 X definiert; nun definieren wir fur jede Or- 
t iinalzakl g > 1 durck Induktion die Funktionensysteme 2*, 2s vermoge 
der Formeln: 

a) = ( s (s- -r s,,)Y, s s = ( s (S’ -f- 2„))i- 

Die Funktionen aus 2* — 2s heiBen die Bairesehen Funktionen 
^-ter Ordnung fiber 2- Die Definition (1) besagt also: 1st 2: das System 
der Bairesehen Funktionen iiber 2 von kleinerer als £-ter Ordnung (g > 1), 
so ist w 1 * —- « 

34-1-1. Fur g c g' fsi 2* £ 3" , 2* £ 2^ , 2, £ 2*' , 2, £ 2*, . 
Dies folgt umnittelbar aus (1). 

34*1-11. 1st g eine isolierte Zakl > 1, so ist: 

(H) S (®” -r 2„) = 2- 8 - 1 + ; 

jj<^ 

£.s/ | eine Grenzzahl , so 

(Ml) 5 (S’ -}-$,)= S S’= 5 S,. 

»:<£ »?<£ 

Dies folgt unmittelbar aus 34-1-1. 

34 *1-2. 1st 2 autark, so ist fur jedes g ;> 1 owcTi 2* 202 ^? 2^ autark. 

Fiir g — 1 ist die Behauptung riehtig nach 31-2*1. Angenom m en, sie sei 
richtig fiir alle ?] <C g; wir haben zu zeigen, daB sie dann auch fiir g gilt. 
Sei zunachst g isoliert. Wegen (1) und (1*1) ist dann 2* = (2* _1 -r S^j) 1 ; 
hierin ist nach (1) und 34-1*1 2* _1 == ( S (2 ,; -f- 2,)) 1 £ (: nach 

\cg-i 

31*2*3 ist also , da nach Annahme 2&_ 1 autark: 

(1-2) S»' = (S s_1 + St^j) 1 = (S|_ 1 ) 1 , 

und nach 31-2*1 ist also auch 2* autark. Sei sodann g Grenzzahl; um 
zu zeigen, daB 2* und 2t autark sind, geniigt es nach (1) und 31-2-1 nach- 
zuweisen, daB das System = £ (2 r/ -f- 2 r ) autark ist; da nach An- 

nahme 2 ? % 2, ; fiir ?] <Z g autark sind, hat offenbar die Eigenschaften 
la), 2a), 3a) eines au tar ken Systems (§ 30, 3); bleibt nur die Eigenschaft 4a) 
nachzuweisen. Sei also /jgS, / 2 e 3T, also f e 2 T?1 -j- 2 JJi , f 2 £ 2 ris 4- vS % 
(ih < *, >/ 2 <7 £); da £ Grenzzahl, gibt es ein i), so daB ?] t < ?; 2 <C 1) <7 ^; 

nach 34*1-1 ist / 2 e 2*h / 2 £ 2*; da nach Annahme 2^ autark, ist also auch 
max (/ 1? / 2 ) e 2B min (/ x , / 2 ) e 2 ry , also auch max (f x , ff)e%, min {f x , 
w. z. b. w. 

34-1*21. /£f 2 autark und g Grenzzahl , so £s£ awcA cftzs System (1*11) 

awtorl*. 

Der Beweis wurde soeben gefiihrt. 
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34-1-3* Bei autarkam 3 ist fur jedes £ ^ l 1 ): 

gj-1 -=($* + Sj) 1 = (® f ) 1 ; ® 4rt = (® s + ®,)x = (®*) x . 

I>ies ist gieichbedeutend mit ( 1 * 2 ). 

34-1-31. Bei autarkem 3 ist f ur jedes £ > 1: 

sf = ( 5 3,) 1 . = ( S ©■>), . 

rj<Z 7?<f 

I>ies folgt aus 34-1-1, 34-1-11, 34-1-3. 

34-1-32. Bei autarkem 3 ist fur jedes £ :> 1 : 

(S-T = @*, (®,)i = © e - 

1st £ isoliert, also von der Gestalt £ = 97 -b 1, folgt dies nacb 31-2-21 aus 
34-1*3 und 34-1-2; ist £ Grenzzahl, so folgt es naeh 31-2-21 aus ( 1 ) und 
34-1-21. 

34-1-4. 1st 3 autarky so ist fur jedes ^ 1 ^ und 3$ vollig autark. 

Ist £ isoliert, also von der Gestalt £ = 97 + 1, folgt dies nach. 34 - 2*6 aus 
34-1-3 und 34-1-2; ist £ Grenzzahl, so folgt es nach 31-2-6 aus (1) und 34 - 1 - 21 . 

34-1-41. Ist 3 autark und £ Grenzzahl, so ist das System ( 1 * 11 ) additiv. 

Sei % das System ( 1 * 11 ), sei f £ 2C, f 2 s % und -f -/ 2 definiert auf B; 
dann ist / x £ 3* 71 , f 2 s 3 172 (? 7 X <C £, 9 ? 2 < £) 5 ist 97 die groBere der beiden 
Ordinalzahlen 9 ; x , r h2 , so ist also / x £ 3 **, / 2 s 3 *b also, da 3 ^ nach 34 - 1-4 
additiv: / x -b / 2 e 3*, also wegen 97 < £ auch / x +/ 2 e S£. 

Wir setzen nun unter Beachtung von ( 1 * 11 ): 

(h3) 3^ = S (3* + ©,) = 5 3^ — S 3 . 

73 < a>x r] < co x 13 <; coj 

34-1-5. Bei beliebigem 3 (o ^) 1 = 3^, ( 3 ^) x = 3 ^ . 

Sei /„£ 3jg, /„ ^f nJrl , /—lim/ n ; dann ist /„ e 3 77 * 1 ~f- 3^ (rjnCcoj). 

]Sach 8-4*1 gibt es ein 97 < cc^ , so daB alle rj n <Zrji nach 34-1*1 ist dann 
fn e ~r i&n ihr alle n, also / s (3 n -f- 3 r ,) x = 3 77+1 ; wegen 97 <C co* ist auch 
97 -b 1 < ct^ , also S 7 ^ 1 S 3 _b , also /e <S B . 

34-1-51. Fur £ ^ isf 3* = 3- = (£ B . 

Naeh 34-1-5 ist (3 *) 1 = (3^) x = 3 ^, also nach ( 1 ) und ( 1 * 3 ) 3 " 1 = 3^ 
== 3 j 5 . \ on hier aus sehlieBt man weiter durch transfinite Ind ukt ion. 

E*s kommen also die Baireschen Bunktionen aller Or dnun gen uber 3 
bereits unter den Baireschen Bunktionen von kleinerer als co x -ter Ordnung 
vor, d. h. 3 b ist das System aller Baireschen Bunktionen liber 3; wir 
neruaen es: das Bairesche System uber 3 . 

x ) Hieraus folgt insbesondere: <£- — (3],) 1 , 3 2 = (3 1 )-, in Ubereinstimmung 
mit § 31, 4 . 
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34-1*52. 3 b ist das kleinste System zl iiber 2, fur das S 1 — 3^ gilt. 

Der Bevels ist analog dem von 33* 1*52. 

Von einer Eigenschaft, die, wenn sie alien Funktionen ((f )) einer konver- 
genten Funktionenfolge zukommt, aueli deren Grenzfunktion zukommt, 
sagen wir: sie bleibt bei Grenziibergang erbalten. 

34-1*521. Komrnt eine Eigenschaft alien Funktionen aus 2 zu„ and bleibt 
sie bei Grenziibergang erhalten, so kommt sie auch alien Funktionen aus 
zu. 

Derm ist % das System aller Funktionen, denen diese Eigenschaft zu¬ 
kommt, so ist X 1 = 2; die Behauptung folgt also aus 34-1*52. 

34-1-53. 1st 2 autarky so ist & B vollig autark . 

Dies folgt aus 34-1-51 und 34-1-4. 

34-1-6. 1st 2 symmetrisch, so ist f e 2* gleichbedeutend mit —fe 2^ - 

Dies ist nach 31-2-7 richtig fiir £ — 1, und folgt sodann fur alle £ durch 
transfinite Induktion. 

34*1*61. 1st 2 symmeirischy so ist fur jedes £ ^ 1 auch 2* -r 3* sym¬ 
metrisch. 

Dies folgt unmittelbar aus 34-1*6. 

34-1-62. 1st 2 symmetrisch, so auch 2^ - 

Dies folgt unmittelbar aus 34-1-61. 

2. Ambige Bairesche Funktionen. In Analogie zur Definition von 2* 
(§ 31, 3) setzen wir nun 2| = 2* - 2$. Die Mengen aus 2| heiBen die 
ambigen Bairesehen Funktionen ^-ter Ordnung iiber 2, oder, 
wenn £ eine isolierte Zahl ^ 1 ist, auch die Bairesehen Funktionen (£ —l)-ter 
Klasse iiber 2. 

34-2*1. Fur £<:£' ist 2^ + 2- £ 2b; 2| £ 3|J. 

Dies folgt unmittelbar aus 34-1-1. 

34-2-11. 1st £ Grenzzahl, so ist S 2J = S (2^ -f- 2„). 

t)<£ 

Dies folgt aus der Definition von 3JJ und 34-2-1. 

34-2-12. Ist $ Grenzzahl. so ist ©f = ( S <B r ')\. 

Der Beweis ist analog dem von 33-2-13. 

34-2-2. 1st 2 autark, so ist fiir jedes £ ^ 1 2 f vollig autark . 

Dies folgt aus 34-1-4. 

34-2*3- Ist 2 autark , so ist fiir jedes £ ^ 1: (3!) 1 = 2* , (S|) x = 

Wegen S (S’ 4- 5„) £ S| ist & = (S (©’ + Z,)) 1 £ (®|) 1 - Umge- 

* 3 <* %<£ 

kehrt ist wegen 2| £ 2* nach 34-1-82 (Sf) 1 £ (2 1 ) 1 = 2' . 
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34-2-31. 1st 0 autarh, so ist fur jedes g ^ 1 : ( 0 f)* = ©f Ji* 

Da nach 34 - 2-2 0 | autark und additiv, ist nach 31-4-4 (0|)* = (©!) 2 (<S|) 2 ; 
hierin ist nach 34-2-3 und 34-1-3 (0 §) 2 — ((^f) 1 )! — ebenso 

ist ( 0 f ) 2 = 0 ' 5 ~ 1 . 

34 - 2 * 4 - 1st 3 symmetrisch , so ist fur jedes g :> 1 0 | symmetrisch. 

Dies folgt aus 34-1*6. 

Wir setzen nun 0 (1) — 0 * und definieren fur g >• 1 durch Induktion: 
3^ — ( S 0 ^)*; da fur g <C.g' offenbar 0 ( ^ £ 0 ^, ist fur jedes isolierte 

TJ<i 

g^>l: 0 (5) — (0^~ 1 >)*. Wir setzen ferner: 0^* = S 0 (,?) . 

r?<o> i 

34-2-5. 0_g* ist das hleinste System % iiber 0, fur das %* = 

Der Beweis ist analog dem von 33-2-8. 

34-2-51. Fiir g 2 > £*£ 0 (l> = 0^. 

Der Beweis ist analog dem von 33-2-81. 

34-2-6- Ist 0 autarh und additiv , so ist 0 (l) — 0|*J. 

Die Behauptung ist nach 31-4-4 richtig fur g — 1 . Angenommen, sie 
sei richtig fiir alle 7 7 *< £; ist dann g isoliert, so ist 0 ^ -1> = 0 |, also 
0 ( ^ — (0 { * _1) )* — (0|)* = 0|^J nach 34-2-31; ist hingegen g Grenz- 
zahl, so ist 0 { ^ = ( S & (v) )*; hierin ist nach 34-2-11: N 0 (/?) = N 

— S 0 J? = iS (0' 7 -t- 0 r ); dieses System ist nach 34-1-21, 34-1*41 autark 

K<S ‘ r?<l * 

und additiv, also ist nach 31-4-5 und 34-2-12: 0 ( ^ — ( S 0 ^)* = (( N 0 JJ)*)* 

— (0|)*, also nach 34-2-31 vrieder 0 ( ^ — 0|+i- 7J< '’ 

34-2*61. 1st 0 autarh und additiv , 50 £s£ 0_g* = 0_g. 

Denn nach 34-2-6 und 34-2-11 ist 0 £ , = S 0 (,3> = S 0^J = 5 

S / c-ij , >. fjCcOj, f3Co>i rj«Ox 

{<5 ~r - 

J5<K» a 

Li teratur : R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 68 . 

3. Bairesehe Functionen und Borelsche Mengen. Sei % ein Funk- 
tionensystem auf E und seien 31*, %i, % B , die in Nr. 1, 2 eingefuhrten 

Systeme Bairescher Funktionen iiber %. Wir setzen zur Abkiirzung: 

(3) © (3?) = ® (£.) = ©*, g (3?) = §«, g <£*) = g^; 

dann gilt: 

34-3-1. Ist % autarh , so = 0 (<3K, *), S £ 5 = 0 (*, <§y. 

Nach 34-1-2 ist 2A autark, nach 34-1-32 ist (2A ) 1 = %%, die Behauptung 
folgt also aus 31-2-512. 

34-3*11. Ist £ autarh , 50 ist g£ = g^ = (©^j.. 
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Kach 34*1*2 ist X* autark; nac-h 30*3*3 ist also 65’ ein Bing, und die Be¬ 
hauptung folgt ans 34*3*1 and 30*2*3. 

34-3*2. 1st X autark und 65 {X) = 93 1, 65 (X) = k, g (X) = X s > 3 (X) = 
so ist fur alle endlichen n : 

(3-1) © 2 ”- 1 = Sk' 2 ”" 1 , = K 2 *- 1 ; & 2 ”- 1 = 9k 2 „, 

(3*11) 6 > 2 * = X 2 *, - £ 2 ”; S 2m = g 2n = 

Kach 31-2*5 ist 65 1 = Wit 1 , 65 1 = %t 1 s also nach 34*3*11 g 1 = (9k 1 )! = 9k 2 , 
ebenso g 1 = 9^; also ist (3-1) richtig fur n — 1. Xach 31-4*21 ist 
65 2 = W, 65 2 = £ 2 , also nach 34-3-11 g 2 = X 3 , g 2 = C 3 ; also ist (3-11) 
richtig fiir n — 1. Ans g 2 = £l 3 erhalten wir durch Komplementbildung nach 
33-1-7: 65 (X 2 ) = 9k 3 , und da nach 34-1-2 X ± autark, und Xf — (S;,,) 1 , 
nach 31-2-5 65 3 = (9k 3 ) 1 = 9k 3 , also nach 34*3*11 g 3 = 9k 4 , und ebenso 
©3 = 3P, g 3 = 9c 4 : also ist (3*1) richtig fiir n — 2. Aus g 3 — 9£ 4 erhalten 

wir sodann durch Komplementbildung 65 (X s ) — X 4 , also nach 31-2*5 
65 4 = (X 4 ) 1 == X 4 > und nach 34*3*11 g 4 = X 5 * und ebenso: 65 4 — C 4 , 
g 4 = also ist (3-11) richtig fur ?i = 2. Indem man so weiter schlieBt, 
beweist man die Behauptung. 

Aus 34-3*2 folgt wegen 34-1-1: 9k 1 £ X 2 S 5k 3 £ X 4 £ . . . , Sk 1 £ C 2 
£ !k 3 £ -C. 4 £ . . .; also ist: 

(3-2) S & n = S m n = S 3k 1 , S 65 n = S $k n = S . 

n n n n — n n 

34 -3-21. Js« 2 aaiari ««d © (2) = 9K , © (2) = 91 , § (2) = $, 

fy (2) = C.„ so ist fiir alle $ ^ co: 

©s = = $’ s » ©» = = C-- s . 

Xach (1) und (1-11) ist 2“ = (S 2”) 1 ; nach 34-1-21 ist S 2” autark; nach 

n n 

(3-2) ist 0 (52") = SW n = 5 nach 31-2-5 ist also ©“ = (S 2R") 1 

n n n n. 

==(SijS n ) 1 , also nach §33(1) und (1-11); = SOT = 5(5“; ebenso ist 

n 

65^ = dl a — £* w ; die Behauptung ist also richtig fiir £ — co . Angenommen, sie 
gelte fiir alle der ITngleichung co ^ 7] C g geniigenden ?]. Ist dann £ iso- 
liert, so ist 65*_ 1 == fk 1 ” 1 = C^~ 1 , also nach 34-3-11 — 5k 5 = 

also durch Komplementbildung 65 (S^x) = X* = 9k- , und nach 31-2*5 
65’ = (X’) 1 = (9k’) 1 , und daher nach 33-1*2 65^ = X* = 2k’. Ist hingegen g 

Grenzzahl, so ist X* — ( S X 17 ) 1 ; da nach Annahme 65^ = 2k ri = X** fiir 

*?<£ 
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co <£ 7 ] C £, ist zufolge (3*2): & ( S % v ) = S 9ft* 7 = S da nach 84-1-21 

‘ r]<~ _ 7?<f *7<£ 

S X 77 autarky ist also nach 31-2-5 (2)^ = ( 5* 9ft 77 ) 1 = ( ^P 77 ) 1 , also nach 

7 ;<| __ «?<5 

§ 33 (1) nnd (1*11): ©* = 9ft* = *P* . 

34-3-22. 1st % autark, so ist (55 ( bzw. & i+1 ) das System der Komple - 

mente von (©±) x (6m’. von ((55*)i) beziiglich E. 

Dies folgt unmittelbar aus 34-3-2 und 34-3-21. 

34-3-23. 1st % autark und £ G-renzzahl, so ist (5K = ( S (55 77 ) 1 , 

©* = ( S Gj,) 1 . 

— *<£ 

Dies folgt bei Beacktung von (3*2) aus 34-3-21. 

34 -3*3- 1st % autark, so ist 5£f = ® (<55^ , C^). 

Setzen wir & (%) = 9ft, & (X) = 5ft, so ist nach 31-3-41 ® (9ft 1 ,9? 1 ), 

und nach 31-2-5 ist 9ft 1 = <35 (3: 1 ) — (55 1 , ebenso 91 1 = 0 X ; die Behauptung 
ist also riehtig fur £ — 1. Angenommen, sie sei richtig fiir alle rj <Z £. Ist 
danxi £ isoliert, so ist nach 34-2-31 Sl| = ($£fl x )*; nach 34-2-2 ist StflJ 
vollig autark; setzen wir also: SC^fli) = = S , so ist nach 

31-4-31: EtJ = ® (& 1 , S 1 ); nach Annahme ist 5£jl x — <S (d5 f_1 , @£_ x ), also 
© (2II X ) — Sj. l5 also ist ft das System der Komplemente der Mengen von 
<35*_i, also das System der Komplemente der Mengen von (@^_i)i; 
also nach 34-3-22 & 1 = ©£; ebenso ist fi 1 = also S£f — S (<$5 f , C^). Ist £ 

Grenzzahl, so ist nach 34-2-12 $£§ = ( S' 55:^)^; nach 34-2-11 und 34-1-21 

* *?<£ 

ist S S autark; setzen wir also ^ = (5$ ( S %%), £ = (55 ( S %%), so ist 

n<£ vd _ — »7<A ; 

nach 31-3-415£f — ® (St 1 , S 1 ); nach Annahme ist nun (5J (S£JJ) = (S5 77 fiir 77 <£, 

also St == £ (55 71 ., also nach 34-3-23 ^ 1 = (55^ , und ebenso Q 1 = (55*; also 

jjd__ — c 

ist 5£f *= ® (&, & e ). 

34-3*4. X autark und @5 (3:) = 3ft, © (£) = 5ft, g (ST) = *P , g (X) = O, 
ao 9ft^ = £Ljg. 

Dies folgt wegen 33-1*51 aus 34-3-21 fiir £ — cox- 

34*3*41. IstX autark, und (55 (%) = m, so istX B = @ (3R S , *) 

= <£(*,%*) =©(3)18, Sft^). 

K’act M-l-51 ist ^ =3:^ == S COi = 3 : 5 , also nach 34-3-1 und 34-3-3: 

= © ((55 mi a %) = ® (*, (55^) = <B ((55" 1 , (55^), und die Behauptung folgt 
aus 33-1-51 und 34-3-21. ~ 
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Literatur: H. Lebesgne, Journ. de math. (S) 1 (1905) S. 339; W. H. Younc, 
Bond. Proc. ( 2 ) 12 (1912) S. 260; F. Hausdorff, Mensrenlelire § 43 . 

4. EinseMebung und Erweiterung. Sei wieder 2 ein Fmiktioneri- 
system auf E. Fiir die Bairesehen Funktionen iiber 2 gilt folgender Ein- 
schiebungssatz; 

34-4*1- 1st ^ autarky g s 2 *, he 2 * und g <> h, so gibt es ein f s 2 i- , so daft 
g^f^h. 

Nach 34*2*2 ist 2f vollig autark; nach 34 * 2*3 ist (2 !) 1 = 2*, — 2*; 

die Behauptung folgt also aus 32*2*11. 

Kehmen wir wieder die Bezeiehnungsweise ( 3 ) auf, so gilt: 

34-4*2. 1st 2 autark, so ist fur jedes E' ^E: & ((£"' 1 2)-) = E' 1 (15* , 
^((E'lX^) ^E'lQtz. 

Dies folgt aus 34*3*2, 34*3*21 und 33-3*2. 

34-4-21. Ist 2 autark und E' E , so ist {E f 1 2)- — E' 1 2* , 
(.E' 1 2)^ = E' 1 2, . 

Nach 34-3*1 und 34*4*2 ist (E' 1 2)* = 3 {E' 1 *), 2* = 3 (G5-, *). 

Da nach 34-3*2, 34*3*21 und 33*1*2 ein cr-System, ist also nach 32*4*11 
(E' 1 2)* ==F12k 

34-4-211. /si 2 autark und E' ^ E, so ist E' 12!== (E' 1 2)J . 

Dies folgt aus 34*4*21. 

34-4-22. Ist 2 autark und E — E* s & * Gb, so fsf (E' 1 2)| = E' 1 2| . 

Nach 34-3*3 und 34*4*2 ist (E' 12)f = 3(E'l , E' 1 &*) , 2f = 2 (Gh*, Gh). 

Nach 34*2*2 ist 2l vollig autark; also ist nach 32*4*13: E 7 12f = {E r 1 2)f. 

34*4*23. 1st 2 autark und E' E , so ist (E 7 1 2) B — E' 1 % B . 

Dies folgt unmittelbar aus 34*4*21. 

34-4-3. Ist % autarky so gibtes in 2* (bzw. in 2s) sujedemfe 2’ (bzw. /s 2j) 
gleichmafiig gegen f konvergierende Folge von Treppe nfu n ktionen. 

Nach 34*1*32 ist 2’ = (2 1 ) 1 ; nach 34-1*2 ist 2’ autark; die Behauptung 
folgt also aus 32*5*2. 

34-4-31. 1st 2 autark und £;> 1 , so gibt es in 2 | zujedemf s 2 f cine gl&ich- 
mafiig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen. 

Ist £ isoliert, also £ — tj -f- 1, so ist nach 34-2-31: 2| = (2£)*; nach 
34-2-2 ist 2^ autark und additiv; die Behauptung folgt also aus 32*5*31. Ist 
£ Grenzzahl, so ist nach 34*3*3 und 34*3*21 © (2f) = 9)1' , G$.(2|) = C.*, also 
durch Complement bildung % (2|) = hierin ist — (^S £ (9)t r< — 9)^)) x , 
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= ( S 0W' — Oi , und da nach 34-2*2 vollig autark, folgt die 
Behauptung axis 32-5*3. 

34 . 4 . 4 .. 1st X autark und symmcirisch, so gibt es zu jeder Trepjpenfunktio?i 
f £ ein g £ X* und tin h. s X : ., so da jo f — g — Ji • 

Nach 34*2-31 ist Xzl\ = iX.}',*: nach 34-2-3 ist (Xl) 1 = X*, (Xl^ = X $ . 
Xach 34-2-2 and 34-2-4 ist autark, additiv und symmetrisch. Die Be- 
hauptung folgt also aus 32-5-4. 

§ 35 . Die Baireschen Funktionen eines metrisclien Raumes. 

1 . Die Baireschen Funktionen eines metrischen Raumes. Sei E ein 
metrischer Baum, G das System der stetigen Funktionen in E. Wir be- 
zeiebnen dann die Baireschen Funktionen uber G als die Baireschen 
Funktionen in E, die Funktionen aus G* und G* als die Baireschen 
Funktionen £-ter Ordnnng in E, die Funktionen aus (E| als die am- 
bigen Baireschen Funktionen £-ter Ordnung in E, oder, wenn £ 
eine isolierte Zahl ^ I ist, auch als die Funktionen (£ —l)-ter Klasse 
in E. Die Funktionen aus G* (bzw.Gt, (E|) bezeiehnen wir auch als G^-Funk- 
tionen (bzw. Gs-Funktionen, G{-Funktionen). 

35*1-1- Fur jedes £ ^ 1 gelten die Formeln: 

(G^ = G*; 

mi = (G- 1 + G { )x = Gs-i. m 1 = + Gj) 1 = G- CJ 1. 

Dies folgt, da das System G der stetigen Funktionen autark ist, aus 
34-1-32 und 34-1-3. 

35-1-11- Fur jedes £ > 1 ist : 

5 j = (sv, 

*1<S T]<e 

Dies folgt aus 34-1-31. 

35-1-2. Fur jedes £ 1 ist G 5 und G^ vollig autark. 

Dies folgt, aus 34-1-4. 

35-1-21. 1st £ Grenzzahly so ist das System S (G’ 2 -bG JJ ) = S 5 G v 

autark und additiv. v< * 

Dies folgt aus 34-1*21 und 34-1-41. 

35-1-3- Es ist f e G* gleichbedeutend mit — / a G| • 

Dies folgt, da G symmetrisch, aus 34-1-6. 

35-1-31. Fur jedes £ ^ 1 ist G* + G^ symmetrisch. 

Da G vollig autark, ist nach 31-3-23: 

(1) = 
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35-1*4. Fur jedes £ l ist (SJ vdllig autarl: und symmetrisch. 

Dies folgt axis 34*2-2. 34*2*4. 

35-1*5* FUr jedes £ 1 gelien die Formeln: 

(Si/ 1 = CP , (CEj/i = <S_-, {Hi}* — Qizi - 

Dies folgt axis 34*2*3, 34*2*31. 

35-1-6* Das System Q B ist vdllig a atari: und symmetrisch. 

Dies folgt axis 34*1*53, 34*1*62. 

35-1-61* Qjj ist das Heinste alls stetigenFunldiontn in E enthaltende System 
5X, fiir das gilt. 

Dies folgt aus 34*1*52. 

35-1-62. Q b ist das kleinste alle stetigen Funktionen in E enthaltende Sy¬ 
stem Zd, fiir das ZL* = 5 gilt. 

Dies folgt aus 34*2*5, 34*2*61. 

35-1-7- Eine Eigenschaft, die alien stetigen Funldionen in E zukommt und 
bei G-renziibergang erhalten bleibt, kommt auch alien Bairesehen Funldionen 
in E zu. 

Dies folgt aus 34*1*521. 

2. Bairesehe Fnnktlonen und Borelseke Ilengen eines metrisehen 
II mimes. Sei © das System der offenen, Jy das System der abgescklossenen 
Mengen des metrisehen Raumes E. Fiir das System Cf der stetigen Funk- 
tionen in E gilt dann nac-h 25-S-l, 25*8*11, 25*8*14: 

(2) © (CX) = © (<X) = © , g (Q) = g (6) = g * 

(2-1) (X = 3 (65, &) . 

Maehen wir Gebrauch von der in § 33 (4) eingefiihrten Bezeielimings- 
weise, so gilt: 

35-2-1* Fiir alle £ Z> 1 ist: (P = 3 (3P, *), (P = 3 (* , 3P). 

Dies folgt vregen (2) aus 34-3-1, 34*3*2, 34*3*21, 33*4*1, 33*4*11. 

35-2-11. Fur alle £ ^ 1 ist: & (<P) = Z&K & (<P) = 33*, g ((P) = 33*.!, 

5 «E 4 ) = • 

Dies folgt aus 35-2*1 und 34-3-11. 

35-2-2. Fiir alle £ ;> 1 ist: <Sf = 3 (S3*, 33*). 

Dies folgt aus 34-3-3, 35-2-11. 

35-2-21. Fiir alle £ ;> 1 ist: & <(X|) = 05 (£f) = 93* , & (G|) = g (CXf) = 
Dies folgt aus 35*2*2 und 33*4*2. 



IV. KapiteL Borelsche Mengen unci Bairesehe Funktionen. 


35.2*3. Das System alter Bairescken Funktionen in E ist gegeben durch 

<Z £ = 3 ('3 £ , *j = 3 (* . = 3 ('Si, SB*) • 

Dies folgt wegen § 33 (4*41) aus 34*3-41. 

35*2*31. 1st f eine Bairesehe Funkiion in E und B eine Borelsche 31enge 
lm R l , so ist die Jlenge [fix) £ B] alter x e E mil f (x) s B eine Borelsche 
Jlenge iji E. 

Xaeh § 2 (1*9) iind ‘2-1-3 gilt: 

[f(x) £ S B y ] = S[f (x) s B v ] , [f (X) e D B v ] = D [/ (*) e B v ], 

( 2 * 2 ) 

[/ (X) £ Bj — B] = E — [/ (x) £ B]. 

Ist B eine offene Halbgerade y > a (bzw. y < 6) des , so ist [/ (a?) e _B] 
= [/ (x) > a] (bzw. = [/ (x) C 6]); clann ist nach 35-2-3 also [/ (x) e B\ 
eine Borelsche Menge in E; da das In ter vail (a, b) des B- L der Durchschnitt 
der Halbgeraden y a und y <C b ist, gilt dies nach der zweiten Formel (2*2) 
auch, venn B ein Interval! (a, b) ist ; da jede offene Menge des JR ± Summe 
abzahlbar vieler offener Intervalle und hochstens zweier offener Halbgeraden 
des JR 1 ist, gilt es nach der ersten Formel (2-2) auch, wenn B eine offene 
Menge des ist, und wegen der dritten Formel (2*2) gilt es auch, wenn B 
eine abgeschlossene Menge des B 1 ist; die Behauptung ist also richtig fiir 
alle B e 53 1 — IB*. Sei nun £ < und es gelte die Behauptung fur alle 
B s ~ 18^ (?] C £); wegen der ersten und zweiten Formel (2-2) gilt sie 
dann auch fiir alle B e -f- 58^, sie gilt also fur alle B e $8 B . 

Fiir die eharakteristisehen Funktionen (§ 1, 5) der Borelschen Mengen 
des Raumes E gelten die Satze: 

35-2-4- 1st Jf ^ E, so ist , damit die charakteristische Funkiion f von M 
zu G* (bzw. zu G*) gehore , noiwendig und hinreichend , daft M £ 33^ (bzw. M e $ 8 -) 
sei. 

Die Mengen [/ (x) > y] sind: A, 31, E, gehoren also zu 93* dann und nur 
dann, wenn 31 £ 93*; die Mengen [/ (x) < y] sind: A, E — M, E, gehoren 
also nach 33-4-2 zu IB- dann und nur dann, wenn 31 e IB* - Die Behauptung 
folgt also aus 35-2-1. 

35-2-41* 1st 31 so ist , damit die charakteristische Funkiion von 31 

zu G| gehore , noiwendig und hinreichend , dap 31 £ 93f sei. 

Dies folgt aus 35-2-4. 

35-2-42- 1st 31 ^ E, so ist, damit die charakteristische Funktion von M 
zu gehore , noticendig und hinreichend, dafi 31 e sei. 

Dies folgt aus 35-2-4. 
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35-2-5- 1st f eine Trejype nfu liktion a us C£|, so ist fur alle y : [/ (x) — y] e 93|. 

Seien < c 2 < . . . C c„ die endlich vielen Werte von/. Da [f (x) = c v ] 
— [/(^) ^ c v] * [/ (1) ^ c v\» ist nach 35-2-21 und 33-4*31: [/ (x) = c p ] s 93 1 ,* 
da fiir hinlanglich kleines A > 0: [/(*) — c r ] = [/(x) > c v — A] . [/ (x) < 
c v -f- A], ist nach 35-2-21 und 33-4-31: [/ (x) = c r ] s 03-. Also ist [/ (#) = c. ] 
£ 93ft93* = 93f. 

35-2-0- 1st £ ^ 3 , fe {bzw. f£&:, fe&i), so gilt auch fiir jede Function g 
auf E, die sich von f nur in abzahlbar vielen Punkten unterscheidet : g e (& s 
( bzw . g e (£ft, g £ (£f) • 

Nach 35-2-11 ist [f(x) > y] £ 93* * also nach 33-4-51 auch [g {£)7> t/]e93’, 
also g £ CE* nach 35*2-1. 

Ist es erforderlich, den bei Bildung der Systeme (5A (£*, (If, zugrunde 
gelegten Raum in Evident zu setzen, so schreiben wir ausfiihrlicher (S’ (E) 3 
©ft (E), (S| (E) , <S, b {E). 

35-2-7- Ist f eine Funktion auf E, ist E = S E v mit E v e 93-, und ist 

V 

E v Ifs & (E v ) (bzw. e G, (E p ), s Gf (£’,.)) , so ist fe G- 6 (E) (bzw. e G, (E), 
e SI (E)). 

Setzen wir E v lf = /,., so ist [/ 0*) > y] = S [/„ (ft) > */]; hierin ist 

V 

nach 35*2-11 [ J y yj e SB^ ( E v ), also nach. 33-1-73 auch [X (ft) > y\£ 33- ( E) > 

und da SB- (E) nach § 33 (4-3) ein < 7 -System, ist auch [/ (ft) > y] £ SB- (E); 
also ist f £ G f (E) nach 35-2-1. 

35-2-71- 1st f eine Funktion auf E, ist E = E x -j- E i -f- - - - -r E n mit 
E v e $8 4 (v = 1, 2, . . ., n ), und. ist E,lfe & (E v ), (bzw. e G= (E,), e Gf (E,)) 
fur v = 1, 2, .... n, so ist fs & ( E) (bzw. s G, ( E), e Gf ( E )) - 

Setzen wir E v If = /„, so ist [/ (ft) <; t/] = [/,. {£) ^ y\> da nach 

35-2-11 [/„ (ar) > y\ £ SB- 6 (E v ), ist hierin [/„ (ft) ^ y] £ SB, (£?„), also nach 
33-4-73: [f, (£) ^ y\£ SB, (E); da nach 33-4-31 S8 e (E) ein Ring, ist also 
auch [f (£) ^ y]e S8 s (E), mithin [/ (ft) > y\ £ 23 s (E); also ist fe& (E) 
nach 35-2-1. 

35-2-72. Ist f eine Funktion auf E, ist E — S E v mit E v e SBjj, und ist 
E, Ife (E t ) , so ist fs G a (E). 

Die ist fiir £ = co 2 enthalten in 35*2*7. 

3. Einsehiebung und Erweiterung. Wir bezeichnen wieder mit G-, 
G f , G!, G^ die Systeme Bairescher Funktionen in E. 

35-3-1. Ist g £ G,, h e & und g <.h, so gibt es ein fs G|, so da/3 g <-f ^h. 

Dies folgt aus 34-4-1- 
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35*3*2. Fiir jedes E'^E ist & (E') = (E' 1 <£)* = E' 1 <£*, £ s (E') 
= (E f i (£)s = £' i ©*. 

Xach 34 - 4-2 ist 65 ((£■' 1 Sp) = E'l& ( 6 *), also nach 35-2-11 und 38-4-7 
©((F'lCSp) = E'1^ = W(E'): nach. 34-3-1 ist also {E' 1(£)* = 3 ($ 8 - (E '), *), 
somit nach 85-2-1 (E' 1 ($)* = (V (E'). L nd nach 34-4-21 ist ( E' 1 (£)* = E f 1 (V. 
35-3-3. Fair jedes E' = F fs* <£f (F') = (F' 1 &)i 3 E' 1 (£f. 

Dies folgt aus 35-3-2 und 34-4-211. 

35-3-31. Js* E* a 33_-, *o fs* <Zi (F') = (F' 1 £)! = F' 1 Sf 

Ist F' a so ist E — E' z s £s also nach 35-2-11: F — F'e 65 (<2 a). 65 (Gy. 
Xach 34 - 4-22 ist also (F' 1 G)f = F' 1 Sj, und nach 35-3-3 ist auch (5f (E') 
= (E' 1 G)f. 

35-3-1- FiZr ^>^65 E r H E ist (F') — (F' 1 (E) £ = I ? 7 1 <2^. 

Dies folgt aus 35-3-2. 

Literal ur: G. v. Alexits, Fund. math. 15(1930) S. 51. W. Sierpiiiski, Fund, 
math. 16 (1930) S. SI. 

4. Zusammensetzung. Fur die Zusammensetzung Bairescher Funk¬ 
tionen gelten folgende Satze: 

35*1-1. 1st cp (~) eine stetige Function im E ± und fs(£i(E), so ist auch 

<r (/) * ei (E). 

Xach 35-1-4 ist C£| (E) symmetrisch und vollig autark; nach 31-3*23 ist 
also (CE| (F))i = (£| (F ); die Behauptung folgt also aus 31-3-6. 

35*1*2. Ist £ endlich, cp (z) e & (Ej) ( bzw . <p (z) und fs&i(E), 

so ist ep (f) s (F) (bzw. y (/) £ (F)) . 

Die Behauptung ist richtig fiir f=l; denn ist cp (z) e 6 A (Ej), so ist 
9 = lim cp n , wo g n stetig im 1? 2 und 9 „ <: 9 n ^ -l; dann gilt auch cp (/) = lim ep n (f), 

n ‘ n 

<fn (/) ^ 9^n—i (/) - und <*a nach 35-4*1 cp n (/) e (£| (E), ist cp (/) s (Sf) 1 , also 
nach 35-1-5 cp (/) a (£- (F). Angenommen, die Behauptung gelte fiir £; wir 
haben zu zeigen, daB sie dann auch fiir £ -j- 1 gilt; sei also cp e (S ^ 1 (E-j ); dann 
ist cp 5 = lim <p n , wo <p n e 6 A (Ej) und 9 „ ^ <f n ^; dann gilt auch 9 (/) = lim cp n (/), 

<p n (f) ^ Vn-^i (/)» und da nach Annahme 9=» (/) £ C 4+e _i (S). is* 
(£)■ 

35-4-21. /si 9 : (a) e E’ (i? t ) (bzw. 95 (z) s £. (iy) und f e (S.\ (E), so ist 
{fur aUe ?): cf (/) £ g- 2 '(£) ( 62 ^. 93 (/) e <S^ : (E)). 

Nach 35-4-2 ist die Behauptung richtig fiir f < co. Angenommen, sie sei 
richtig fiir alle »; < f; ist dann <p e {R±), so ist nach 35 - 1-11 cp = lim <p n , 
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-n-o <p n £ (£,- n (-Si) (//„ < ;•) und Cf. n <; Cf n _ J : da 9 . (/) = lim y s (/) , rp n (/) «£ <p„ _,(/), 

7i 

und da nach Annahme cp n (/> £ (FT) (£ — C £ -r C) . ist 

<p (/>£ ( (S. (F)) 1 , d. h. nach 35-1-11 r/ (/) £ (£ 5 : (F) . 

35*4*3. 1st cp (z) e (li ( jRj) und f e (11 (E), so ist cp (/) e (11 z (E) tend , wemi t 
endlich, auch cp (/) e Z J (E) * 

Dies folgt aus 35-4-21 und 35-4-2. 

35-4*31- Ist cp eine Bairesche Funktion im R lf und f eine sBairesche Func¬ 
tion in E, so ist auch cp (/) eine Bairesche Funktion in E. 

Dies folgt aus 35-4-3. 

5. Stetigkeitseigenschaften der Bairesehen Funktionen. Sei E ein 
metrischer Raum, und sei en / und f v Funktionen auf E ; dann gilt: 

35*5*1. 1st f = lim f y , und ist f v stetig bis auf eine Menge erster Kategorie, 

V 

so ist auch f stetig bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Nach Anna hm e gibt es eine Menge erster Kategorie C r , so daB {E — C v ) 1 /„ 
stetig. Setzen wir C = S C v , so ist nach 19-4-2 auch C von erster Kategorie, 

V 

und es ist auch (E — C) lf v stetig. Nach 2S-S-11 ist die Menge B aller 
Punkte ungleichmaBiger Konvergenz von ((E — C 1 f v )) von erster Kate¬ 
gorie in E — <7, also nach 19-4-3 auch iaE. Nach 2S-3-2 ist (E — (B -J- C)) If 
stetig, und nach 19-4-2 ist B -4- C von erster Kategorie. 

35*5*2. Jede Bairesche Funktion in E ist stetig bis auf eine Menge erster 
Kategorie. 

Dies folgt aus 35-5*1 und 35-1-7. 

35*5*21- 1st f eine Bairesche Funktion in E und A E, so ist -4 1/ stetig 

bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Nach 35-3-4 ist A If eine Bairesche Funktion in A ; die Behauptung folgt 
also aus 35-5-2. 

35*5*22. Ist E eine Youngsche Menge, A ein G s in E und f eine Bairesche 
Funktion in E, so ist A If punktweise unstetig bei Yernachldssigung von 
Mengen erster Kategorie. 

Nach 35-5-21 ist A 1 f stetig bis auf eine Menge erster Kategorie. Nach 
19-1-2 ist A eine Youngsche Menge, so daB in 27*4*9 unter den *$$1 -Mengen 
die Mengen erster Kategorie in A verstanden werden konnen; die Behaup¬ 
tung folgt also aus 27-4-9. 

Wir werden in § 41, 1 sehen, daB die Umkehrung von 35-5-21 und 35-5-22 
nicht gilt. 


Haim, Reelle Firnktionen. 
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35-5*3. Dam it f = lim /„ s*ez\ zro dk<e Unstetigkeitspunkte von f n eine Menge 

n 

erster Kategorie bilden, ist notwendig und hinreichend 3 da/3 f stetig sei bis auf 
eine Menge erster Kategorie. 

Notwendig: Bilden die Unstetigkeitspunkte von f n eine Menge erster 
Kategorie, so ist f n stetig bis auf eine Menge erster Kategorie, und die Be- 
hauptung folgt aus 35-o-1. Hinreichend: Nach Annahme gibt es eine 
Menge B erster Kategorie, so daB (E — B ) If stetig; da B von erster Kate¬ 
gorie, ist B = S B n , wo B n nirgends dicht; indem wir B n ersetzen durch 

n __ 

Bj — B 2 — ... — B n y konnen wir noch annehmen: B n B n _, z . Nach 
11*2*12 ist auch B® nirgends dicht; setzen wir C = S B so ist also aueh O 

von erster Kategorie. Wir zerlegen nun nach § 19, 5: E — E ZIi -J- (E — E TIi ) ; 
dann ist E = {E zz - — C) -f- E zz i (C — B®) -f- E IIi B® + (E — E IZ .-) . Hierin 
ist E Ui — C dicht in En i ; denn anderenfalls gabe es nach 11*1*3 eine (in 
E lzi y also auch in E) offene Menge G , so daB A<ffG ( EiE JIi und ( E IZi — C)G 
= M; dann aber ware A C~ G El C, also ware G von erster Kategorie, im 
Widerspruche mit 19*5*2. Wir setzen nun (E ZZi — C) If = g; dann ist g 
stetig: da E Izi — C dicht in E 1Iit also nach 11*3*1 E ZJi CJ ( E IZi — C)° 3 ist 
die obere Schrankenfunktion (§ 26, 2) g von g definiert in alien Punkten 
von E rzt . Wir definieren nun eine Funktion f n auf E durch: f n =f auf 
(Eu t -C)~ j- E n ,B° + (E- E Ui ) ,f n = g auf E ni (C - B° n ). Ist aeE, 
so ist, wegen C = S B® 3 B® £ x , fur fast alle n: a ^ eC — B ®, also 

n 

gilt f„(a) = f (a) fiir fast alle n; also gilt auf ganz E : lim f n —f. Es ist also 

n 

nur mehr zu zeigen, daB die Unstetigkeitspunkte von f n eine Menge erster 
Kategorie bilden. Ha C von erster Kategorie und nach 19*5*33 E — E ZZi 
von erster Kategorie, geniigt es, zu zeigen: /„ ist stetig in jedem Punkte von 
E 11 i — G ' S® aE E m — c > da E ZZi — B® offen und g = {E IZi ~- C) If 
stetig, gibt es zu jedem e>0 eine Umgebung U a £ E 1Zi — B ®, so daB: 

(5) !; g (x )— g{a) S| <C £ fiir alle xe ( E ZZi — C) U a ; 

dann ist, da E IZi — C dicht in E ZIi , also (E IZi — C ) U a nach 11*3*S dicht 

in U a : 

(*5-l) ;\g (x) — g (a) j| ^ e fiir alle xe U a ; 

nach Hefinition von /„ ist f n {x) =f(x) = g (x) fiir alle xe U a — C 3 ins- 
besondere also f n (a) = g (a), und wegen U a £ E IZi — B® ist f n (x) = g (x) 
fiir alle xsU a C; aus (5) und (5*1) folgt also: ||/ n ( x ) — f n {a) || < e fiir 
alle x e U a9 d. h. f n ist stetig in a 3 w. z. b. w. 

Ist f eine Bairesche Funktion in E, so ist f = lim f n3 wo die Un¬ 
it 

steiigkeitspunkte von f n eine Menge erster Kategorie in E bilden. 
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Dies folgt aus 35-5-2 und 35-5*3. 

35*5*32. 1st f erne Eat reach e F unktion In der Youngschen 3-lenge E, so ist 
f = lirn f n , ivo f n punLleceise unstetig. 

Dies folgt aus 35-5-31 und *26-5-23. 

Literatur: R. Baire, Act a math. 30(1906)S.27; C. Kuratowski, Fund. math. 
5 ! 1024) S. 75. 

6. Xaherangseigensehafteii. Sei F ein metrischer Raum, A ~ E, f eine 
F unktion auf A, und g eine positive Zalil: dann sagen wir: f ist in it der 
Annalierung g eine df-Funktion, veim es eine Funktion g e (Si (A) 
gibt, so daB / {x) — g (x) <; g fiir alle x e A. Ist dann A' ~ A, so ist 

n a. oh 35-3-3 auch A' If mit der Annaherung g eine df-Funktion. 

35*6*1- 1st f eine Funktion auf E, und ist f fiir jedes g >* 0 mit der Annahe- 
rung g eine d;- Funktion, so ist f a df (F). 

Xach Annahme gibt es ein g n e df (E ), so daB g n ( x ) — / tx) i <: * fiir 
alle x e E. Da d; (F) naeh 35-1-4 geschlossen (§ 30, 4), ist auch f e df (F) . 
35*6*2. 1st f eine Fmillion auf E, ist E — S A,., wo A v £ (E), und ist 

A,. If (r = 1, 2, . . .) mit der Annaherung o eine HyF unktion, so ist auch f 
mit der Annaherung o eine df-F unktion. 

Da naeh 33-4*32 s 33f (F) ein hforper, kdnnen wir wegen 3-3-11 ohne weiteres 
annehmen, die A v seien disjunkt. Xach Annahme gibt es eine Funktion 
g v e df (A r ), so daB g v (x) — f (x) j <; o fiir alle x e A„ . Definieren wir 
eine Funktion g auf E dureh: g — g v auf A v , so ist g (x) —/ (x) A. g 
fiir alle X£E, und da A v £ (F) ^ ^3- (E), ist naeh 35-2-7 gredt-(F). 

35*6*21. 1st f eine Funktion auf E und gibt es fiir jedes o > 0 eine Darsitl- 
lung E = S A v mit A v s s 23| (F), so dap A v 1/ mit der Annaherung g eine 

&i-F unktion, so ist f £ &% (F). 

Dies folgt aus 35-6*2 und 35-6-1. 

35*6*3. 1st 1, so ist 3 damit f e df (F) sei, notwendig und hinreichend , 
dap es fiir jedes g 7> 0 endlich dele Jlengen A e v £ "bd (F) (»’= 1, n Q ) 

und endlich dele endliche Zahlen c v (r —1,2,..., nf) gebe, so dap E — A e v 
und f (x) — c v ; o fiir alle X£ A e „. 

Xotwendig: Ist fa df (F), so gibt es naeh 34-4-31 eine Treppenf unktion 
g e a df (E), so daB f (x) — g Q (x) ;j ^ g fiir alle x £ E: seien c l9 c 2 , . . r n 

die endlich vielen Werte, die g Q aiinimmt, und sei A lJV = [g L > (x) = c r \: 

tl 3 

dann ist naeh 35-2-5: A e v s (F), F — S^A gv , f (x) c v ;[ Q fiir 

19* 
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alle x a A ev . Hinreichend: Da jede Konstante ©ine (£f-Funktion ist, folgt 
dies aus 354dL 

35-6-4- 1st £ ^ 1, so ist, damii fs (£f (i£) sei, notwendig und hinreichend . 
dap es fiir jedes 0 eine Folge von Mengen A gv £ 33^ {E) (v = 1,2, ...) 
und eine Folge von Zaklen c v (v = I, 2, . . .) gebe, so dap E = S A QV und 
|i fix) — c v \\<ZQ fur alle xsA qv . 

Notwendig: Man wahle die c v so, daB es zu jedem y e ©in c v mit 
|\y — c v || <o gibt; da, werrn S die Schrankungstransformation bedeutet, 
nach 85-1-4 auch 8 if) £ <£f (E), ist nach 85-2-2 [S(f(x)) < 8 (c„) +e] £ , 

[£ (f(x)) > S ( c v ) —o]£ 33* CE7), also, wenn [S (fix)) < 8 (c„) + £] . [S (fix)) 
> S (c v ) —o] — A ev gesetzt wird, anch £ 33^(i£). Dies© Mengen A ev 

leisten das Verlangte. Hinreichend: Setzen wir g = —, so erhalten wir 
nach Voraussetzung eine Folge von Mengen AF v s 33^ so daB E — S A± v 

n v n 

2 

und ' f(x) — fix') I 1 C — fiir xe AF V , x'sAJL v . Sei a; e [fix) ;> y], d. h. 

* * ‘ * n n n 

2 

f{x) >y; wir wahlen n so, daB — < ||/(a;) — y |[; es gibt ein v*, so daB 

2 

xs A F v *, da\\fix) — f(x') [ J <C — fur alle x' £ A F v * , ist fix') >y fiir 

n n n 

alle x' e A F , also A F v * £[/(^)> y] * -Zu jedem x & [fix) >y\ gibt es 

n n 

also eine Menge AF v , die ^ [fix) Z>2/] ist. Also ist [fix)^>y] Sumrne 
« 

abzahlbar vieler Mengen AF v , nnd wegen AF v £ 33 f (f?) ist auch [fix) > y] 

n n 

s$Q*(E). Ebenso sieht man, daB [f(x) < y\ e $8^(E) ; also ist fs (£f(i£) 
nach 85-2-2. 

7. Yerhalten in einem Punkte. Sei E ein metrischer Raum, 4 
f eine Funktion auf A, nnd g eine positive Zahl; dann sagen wir: / ist 
im Punkte as A mit der Annaherung q eine (£|-Funktion, wenn 
es eine Umgebnng U a gibt, so daB U a Alf mit der Annaherung g eine 
<S|-Funktion ist. Wir sagen: / ist im Punkte as A eine (£j-Funktion, 
wenn f fiir jedes g > 0 i m Punkte a mit der Ann aherung g eine (£|-Funk- 
tion ist. 

35-7-1. Damii die Funktion f auf E im Funkte a eine (&\-Funktion sei , ist 
notwendig und hinreichend , daf sie stetig in a sei. 

Notwendig: Nach Annahme gibt es zu jedem g 0 eine TJmgebung 
und eine Funktion g e (U a ) (d. h. eine stetige Funktion auf U a ), so 
daB [ [ / (x) — g (x) 11 ^ g fur alle x e U a ; da g stetig, gibt es eine Um- 
gebung U' a £= U a , so daB jj g (x) — g (a) [[ < g fur alle x e U' a ; fiir alle 
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.r c r' 1st claim auch: * /fx) — /(«n C ’ /<-r) — p (x) ' ~ '. g (x) — g (a) |j 

— . g (a)—/(a) < 3 o 5 d. h. / ist stetig in Hinreiehend: 1st / 

stetig in a, so gibt es eine Umgebung f so daB ' / (xj — /(«) Co 

fiir xe U a : setzen wir g (x) = f(a) fur alle xe V a , so ist a (x) f (£\ (U a ) und 

/ (x) — g (x) C q fur alle xe V a . 

Ist f e (£| (E} 3 so ist offenbar / eine CSf-Funktion in jedem Punkte von E. 
Umgekehrt gilt: 

35*7*2- 1st * > 1 3 ist f eine Funktion im separable*! Ranme E und ist f 
in jedem Punkte von E mit der Anndherung o eine { SA-Funktion , so ist f mit 
der Anndherung q eine (£| -Funktion 1 -). 

Xach Ann ah me gibt es zu jedem q > 0 und jedem a e — eine Umgehung 
U a und eine Funktion g a £ (£f ( U a ), so da!3 f(x) — g a (x) A g fur xe U a ; 
nach 13*3*1 gibt es unter diesen V a abzahlbar viele: U a (v = 1, 2, . . .), 
so daB E — S U a ; weil U a offen, ist U a e S B 1 (E), also wegen £ >- 1 atieh 
U a £ (E ); nun folgt die Behauptung aus 85-6*2. 

35-7*21. Ist f eine Funktion im separablen Pan me E, und ist f eine (£|- 
Fnnktion in jedem Punkte von E , so ist f e (S| (E). 

Dies folgt fiir £ = 1 aus 35-7-1, fur £ > 1 aus 35-7-2 und 35-6-1. 

35*7-3. 1st f eine Funktion auf E, so ist die Menge & Q alter a £ E, in denenf 
mit der Anndherung o eine (£f -Funktion ist, offen in E. 

Ist as G q , so gibt es eine Umgebung U a und eine Funktion g £ (£| (U fl ), 
so daB \f(x) — g ( x) Co fiir xe V a ; da U a fiir jedes x e V a auch eine 
Umgebung U x ist, ist / aueh in jedem Punkte x e U a mit der Annaherung q 
eine (SJ-Funktion. also ist U a CjJ G Q , d. h. G Q ist offen. 

Sei / eine Funktion auf E und P Q die Menge aller a e E, in denenf nieht 
mit der Ann aliening o eine (5|-Funktion ist. Darin gelten die Satze 2 ): 

35*7*31. 1st £ > 1, ist E separabel und P e jj, *1, so ist die Funktion P Q If 
in keinem Punkte von P Q mit der Anndherung o eine (£| -Funktion. 

Angenommen, P Q 1 / sei im Punkte b £ P Q mit der Amiaherung p eine 

Funktion: dann gibt es eine Umgebung U b , so claB (U b P Q ) If mit der 
Annaherung o eine £|~ Funktion. Da / in jedem Punkte xe V b — P Q mit der 
Amiaherung q eine (Sj-Funktion ist, ist nach 35-7-2 ( V b — P Q ) 1 / mit 
der Annaherung p eine £|-Funktion, Xaeh 35-7-3 ist P Q — E — G Q ab- 
geschlossen, also U b — P Q ebenso wie U b offen; wegen £ > 1 ist 
also U b — P e s i &| (E ), und wegen V b e (E ), P Q e s Bf { E ) ist auch 

i) Der Satz ist auch fiir £ = 1 rich tig, wie aus 36*3*3 folgt. 

-) Fiir £ = 1 gelten die Satze 35-7-31, 35-7-32, 35-7-4 nieht. 



IV. Kapitel. Borelsehe 5Iengen und Bairesche Funktionen. 


V, P... e "hi {E : naeh 35-0*2 ist also U b 1 f mit der Annaherung o eine 
(X> Funktion, cl. h. / ist im Puixkte b e P Q mit der Annaherung o eine 
(XFFimktion. Das aber widerspricht der Definition von P Q . 

35-7-32. 1st ~ > 1 und ist E separabel, so ist P Q perfect. 

Xaeli 35-7-3 ist P Q abgesehlossen. In einem isolierten Punkte von P Q 
ware P lt If stetig, also naeh 35-7-1 eine <Xj-Funktion, also auch eine 
Funktion. entgegen 35-7-31. 

35-7-4. 1st * > 1, und ist f eine Funktion im separablen Baume E, so ist, 
daunt fe (X| (E) sei, notwendig und hinreichend, da/3 es in jeder in E perfekten 
Jrlenge P ~2 A einen Punlrt gebe , in dem P If ei?ie Qi-F-unJction ist. 

Xotwendig: Ist fe (£i (E), so ist naeh 35-3-3 Pl/e(Xj(P), mithin 
ist Plf in jedem Punkte von P eine (£VFunktion. Hinreichend: Ist 
f —. £ (£f (E), so gibt es naeh 35-0-1 ein g > 0 ., so daB / nicht mit der 
Annaherung o eine (Xi-Funktion ist: naeh 35-7-2 ist dann P Q A; naeh 
35-7-32 ist P Q perfekt. und naeh 35-7-31 ist P Q 1 / in keinem Punkte 
von P g eine (Xf-Funktion. 

Fiir £ = 2 wircl 35-7-4 erganzt dutch 37-1-2. 

JLiteratur zu Xr. 6 und 7: H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 170ff. 

S. Existenzsatz. Wir sagen, die Funktion / auf E sei genau eine 
(X’-Funktion (bzw. (X|-Funktion), wenn f e & (E) und f ~ e (E) 
(bzw. wenn /e (X* (E) und f ~ e (X 1 (E)) ; wir sagen, / sei genau eine (X|- 
Funktion, wenn fe <Xf {E) und f ~ e (F 7 (E) -J- (X, ; (E) fur alle rj <C £. 
Wegen 3-4-1-51 und § 34 (1*3) kann es eine Funktion, die genau eine (X*- oder 
(Xt- oder <Xf-Funktion ist, nur fiir £ <C geben. 

35-8-1- 1st E ein Youngscher Baum, dessert insichdichter Kern fj A ist, 
und ist $ <Z coj_. so gibt es eine Funktion f auf E, die genau eine (X* (eine (X^- s 
eine (Xf-) Funktion ist . 

Dies folgt aus 33-9-3 und 35-2-4, 35-2-41. 

Literat ur: H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 205£f. Ch. J. de la 
Va lie e- Poussin, Integrates de Lebesgue, Fonctions d’ensemble. Classes de Baire 
S. 145ff. E. Szpilrajn, Fund. math. 15 (1930) S. 212; G. Poprougenko. 
Fund. math. 15 (1930) S. 284. 

9. Die eine Funktion darstellende Menge. Sei E ein metrischer 
Raum. f(x) eine Funktion auf E. Wir betrachten den Produktraum E X B x 
der Punkte (or, y), wo x e E,y e Wir bezeielinen mit [/ (x) >y] die Menge 
aller (j*, y) e E ]■: B x , fiir die / (x) k> y ist; analog ist die Bedeutung von 
[/<•*) < 2 ?]> [/<•*) ^ y\, [/(*) = 2 ?]. [f(*)<g(y)] usf. Die 
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§ 33. Die Bairesehen Funktionen eines metrisehen Haumes. 

3Ienge [/ (x) = y \ nennen wir die d i e F u n k t i o ii j d a retell e n cl e 
Menge. Wir wollen nun die die Bairescken Funktionen darsteilenden 
3Iengen betracliten. Wir sehieken folgenclen Hilfssatz voruus; 

35*9*1. 1st h {x) £ OL ( E} ( bziv. h (x, a CL (E), bzic. h E}) und ist 

It (x, y) diejenige Funktion in Ey R x , die jedem Puntie (x, y) a E F x den 
Funktionsicert h (x) zuordnet, so ist h (x. y) a (L~ {E R 1 ) (bzic. h (x, y) e 
(L (E ;,< Rj), bzic. h (x. y) s C£i (E y R 1 {) . 

1st h (x) stetig, so offenbar aucb h (jr, y ): von liier a us beweist man die 
Behauptung ohne Schwierigkeit dureh transfinite Induktion. 

35*9*2. Ist f eine Funktion auf E , so ist. dam it fa (L (E) (bzu\ 
/e(L(F)) sei, noticendig und hinreichend. dap [f (Jr) >- ?/] a s £- {E ,■ Fj) 
(bzic. [f(x) < y)a SB* (E ' R x )) sei. 

Xotwendig: Bedeutet >Sdie Sehrankungstransformation, so ist [f(x) i> y j 
= I s (/ (■*)) > # (*/)] • Setzen wir S (f (a-)) — S (y) == g (a, g} ? so ist 
daher aueh [/ {x) > y] = [g (x. ?/) > 0]. Fassen wir .S’ (/ {x)) und — .S’ (y) 
auf als diejenigen Funktionen in E x R 1 , die dem Punkte (x, y) a E ; R x 
den Funktionswert .S (f (x }) bzw. — .S’ (y) zuordnen, so ist naeh 35* 1*2 und 
35*9*1 S (f (a:)) a CL (E R x ) und — S (y) ist eine stetige Funktion in E > F x , 
also ebenfalls — S (y) a (E>: R^ . Naeh. 35*1*2 ist also aueh S (f (x)) 
— S (y) e (L (E X Rj) , somit nach 35*2*1 [g (x, y) > 0] e iB* (E x F x ), d. h. 
[/ (:r) > g] a SB* (F X F a ). Hinreichend: Sei [/(.r) ;> y\ = J/; nach 
Anna hm e ist df e (Fx F x ) - Flir jedes z a R x besteht die Schicht Mf f 
von JL I (§ 20, 4) aus alien x a E mit / (x) ;> s , d. h. es ist J/, 11 — [/ (x) ;> z \; 
nach 33*7*1 ist JP 1} £ SB’ (F): also ist [f (x) > c] f iB* (F) fiir alle z e R x : 
naeh 35*2*1 ist somit / e QL (F) . 

35*9*21. 1st f eine Funktion auf F, so iaf, damitfe&i (F) sei, noticendig 
und hinreichend , [/ (F) > </] e iB 1 (F X F^} [/ (^) <X g j f S -B’ (Fx F 3 ) 

sei. 

Dies folgt unmittelbar aus 35*9*2. 

35*9*3. 1st fe dl (F), so ist [f (i) = y\ a ^ (Fx F 3 ). 

Denn [/ (x) = y] = [f (x) ^ y] . [f (x) > y ], und aus 35*9*21 folgt dureh 
Komplementbildung nach 33*4*2: 

If (x) <:y]e <8. (E x R x ) , [/ (x) X y] e (F X F x ). 

Cm zu bewelsen, daB fiir $ = 1 hiervon aueh die Cmkehnmg gilt, zeigen 
wir zunachst: 

35*9*4. 1st P eine eindeutige Abbildung von E auf eine Punktmenge 
des metrischen Raumes E', so ist . darnit P stetig sei. noticendig und , 
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wenn W in sich JcompaJct ist, auch hinreichend, dap die Menge M alter 
Punkte ( x , P{x)) (xsE) von ExE' abgeschlossen sei in ExE'. 

Notwendig: Sei (x, y)eM° ; wir habenzu zeigen: (x,y)sM. Naeh 17.3-0 
gibt es in M eine Folge von Punkten (x n , y n ), so dab ( x n , y n ) -*(x,y); wegen 
(x n , y n ) e M ist y n = P(x n ), und nach 20-1-1 gilt somit: x n — x , P(x n ) — y ; 
weil P stetig, gilt aber nach 28-1-21: P ( x n ) —> P(x), also ist y = P(x), mithin 
( x ) y)sM. Hinreicbend: Sei xsE, x n eEu.nd x n ~>x; setzen wir y n == P(ar n ), 
so ist (a? n , y n )eM. Sei y ein Haufungspunkt von ((*/ n )) in E '; nacb 17.3-53 
gibt es in ((«/„)) eine Teilfolge ((y n )) mit y. Nach 20-1-1 gilt dann 

lim {x nv , y n ^ — {x,y)\ nnd da M abgeschlossen und (x n ^ , y n J s M, ist 

aueh (x, y) s M, d. h. es ist y — P (x). I>ie Folge (( y n )) hat also den ein- 
zigen Haufungspunkt P(x), nach 17-3-4 gilt also y n —> P (x), d. h. P (x n ) 
-*■ P (x), also ist P stetig nach 23-1-21. 

Fur E' — R x erhalten wir aus 35-9-4, folgenden Satz, der die Urn- 
kehrung von 35-9-3 fur £ = 1 enthalt: 

35*9*41. 1st f eine Funktion auf E, so ist, damit f stetig sei, notwendig und 
Jiinreichend, dap die Menge [/ (x) — y\ abgeschlossen in ExR x sei. 

Wir kommen auf die eine Funktion / darstellende Menge [/ {x) = in 
§ 43, 2 zuriick; dort werden wir auch sehen, daJB flir £ > 1 die Umkehrung 
von 35-9-3 nicht gilt. 

Literatur: W. Sierpihski, Fund. math. 2 (1921) S. 74. A. Lindenbaum, 
Atm. soc. Pol. 10 (1931). 


§ 36. Halbstetige Funktionen. 

1. Halbstetigkeit in einem Punkte. Sei E ein metrischer Raum, 
A ^ E und / eine Funktion auf A. Anschliebend an 25-6-1 definieren wir: 
/ heibt oberhalb (bzw. unterhalb) stetig 1 ) im Punkte as A, wenn fur 
jede Folge ((a n )) aus a mit a n -^a gilt: lim f (a n ) ^ / (a) (bzw. lim / {a n ) 

n 

^ f ( a ))‘ 1st / oberhalb (bzw. unterhalb) stetig in a, so auch S (/), wo S 
die Schrankungstransformation (§ 25, 2) bedeutet. 


1 ) Die Aus sage: „die Funktion f ist oberhalb (unterhalb) stetig im Punkte a lt 
besagt demnaeb keineswegs, dab die eindeutige Abbildung, die jedem Punkte x s A 
den Punkt f(x) s P x zuordnet, oberhalb (unterhalb) stetig ist im Sinne von § 21. 
Vielmehr ist nach 23-1-1 diese Abbildung dann und nur dann oberhalb (unter¬ 
halb) stetig im Punkte a, wenn die Funktion f stetig ist im Punkte a. 
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3611. Damit f oberhalb ( bzw. unterhalb) stetig sei im Punkte a e A. 3 ist 
notwendig und hinreichend, daft es zujedem y > / (a) (bzw. zu jedem yCf (a)) 
eine Umgebung U a gebe, so da/3 f (x) < y {bzw. f {x) > y ) fur alle xeAU a . 

Notwendig: Ist y eine Zahl > / {a) s zu der es keine solche Umgebung 

gibt, so gibt es ein a n s A K a \_ mit / ( a n ) ^ y\ dann ist a n —► a 3 lim / ( a n ) 

n n 

^ y>f( a )l also ist / nicht oberhalb stetig in a. Hinreichend: Ist ((a n )) 
eine Folge aus A mit a n — a, so gilt a n s U a fur fast alle n 3 also / (a n ) C y 
fur fast alle n , also Km / (a n ) <: y. Da dies fur jedes y > f {cl) gilt, ist Km f {a n ) 
:£/(«)* 

Als Analogon zu 26*2*4 erhalten wir: 

36*1*2. Damit f oberhalb {bzw. unterhalb) stetig sei im Punkte a s A, ist 
notwe'udig und hinreichend , dap f {a) — f ( a) (bzw. f {a) — f (a)) sei. 

Notwendig: Ist f {a) <Cf {a), so gibt es ein y, so daB / {a) <C y f {a); 
nach 26*2*11 gibt es dann in jeder Umgebung U a ein x e A, so daB f {x) > y, 
also ist/ naeh 66*1*1 nicht oberhalb stetig in a. Hinreichend: Dies folgt 
unmittelbar aus 86*1*1 und 26*2*11. 

36*1*21. Damit f oberhalb {bzw. unterhalb) stetig sei im Punkte a e A h , ist 
notwendig und hinreichend 3 dap f {a) ^ / 1 {a) (bzw. f {a) / 3 ( a )) sei. 

Dies folgt aus 86*1*1 und 27*2*11. 

36*1*3. Damit f stetig sei im Punkte as A, ist notwendig und hinreichend , 
dap f sowohl oberhalb als unterhalb stetig sei in a. 

Dies folgt aus 26*2*4 und 36*1*2. 

36*1*4. Die Aussage ,,f ist oberhalb stetig in a ec ist gleichbedeutend mit 
33 — / ist unterhalb stetig in a". 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition oder aus 36*1*1. 

36-1*5. Sind f 3 g Funktionen auf A, die oberhalb {bzw. unterhalb) stetig 
sind im Punkte as A, so sind auch die Funktionen max (f {x) } g (x)), 
min (/ {x), g {x}) oberhalb {bzw. unterhalb) stetig in a. 

Dies folgt unmittelbar aus 36*1*1. 

36*1*51. Sindf, g Funktionen auf A, ist B der Bereich vonf + g, und sind 
f, g oberhalb {bzw. unterhalb) stetig im Punkte a s B, so ist auch f -f- g ober¬ 
halb {bzw. unterhalb) stetig in a. 

Sei y > f {a) -j- g {a ); dann gibt es Zahlen y f > y" y so daB y r > / {a), 
y” > 9 {d)> y f + y" ^ y\ nach 36*1*1 gibt es ein U a , so daB f {x) C , 
g {x) < y" fur aKe x s A U a ; dann ist f (x) -f g (r) < y' + y" ^ y fur alle 
x e B U a , also ist f -f 9 oberhalb stetig in a nach 36*1*1. 
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36*1*52. Sind f, g Funktionen auf A, ist B der Bereich vonfg, sind f, g 
oberhalb {bzw. unterhalb) sietig im Punkte a s B, und gibt es eine Umgebung 
U a , so da(3 f ( x) ^ 0, g (x) ^ 0 fur alle x s B U a , so ist f g oberhalb {bzw. 
unterhalb ) stetig in a. 

Der Beweis ist analog dem von 3 6* 1-51. 

Sei 9k eine Menge von Funktionen auf A. Dann gilt in Erganzung zu 
29-2-3: 

36*1*6. Sind alle fs HR unterhalb {bzw. oberhalb) stetig im Ptmkte a s A, 
so ist auch sup / {x) unterhalb {bzw. inf / {x) oberhalb) stetig in a. 

Sei g {x) — sup f (x); ist y < g (a), so gibt es ein fe HR, so daB auch 

feWi 

y <C.f {a ); nach 36-1*1 gibt es ein U a , so daB /(as) > y fiir alle x s A U a ; 
dann ist auch g (x) > y fiir alle x & A U a , also ist g unterhalb stetig in a 
nach 36-1-1. 

36*1*61. Sind alle f s 90t stetig im Punkte as A, so ist sup f {x) unterhalb, 
inf f {x) oberhalb stetig in a. 

is®i 

Dies folgt aus 36-1-8 und 36-1-6. 

36*1*7. Ist {{f n )) eine monoton wachsende {bziv. abnehmende) Funktionen- 
folge auf A, und sind alle f n unterhalb {bzw. oberhalb) stetig im Punkte a & A, 
so ist auch lim/ n unterhalb {bzw. oberhalb) stetig in a. 

n 

Dies folgt unmittelbar aus 36-1-6. 

2. Halbstetige Funktionen. Die Funktion / auf A heiBt oberhalb 
(bzw. unterhalb) stetig, wenn sie oberhalb (bzw. unterhalb) stetig ist 
in jedem Punkte as A. Satz 25-8-1 ist enthalten in: 

36*2-1. Ist f eine oberhalb {bzw. unterhalb) stetige Funktion auf A, so ist 
fiir jedes y die Menge [f {x) c y] {bzw. [/ {x) > yf) offen in A, und die Menge 
[/ {x) ^ 2 /] {bzw. [f {£) ^ yf) abgeschlossen in A. 

Sei M — [f {x) C y\ und a s M, d. h. y > / {a) ; nach 36-1-1 gibt es ein 
U a3 so daB f {x) <C y fiir alle x s A U a ; also ist A U a £ M, also ist M offen 
in A, und somit A — M = [f {x) ^ y\ abgeschlossen in A. 

Bezeichnet wie in § 35 (£ {A) das System der stetigen Funktionen auf 
A, so gilt: 

36*2-2- Hamit die Funktion f auf A oberhalb {bzw. unterhalb) stetig sei, ist 
notwendig %md hinreichend, da(3 fs(£ 1 {A) {bzw. f s (P- {A)) sei. 

Notwendig: Sei / oberhalb stetig. Nach 36-2-1 ist [f {x) < y] offen in 
A, d. h. [f {x) <C y] s iQ 1 (~4) ; nach 35-2-1 ist also f s (^1). Hinreichend: 
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1st / £ (-4), so ist / = lira f n , wo f n ^ 1 f n und /„ stetig; nach 36*1*7 ist 

dairn / oberlialb stetig. 71 

Aus 36*2*2 folgt vermoge 35*2*1 die Umkehrung von 36-2*1: 

36-2-21. Ist feine Funktion auf A, und ist [f(x) < y] ( bzw. [f(x) > y\) 
offen in A f ur alle y e P x , so ist f oberhalb (bzw. unterhalb) stetig. 

Satz 25-7*21 ist entlialten in: 

36*2*3- 1st A in sich kompakt und f eine oberhalb (bzw. uiiterhalb) stetige 
Funhtion auf A, so gibt es einen Punkt as A, in dem f(a) ein absolutes 
Maximum (bzw. Minimum) ist. 

Sei z = sup f (x ); dann gibt es in A eine Folge ((«•„)) mit / (a n ) z. Xach 

CCS A 

17*2*31 bat (( a n )) einen Haufungspunkt as A, und naeb 17*3*53 gibt es in 
((<% n )) eine Teilfolge ((a n J), so daB a n ^a; da f(a n )-*z, und / oberhalb 
stetig, ist dann f (a) ^ z, also, da z = sup f(x) war: / (a) — z, d. k. f(a) ist 
absolutes Maximum von /. xeA 

36*2*31* 1st A in sich Icompakt , so ist jede oberhalb (bzw. unterhalb ) stetige, 
endliche Funktion auf A nach oben (bzw. unten) beschrdnkt. 

Dies ist entkalten in 36*2*3. 

36*2*4* Ist A in sich kompakt, ist f eine nach oben beschrankte oberhalb 
stetige, g eine nach unten beschrankte unterhalb stetige Funktion auf A, und ist 
f <; g, so gibt es zu jedem <3 > 0 ein a > 0, so daft fiir je zwei Punkte a e A, 
a's A mit a a' < a gilt: f (a) < g (a r ) 4- d. 

Anderenfalls gabe es ein 6 > 0 und fiir jedes n zwei Punkte a n e A, 

a n s A mit a n a' n < ~ und / ( a n ) ^ g (a' n ) 4-<5. Da A in sich kompakt, hat 
(( a n )) einen Haufungspunkt a e A, und dureh "Ubergang zu einer Teilfolge 
konnen wir annehmen za n -+a; wegen a n a n < ~ gilt dann auch a' — a. Weil / 
oberhalb stetig, ist f (a) ^ hm/(a n ), wegen f (a n ) ^ g (a' n ) -f-<5 also auch 

n 

f (a) ^lim g(a n ) -j-(5; weil g unterhalb stetig, ist g(a) g(a n ) ^lim g(a'f ); 

n n n 

es ware also / (a) ^ g (a) -j- 5; da nach Annahme / (a) C -h oo, g (a) >*■ — oc, 
miissen hierin f (a) und g (a) endlich sein, so daB daraus / (a) > g (a) 
folgen wiirde, entgegen der Annahme f g . 

Setzen wir in 36*2*4 f = g, so ist / stetig, und die Aussage von 36*2*4 
geht iiber in die Aussage, daB f gleichmaBig stetig ist (vgl. 25*7-31). 

36*2*5* Ist A eine Toungsche Menge, und ist f eine oberhalb (bzw. unter¬ 
halb) stetige Funktion auf A, so ist f punktweise unstetig. 

Dies folgt wegen 36*2-2 aus 28*8*2. 
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36-2-6. 1st g eine oberhalb, h eine unterhalb stetige Funktion auf A und 
g <& h, so gibt es eine stetige Funkbion f auf A, so dctfi g ^ f h. 

Dies folgt wegen 36-2-2 und § 35 (1) aus 85-3-1. 

36-2*7. 1st A^E und cp eine oberhalb ( bzw . unterhalb) stetige Funktion 
auf A, so gibt es eine oberhalb {bzw. unterhalb) stetige Funktion f auf E, 
so dafi q> — A If. 

Dies folgt wegen 36-2-2 aus 35-3-2. 

Literatur: Die Grundziige derTheorie der halbstetigen Funktionen, insbesondere 
auch Satz 36*2*2, stammen von R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 6; Bull. soc. 
math. 32(1904) S. 125. Satz 36*2*4 stammt von W. Sierpinski, Fund. math. 9 (1927) 
S. 1, Satz 36*2*6 von H. Hahn, Wien Ber. 126 (1917) S. 103. 

3. Beispiele halbste tiger Funktionen. Sei wieder E ein metrischer 
Raum und A Qj E. 

36-3*1. 1st f eine Funktion auf A, so ist ihre obere {bzw. untere) Schranken- 
funktion f (bzw. f) eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige Funktion auf A 0 . 

Aus 26-1-5 folgt: ist y > f (a), (bzw. y<Zf(a)), so gibt es eine Um- 
gebung U a) so da6 f{x)<Cy (bzw. f(x)> y) fur alle xsA°U a . Die Be- 
hauptung folgt nun aus 36-1-1. 

36-3-11. Ist f eine Funktion auf A, so ist ihre Schwankung co eine oberhalb 
stetige Funktion auf A 0 . 

Nach § 26, 3 ist co (x) = || / (x) — f (x) || — S (/ (a:)) — S (/ (ce)) , wo S die 
Sehrankungstransformation bedeutet. ISTach 36-3*1 ist f {x) oberhalb, / (x) 
unterhalb stetig; also ist auch S (/ ( x )) oberhalb, S (/ (x)) unterhalb stetig; 
nach 36-1-4: ist — S (/ (#)) oberhalb stetig, also nach 36-1-51 auch 
«(/(*»->? (/(*»- 

36-3-12. 1st f eine Funktion auf A, so ist ihre reduzierte obere (bzw. untere) 
Schrankenfunktion f 1 {bzw. f 1 ) eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige Funktion 

auf A 1 , und ihre reduzierte Schwankung co 1 eine oberhalb stetige Funktion 
auf A 1 . 

Dies folgt aus 27-1-5. 

36*3*13- 1st f eine Funktion auf A, so ist ihre obere (bzw. untere) Schranken¬ 
funktion bei Vernachlassigung von Wl-Mengen f {mi) (bzw. / (9Jl) ) eine oberhalb 
{bzw. unterhalb) stetige Funktion auf A 0 , und ihre Schwankung bei Vernach- 
lassigung von Mengen coeine oberhalb stetige Funktion auf A 0 . 

Dies folgt aus 27-4-3. 



§ 36. Halbstetige Funktionem 


36-3-2- 1st f eine oberJialb ( bzw. unterhalb) stetige atif A, ist 

B dicht in A und fix) ^ y (bzw. f (x) ^ y) fiir alle 
[f {£) > V ] (bzw. die Menge [f (x) < y]) von erster Kategorie in "A7 : 

Sei y = 11m y n , y n > y ; nach 30-1-2 ist darrn [/ (x) >■ y] = S [f (x) ^ y B ] ; 

71 n 

es geniigt also, zu zeigen: die Menge [fix) ^ y n ] ist nirgends dicht in A; 
und da sie nach 36-2-1 abgeschlossen in A ist, geniigt es nach 11-2-111 zu 
zeigen, daB [/ (x) ^ y n ] keinen in A offenen Teil fjA hat. Ware <2einnicht 
leerer, in A offener Teil von [/ ( x) ^ ?/„], so gabe es nach 11-1-3 ein as BG 
und, weil G often in A, ein U a , so daB A U a g <2, also fix) ^ y n fur alle 
xeA U a ; dann ware nach 26-2-11 f (a) ^ y n > y , entgegen der Voraus- 
setzung. 

36-3-3- Ist f eine Funhtion auf A , so ist 3 damit Hire SchwanJcung co(x) <: I 
sei fiir alle x & A, notwendig und hinreichend, dap es eine stetige Funhtion 

h 

f* auf A gebe , so dap ||/* ( x ) — fix) || ^ — fur alle x e A. 

Jj 

Notwendig: NTach 36-3-1 ist / oberhalb, / unterhalb stetig, also auch 
tS if) oberhalb, S (/) unterhalb stetig. Wegen co — S if) — S if) ^ 7c ist 

S (/) — \ ^ S if) + . Da hierin S (/) — | oberhalb, S if) + unter¬ 

halb stetig, gibt es nach 36-2-6 eine stetige Funktion /**, so daB S if) 
h h 

-<;/**^ S (/) + — ; indem wir nach § 30 (3*1) /** ersetzen durch 

(f**)~i> honnen wir annehmen: — 1 <; /** 1. Setzen wir jS* 1 if**) = /*, 

so ist f* stetig und S (/) — ^ ^ S (/*) ^ 8 (f) + ~, und da S (/) <; S (/) 

ist£(/)-| d.h. II/--/II s:|. Hin- 

reichend: Sei a:siund 2 >^; wir wahlen £ ;> 0 so klein, daB Jc e < z ; 
wegen der Stetigkeit von/* gibt es ein U xi so daB | S (/* (x')) — £(/*(#)) J 

<^-fiir alle x'sAU x ; nach Annahme ist || /* (x') — fix') [| ^ ~, d. h. 

I $ (/* (O) — £ (f(x ')) | <1 also ist | 8 (fix') — 8 (/* (*)) I < | + | 

alle a/ Z7^, also auch | $ (f(x")) — S (/* (#)) | <C ~ firr alle x" eAU Xf 

also [ S(fix')) — S (f{x")) | Cs+hCz fiir alle x'sAU X3 x"sAU x> 
d. h. \\fix') — fi x ") [| <z fiir alle aIsAU xt x"sAU x ', nach 26-3-11 ist 
demnach co(x)<Z.z, also auch co ix) <Hk. 

Literatur: R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 6. Zu Satz 36-3-3: 
H. Hahn, Wien Ber. 126 (1917) S. 91. 
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4. Bairesche Funktionen und halbstetige Funktionen. Sei E ein 
metrischer Eauin, / eine Funktion auf E. Daim gilt: 

36*4-1. Ist f stetig bis auf eine Wl-Menge, so gibt es eine oberhalb ( bzw. eine 
unterhalb) stetige Funktion auf E, die sich von f nur in den Punkten einer 
W:-Menge unterscheidel. 

Sei M eine 201-Menge und (E — M) 1/stetig; da nach Eigenschaft 1.) und 
3.) der 201-Mengen (§ 27, 4): ( E — fur jede in E offene Menge 

G ff) A, ist nach 11*1*3 E — M dicht, also nach: 11*1*1 {E — M)° = E. 
Setzen wir (E — M ) 1 / = g, so ist also nach 36*3*1 die obere (bzw. untere) 
Schrankenfunktion g (bzw. g) von g eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige 
Funktion auf E. Da nach Annahme g stetig, ist nach 26*2*4 g (.r) — g (x) 
= g ( x) = f (x) fiir alle x e E — M, also ist [g ( x) =b / (a;)] ^ M, somit nach 
Eigenschaft 1.) der 901-Mengen eine 201-Menge, ebenso [g (x) =#/(;£)]. Also 
leistet g (bzw. g) das Verlangte. 

36- 4*2. Ist f eine Bairesche Funktion im Youngschen Paume E, so gibt es 
eine oberhalb {bzw. unterhalb) stetige Funktion auf E a die mitf in alien Punkten 
einer Mesidnahnenge iibereinstimmt. 

Nach 35*5*2 ist/stetig bis auf eine Menge erster Kategorie; die Behaup- 
tung folgt also aus 36-4*1, indem man dort unter den 201-Mengen die Mengen 
erster Kategorie versteht. 

§ 37. Funktionen erster, zweiter und dritter Klasse. 

1. Funktionen erster Klasse. Ist E ein metrischer Raum, so sind nach 
§ 35 (1) oder nach 36*2*2 und 36*1*3 die (£*-Funktionen in E nichts anderes 
als die stetigen Funktionen. Wir betrachten nun die (£§-Funktionen in E } 
die wir wie in § 35, 1 auch als die Funktionen erster Klasse in E be- 
zeichnen. 

37*1*1. 1st f eine Funktion erster Klasse im Youngschen Paume E und ist A 
ein G s in E s so ist A If punktweise unstetig. 

Nach 19-1*2 ist A eine Yoimgsche Menge; nach 35*3*3 ist A 1 /eine Funk¬ 
tion erster Klasse in A, d. h. A 1/e (£f {A), also nach 35*1*5 A 1/e (£* (-4); 
die Behauptung folgt also aus 2S-8-2. 

37- 1-2. Ist f eine Funktion im separablen Youngschen Paume E } so ist , 
damit f von erster Klasse sei , notwendig und hinreichend , daft es in jeder 
in E perfekten Menge P jf) A einen Stetigkeitspunkt von P If gebe. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 37-1*1. Hinreichend: Nach An¬ 
nahme gibt es in jeder perfekten Menge P jf) A einen Punkt, in dem P If 
stetig, also nach 35*7*1 eine (^-Funktion, mithin auch eine (£|-Funktion 
ist; nach 35*7*4 ist also / eine (£f-Funktion, d. h. von erster Klasse in E. 
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Aus 35-7*4 folgt nur, daB, wenn/von erster Klasse in E, d. h . fs (£| (E) 
1st, es in jeder perfekten Menge P fj) A einen Punkt gibt, in dem P If 
eine (£|-Funktion ist, wahrend es nach 37-1*2 in P sogar einen Punkt gibt, 
in dem P If stetig, d. h. eine (Si-Funktion ist. Fur £ ;> 2 gilt eine solche 
Verscharfung von 35-7-4 nicht; denn ist 1 < ?; < ^ < oj 1 und gibt es in 
jeder perfekten Me:nge P 3 A einen Punkt, in dem PI/ eine (£^-Funktion 
ist, so ist nach 35-7-4 f s (2^ (E), wahrend es nach 35-8-1 G£|-Funktionen 
gibt, die nicht (^-Funktionen sind. Diese Sonderstellung des Falles f = 2 
beruht darauf, daJB 35-7-4 nur fiir $ > 1 gilt. 

3 7-1*21. 1st f eine Eunktion im separablen Youngschen Baurne E, die nur 
abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte hat, so ist f von erster Klasse. 

Nach 19-3-1 hat jede in E perfekte Menge P A die Machtigkeit N, ent- 
halt also gewiB einen Stetigkeitspunkt von PI/; die Behauptung folgt 
also aus 37-1-2. 

37-1-3. In einem abzahlbaren Baume E ist jede Eunktion von erster Klasse. 

Jeder Teil_4 von E ist abzahlbar, also ein E c , also A s iS 2 (E) ; insbesondere 
ist also [/ {£) 7> y] £ $8 2 ( E ), [/ (cc) < y] e $8 2 (E), also nach 35-2-2 f e (£§ (E). 

37-1-4. Ist E ein separabler Youngscher Baum und 21 ^2 E, so ist, damit 
21 s $8| (E) sei, notwendig und hinreichend, daft fiir jede in E perfekte 21 enge 
P ~fj A die Begrenzung G von 21P in P nirgends dicht in P sei. 

Notwendig: Ist / die charakteristische Funktion von 21, so sind die 
Aussagen: 21 s ( E ) und/s (£§ ( E ) nach 35-2-41 gleichbedeutend. Offen- 
bar ist C identisch mit der Menge der Unstetigkeitspunkte von PI/. 
Nach 10-6-4 ist C abgeschlossen in P; ware C nicht nirgends dicht in P, gabe 
es also nach 11-2-111 eine nicht leere, in P offene Menge G 5 C; da P ein G $ 
in E, steht dies im Widerspruche mit 37-1-1. Hinreichend: Ist G nirgends 
dicht in P, so gibt es einen Punkt as P — C; da a Stetigkeitspunkt von PI/, 
folgt die Behauptung aus 37-1-2. 

37-1-41. 1st E ein separabler Youngscher Baum und A eine abzahlbare 
Jlenge E, so ist, damit A e $8f (E) sei, notwendig und hinreichend, daft A 
separiert sei. 

Notwendig: Sei B ein nicht leerer insichdichter Teil von A ; nach 12-5-3 
ist B° perfekt; nach 11-3-12 ist B dicht in B°, also auch A B° dicht in B° ; 
und da A B° abzahlbar, also nach 19-4-5 von erster ELategorie in B°, und da 
B° nach 19-1-2 eine Youmgsche Menge, ist nach 19-7-51 auch B° — A 
dicht in B°; also ist jeder Punkt bs B° Begrenzungspunkt von A B° in B°, 
also ist nach 37-1-4 A ~ s 33| (E). Hinreichend: Sei P eine perfekte 
Menge f) A . Ist A separiert, so ist nach 12-6-2 auch A P separiert, und 
nach 12-6-4 ist A P nirgends dicht in P; also ist nach 11-2-12 auch (A P) & 
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nirgends dicht in P, und da (A P)° die Begrenzung von A P in P ist. 
folgt die Behauptung aus 37-1-4. 

Literatur: Satz 87'1*2 stammt von R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 16; 
Bull. soc. math. 28 (1900) S. 173. Naheres iiber v 18 §-Mengen: F. Hausdorff, Mengen- 
lehre S. 170. 


2. Funktionen erster Klasse und halbstetige Funktionen. Wegen 
= C ©1 nach 86-2-2 die halbstetigen Funktionen auch 

(£§-Funktionen, d. h. Funktionen erster Klasse. Nach 85-1-4 ist demnach 
auch die Summe einer oberhalb und einer unterhalb stetigen Funktion, 
oder, was nach 36-1-4 dasselbe heiJBt, die Differenz zweier oberhalb stetiger 
Funktionen eine Funktion erster Klasse; umgekehrt ist nach 34-4-4 jede 
Treppenfunktion erster Klasse eine solche Differenz, also ist nach 34-4-31 
jede Funktion erster Klasse durch Funktionen, die Differenz zweier ober¬ 
halb stetiger Funktionen sind, gleichmaBig approximierbar. Hingegen ist, 
wie wir nun an einem Beispiel im zeigen wollen, nicht jede Funktion 
erster Klasse Differenz zweier oberhalb stetiger Funktionen. 

Nach 12-9-3 gibt es im Intervalle [a 3 6] des P 1 eine abzahlbare, abge- 
schlossene Punktmenge A n , so daB (A n y^)A fur i ^ 2n, (A n ) 2n+1 = A . 


Nach § 12 (8*2) ist, da nach § 12, 9 fur abgeschlossene Mengen die i-te Ab- 

2 n 

leitung mit der i- ten Koharenz iibereinstimmt: A n = (( A n y — ( A n ) i+1 ) - 

Da nach 12-8*21 der insichdichte Kern von A n leer ist, ist A n separiert, 
also nach 12-6-2 wegen {A n ) % CJ A n auch {A n y; nach 12-7-2 ist also die 
Menge (A n ) % — (A n )' 1 ' 4 ' 1 der isolierten Punkte von {A n ) % dicht in (A n ) z > ist 
as(i n ) l+1 , d. h. ist a Haufungspunkt von ( A n y , so gibt es also in jeder 
TJmgebung U a einen Punkt x e (A n y — (^T n ) i+1 . 

Wir definieren nun, wenn h eine positive Zahl bedeutet, eine Funktion 
auf A n durch: 




f{x, Jc s A n ) 


0 auf (A n f v — (A n f v+X 
■> Jc auf (A„) 2v+1 — (AJ 2v+2 


37-2-1- Ist f (x, Jc s A n ) = g ± (cc) —- g 2 (x), wo , g 2 oberhalb stetige Funk¬ 
tionen auf A n bedeuten , so gibt es zwei Punlcte x r s A n , x” s A n / so daft 
9i (&) — 9i (<&") > (n — 1) h . 

Sei x 2n s(A n ) 2n ; dann gibt es, wie eben bemerkt, in jeder TJmgebung 
von x 2n ein xs (A n f n ~' L — (A n )' 2n , und da g ± , g 2 oberhalb stetig, gibt es 

somit ein x Zn _ x e {A n f n ~ x — (A n ) 2n , so daB g, (x 2n _^ < g 1 (x Zn ) + A 

(j =1,2); ebenso gibt es ein x 2n _ 2 e {A n ) 2n ~ 2 — (A n ) 2n ~ 1 , so daB g,j (x 2n _ 2 ) 
k 

<9f( x 2n-i) ~^2n = 1? 2 ) usf * ; es gibt als ° ein € ~ ( A »y +1 * 
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k 

so daB g } (a; M ) < g } (a?i) -j-^ (z = 1,2 , . . 2 n). Wegen g 1 (x) —~ g 2 (x) 

= / (*, &, -4„) ist dann: g t (x. 2i _„) = S', (x. 2i _„) < g - 2 + ~ = & (a^,) 

k k Jc 

— ^ -f 2 ^ < 9i (^ 2 i) — ^ H- “ > also Si (* 2 i- 2 ) < Si (^ 2 i) 

2 , ...,%); durch Addition dieser ?i Ungleichungen erhalt man g ± (x Q ) 

C g 1 (x 2n ) — nk 1c 3 oder, indem man x 2n = xJ , x 0 = x" setzt: g 2 ( x') 

— Si (&") > (n — 1) k . 

37*2*2 . Es gibt eine Funlction erster Klasse im JR 1 , die nicht Differenz 
zweier oberkalb stetiger FunJctionen ist. 

Seien ^ , r 2 , . . . , r n , . . . die samthchen rationalen Punkte des , und 

sei A n eine abzahlbare abgesehlossene Punktmenge in j r n — r n -|- , 

so daB {A.ff'ff) -dL fiir i <; 2 n , (A n ) 2w ' i ' 1 = A. Pa die A n nirgends dicbt sind, 
konnen sie ohne weiteres als disjunkt angenommen werden. Wir setzen 
S A n = B , und definieren, indem wir von ( 2 ) Gebrauck machen, eine Funk- 

n 

tion / (x) im durck: 

f (x) = f {x , A n j fur xsA n , f (x) — 0 fiir a; e — B. 

Dann ist / stetig in alien Punkten von B x — B , und da B abzahlbar, ist f 
von erster Kllasse nack 37-1*21- Wir zeigen nun, daB /nicht Pifferenz zweier 
oberkalb stetiger Funktionen ist. Angenommen, es ware / — / x — / 2 , wo 
J ± , / 2 oberkalb stetig; dann sind A n 1 f ± , A n 1 / 2 oberkalb stetige Funktionen 

auf A n , und wegen A n lf x — A n A„j gibt es nack 37*2-1 

71 - 1 

zwei Punkte x r e A n , x" e A n , so daB / x {x') — f ± ( x") z> ——— - Und da es 

zu jedem nock so kleinen Interval! [a, b ] unendlick viele n gibt, so daB 
A n Cj [a, 6 ], kann/jL in keinem Punkte des B 1 stetig sein; wegen 33-2*5 aber 
ist dies ein Widerspruck gegen die Annahme, f t sei oberkalb stetig. 

Literatur: W. Sierpinski, Fund. math. 2 (1921) S. 15; St. Mazurkiewicz, 
Fund. math. 2 (1921) S. 28. 

3. Funktionen zweiter Klasse. Ist E ein metrischer Raum, so kaben 
wir die F unkt ionen aus (£| {E) als Funktionen zweiter Klasse in E bezeichnet. 
Wegen (S 2 (E) £ <£3 (E), (S 2 (E) £ (£§ (E) sind insbesondere die (T 2 -Funktionen 
und die CS 2 -Funktionen von zweiter Klasse. 

37*3*1. 1st ((f n )) eineFolge stetiger FunJctionen auf E, so ist lim f n s © 2 (E), 
lim /„ g 6 ? (E). 


Hahn, Eeelle Punktionen. 


20 
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Setzen wir f n = sup so ist nacli 36-1*6 f n unterhalb stetig, also nacb 
36-2-2 /„ £ G 1 (E) ; da lim /„ =lim/„ und f n+1 <£ f„ , ist also lim f n E g 2 (E) . 

n n n 

37-3-11. 1st f (x, t) fur jedes t aus (a, b) eine stetige Funktion von x auf 
E , so ist lim / {x, t ) e (£ 2 (&)> f(x,t)e(£ 2 ( E ), ebenso lim / (x, t) s (£ 2 (E ), 

t-^a-r-Q t-+a+ 0 t~>b- 0 

lim / ( x , t) e (£ 2 {E). 

t-±bZQ 

Sei ((b n )) eine abnekmende Folge aus ( a , b) mit b n -> a, und sei f n (x) 
= sup / (x, t) ; nach 36-1-6 ist f n ( x ) unterhalb stetig, also f n e (S 1 (E) ; 

te(a, b n ) 

da lim / (x 3 t) = lim/ n (x), und / n+1 (rr) ^ f n (x), ist lim f (x, t) e & 2 (E) * 

t —»-a-r-0 n. £— >a+0 

37-3-2. U nierscheidet sick g von einer Funktion f erster Klasse in E nur in 
abzahlbar vielen Punkten, so ist g von zweiter Klasse in E. 

Denn ist f e ©I, so ist auch f & (£|, also nach 35-2-6 auch g s (£' 3 . 

Z. B. ist nach 37-3-2 die Funktion g (x), die — 0 ist fur alle irrationalen 
x und = 1 fur alle rationalen x des R ± , von zweiter Klasse im R 1 ; und zwar 
ist sie, da die Menge der rationalen Punkte nach 33-1-5 eine 93 2 -Menge 
und nach 19-2-2 keine 33 2 -Menge ist, nach 35-2*4 genau eine (£ 2 ~Funktion. 
Sind r ± , r 2 , . . . , r n , ... die samtlichen rationalen Punkte des R 1 , so ist 

g (or) = lim lim JE 7 e ~ v( ‘ x ~ r ^*. 

n v i=i 

Sei E ein Youngscher Raum, dessen insichdichter Kern ~f) A ist; nach 
19-2-1 gibt es ein in E nirgends dichtes reduziertes (§ 24, 2) dyadisches Dis- 
kontinuum B ; nach 24-2-4 ist B eine 93 2 -Menge in E ; hingegen ist B nicht 
$ 8 2 -Menge in E ; denn dann ware, wenn A das dyadische Diskontinuum 
bezeiehnet, aus dem B durch Weglassen abzahlbar vieler Punkte ent- 
standen ist, nach 33-4-72 auch jBe $ 8 2 (d), also A —Re93 2 (M); es ware 
also die abzahlbare, insichdichte Menge A — B eine Youngsehe Menge, 
im Widerspruche zu 19-2-2. Da somit 93 genau eine 93 2 -Menge in E , ist 
die charakteristische Funktion g von B nach 35-2-4 genau eine (£ 2 -Funktion 
in E, also von zweiter, aber nicht von erster Klasse; und weil B nirgends 
dickt, ist sie punktweise unstetig in E. 

37-3-3. A uf jedem separablen, insichdichten Youngschen Baume E gibt es 
Funktionen zweiter Klasse, die nicht aus einer Funktion erster Klasse durch 
Abdnderung der Funkbionswerte in abzahlbar vielen Punkten entstehen. 

Sei H 1 , H 2 , . . . , H n , . . . ein ausgezeichnetes System in E offener Mengen 
(§ 13, 1); nach 19-1-2 und 12-4*21 ist H n eine insichdichte Youngsehe Menge ; 
nach 19-2-1 gibt es also ein in H n nirgends dichtes dyadisches Diskonti- 
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nuum B n ; wir setzen Y B n — JB und bezeichnen mxt f die charakteristische 

n 

Funktion von B. Da nach 18*9-8 B n abgeschlossen, ist B e S 8 2 (E), also ist 
nach 35*2*4 f e (S 2 (E), mitbin ist / von zweiter Klasse. Entstebe nun g aus / 
durcb Abanderung der Werte von/in den Punkten der abzahlbaren Menge 
A; wir haben zu zeigen, daB g nicbt von erster Klasse sein kann; nacb 
37*1*1 geniigt es, zu zeigen, daB g keinen Stetigkeitspunkt besitzt; und da 
g (x) — 1 fur x e B — A, g (x) = 0 fiir x s (E — B) — A, geniigt es welter 
zu zeigen, daB B — A und (E — B) — A dicbt in E sind. Sei O 3 A eine 
in E offene Menge; es gibt ein H n <^G, also aucb ein B n £= G ; da nach 
18*9*1 B n die Machtigkeit « hat, ist B n — A 3 A, also auch G (B — A) 3 A, 
also ist B — A dicbt in E nach 11*1*3. Da B n nirgends dicht, ist B von 
erster Kategorie, also aucb A -j- B von erster Kategorie, also E — (A -f- B) 
— (E — B) — A nacb 19*7*51 dicbt in E. 

Literatur: Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB/aus einer 
Funktion erster Klasse durcb Abanderung der Funktionswerte in abzahlbar vielen 
Punkten entstebe, findet man bei R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 75 und 
BL Habn, Theorie der reellen Funktionen (Berlin 1921) S. 368. 

4. Funktionen dritter Klasse. Sei E ein separabler, insichdichter 
Youngseber Raum. Wir geben ein Beispiel einer Menge B ±=E. die genau 
eine 33 s -Menge in E ist; ihre cbarakteristische Funktion / ist dann nacb 
35*2*4 genau eine (£ 3 -Funktion in E, also von dritter, aber nicbt 
von zweiter Klasse. 

Da nach 24-4-3 jeder Youngscbe Ranm homoomorph einem voHstandigen 
Raume ist, konnen wir nach 33*6*2 E als vollstandig voraussetzen. Sei 
H 1 , , . . . , H i , ... ein ausgezeicbnetes System in E offener Mengen 

(§ 13, 1); nach 19-2*1 gibt es ein in H 1 nirgends dichtes dyadiscbes Dis- 
kontinuum A 1 , und da — ( A 1 -}- A a -}-••*+ A t _ x ) offen in E , also nacb 
12-4*21 eine insichdichte Youngscbe Menge, gibt es ebenso ein in 
H i — (A x -f- A 2 -b * * . "f* A._ i) nirgends dichtes dyadisches Diskontinuum 
Ai; dann sind die A* disjunkt; da es zu jeder in E offenen Menge G 3 A 
ein gibt, gibt es auch ein A* G; und weil A* nirgends dicht, so ist 

A* — SAi von erster Kategorie in E. Da A* nacb 18*9*3 und 18*5*11 insich- 

dicbt und vollstandig, erbalt man genau so eine Folge A t x , A l2 , . . . , 
A ik , ... disjunkter, in A* nirgends dicbter dyadischer Diskontinua, so 
daB es zu jeder in A* offenen Menge G 3 A ein A ik d & gibt; dann ist 
At — S A iJc von erster Kategorie in A*. Ebenso gibt es eine Folge A ikl , 

A u .. 1 , . . . , A ikl , ... disj unk ter, in A ik nirgends dicbter dyadischer Dis¬ 
kontinua, so daB es zu jeder inA** offenen Menge G~^) A ein A ikZ ^=G 

20 * 
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gibt; dann ist A* k — S A iki von erster Kategorie in A ik usf. — Wir setzen nun. 
A a) — A*, A ( ' 2) = S A* , A <3) — S usf., und setzen weiter B = D A (n) . 

i ifc n 

Da B gj A *, ist ,5 von erster Kategorie in E; da B A^ g ^-1» ist B A i von 
erster Kategorie in A* usf. Da die Mengen A i3 A i1c , A iJc i s ... abgeschlossen, 
also ^-Mengen in E sind, sind die Mengen A*, A *, A * ilc , ... 39 2 -Mengen, 
also sind auch die Mengen A (1) , M (2) , M (3) , ... $8 2 -Mengen, und somit ist 
B a S8 3 (E ). Es ist noch zu zeigen, daB B ~ a 93g (E ), d. h. nach § 33 (4*32), 
daB nicht 

(4) B = Dim B v mit B v a $3f ( E) 

v 

sein kann. — Angenommen, es gelte (4), und sei f v die charakteristische 
Funktion von B v , / die charakteristische Funktion von B; nach 35*2*41 
ist dann f v a&\(E), und (4) ist gleichbedeutend mit: 

(4-1) / = lira f v . 

V 

Sei A if eine der Mengen A* und C v die Menge der Unstetigkeitspunkte von 
Ai 1 f v ; nach 87*1*1 und 26*5*11 ist C v von erster Kategorie in A ± , und da 
auch B A iQ von erster Kategorie in d i() , so ist auch C = B Ai q -j- S C v von 

erster Kategorie in A io , also ist nach 19*7*511 A io — <7 A. Sei e A ^ — C; 
dann ist a- L ~ a B, also nach (4) auch a ± — & B v fur fast alle v ; sei v ± so ge- 
wahlt, daB a x — a B Vi ; dann ist f Vi (a^) = 0, und da a x ~ s C Vt , also % Stetig- 

keitspunkt von A ia 1 , gibt es ein positives ^ , so daB f Vi ( x ) — 0 fur 

alle x a A io K ai 6i . — Nun gibt es unter den Mengen A ^. eine A i(j fc o ^ K a Qi : 
ersetzt man in der eben durchgefuhrten tTberlegung Ai durch , 

so sieht man: es gibt ein ct 2 a A i h , einen Index v z ^ 2 und ein positives 

£2 ^ J 2 * so daB a B und f v * ( x) — 0 fiir alle x a A*^ Qi . Ebenso 

gibt es ein i io y o £I fli?sJ ein a 3 eA iok ^, einen Index v 3 ^ 3 und ein 
positives q s ^ so daB a 3 ~ s B und f Vs (x) = 0 fur alle a? a 

usf. Wir gelangen so zu einer Punktfolge ((»„)), die wegen a n a n+1 C Q n ^ ~ 

eine Cauchysche Folge ist; da E vollstandig, gibt es also ein a a E, so daB 
a n -» a . Da a n & A ^ fiir n ^ 1 , a n a A^ fur n ^ 2, a n a A^^ fhr n ^ 3 usf., 
und da die Mengen A^, A io * o , A i( > k j Q , ... abgeschlossen, ist a a A^ , 
& £ ^i 0 & a * a € ^i a k o i 0 > - * * ^ also a a A (n) fiir alle n 3 also a a B, mithin/ (a) = 1 . 
Andererseits folgt aus A^ £ A Wa . . ., daB a a , 

a e Ka.e s > - * *; war ( x ) = 0 fiir x a A io , / v> ( x ) = 0 fiir 

* £ K a ^ usf. Also ist f Vi (a) = 0, /, a (a) = 0, f v ~{a) = 0, . . .; 
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dies aber steht wegen f (a) — 1 und v n ;> n in Widerspruch mit (4-1). 
Also ka-nn (4) nicht bestehen, w. z. b. w. 

Biteratur: R. Baire, Acta math. 30 (1906) S. 30; N. Lusin, Leg. s. 1. ensem¬ 
bles analytiqnes S. 92ff. 


§ 38- Folgen Baireseher Funktionen. 

1. Konvergente Folgen Baireseher Funktionen. Sei E ein metrischer 
Raum, ((/„)) eine konvergente Folge von (£|-Funktionen inP, und dm/ n = /; 

dann ist nach 85-1*5 wenn aber ((/„)) gleichmaBig konvergiert, ist 

nach 85-1*4 fs (£J; gleichmaBige Konvergenz ist also eine hinreichende, 
keineswegs aber notwendige Bedingnng dafiir, daB f s (£I sei. Wir geben 
eine Bedingnng an, die notwendig und hinreiehend ist. Wir setzen 
S (/„) — S (/) = r n , wo 8 die Sehrankungstransformation bedentet; dann 
sagen wir: die Folge ((/„)) ist im Pnnkte as E Sf-konvergent gegen /, 
wenn es zu jedem q > 0 eine Umgebung U a , einen Index n und ein 
g s (&| (E) gibt, so daB | r n ( x) — g (x) | <C p fur alle x s U a . 

38*1*1- 1st ((/ n )) eine konvergente Folge von (£|-P unktionen (£ :> 1) im 
separablen Paume E, und f = lim f n , so ist, damit auch f s G>} {E) sei, not - 

n 

wendig und hinreiehend, dafi es in jeder in E perfekten Mi eng e P ~ff) A einen 
Punkt gebe , in dem ((P l/„)) <£| Convergent gegen P If ist. 

Notwendig: Ist f n s <£f ( E ), /e(£f (E), so ist nach 35-1*4 aueh r n = S (f n ) 

— S (f)s (£f (E), also nach 35-3-3 auch P 1 r n e (£$ (P); somit ist ((P 1 /„)) 

in jedem P nnk te von P (Ej-konvergent gegen P 1 /. Hinreiehend: 
Ist ((Pl/J) im Pnnkte as P (Sf-konvergent gegen Plf, so gibt es zn 
jedem 0 eine IJmgebnng U a , einen Index n nnd ein g s (P), 

so daB | r n ( x ) — g (x) j < p fhr alle xs P U a , d. h. | (P 1 S (/„) — g) 

— PIS (/) | <C q fhr alle x s PTJ a \ da Pl^ (/„) — g £ C£f (P), besagt das: 
PIS (/) ist im Pnnkte a eine (£f-Funktion (§ 35, 7); nach 35-7*4 ist also 
S (f) s (£f (E), also auch fs (£| ( E ). 

Wie 35-7-4 fur £ — 2 erganzt wird dnrch 37*1-2, wird 38-1-1 fur £ = 2 
erganzt dnrch: 

38*1*2. 1st ((fn)) eine konvergente Folge von Funktionen erster Klasse im 
separablen Youngschen Paurne E, und f = lim f n , so ist , damit auch f von 

erster Klasse sei, notwendig und hinreiehend, daft es in jeder in E perfekten 
Menge P A einen Punkt gebe, in dem ((P l/ n » uniform gegen Plf kon- 
vergiert. 

Notwendig: Nach 37-1-1 sind P 1 f n und Plf punktweise unstetig; 
ist also A n bzw. A die Menge der Unstetigkeitspunkte von P 1 f n bzw. P If, 
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so sind nach 20-5-11 A n und A von erster Kategorie in P, also aueh 
B — S A n -f- A : also ist nach 19-7-511 P — B A in jedem Punkte 

n 

be P — B sind aber alle P 1 f n und P If stetig, also ist nach 28-1-1 die 
Konvergenz von ((P Iff)) gegen P 1 / uniform in b. Hinreichend: Kon- 
vergiert die Folge ((P 1 f n )) im Punkte be P uniform gegen P 1/, so ist sie 
in b auch (£|-konvergent gegen f; die Behauptung folgt also aus 88-1-1 fiir 

i = 2. 

38*1-3. Ist ((fn)) eine konvergente Folge von (£|-Funktionen im 7netri- 
schen Baume E, und f — lira f n , so ist, damit auch f e (£| (E) sei, not - 

n 

ivendig und hinreichend , da/3 es zu jedem <5 >> 0 eine Folge von Mengen 
E v e^ (E) und eine Indizesfolge ((n,)) gebe, so da/3 E — S E v und 

II fn v (x)~~f(x) || <6 fur alle x&E v . 

Notwendig: Ist f e (£| (E), so ist auch S (f v ) — S (/) e (£j ( E), also 
nach 80-5-1 aueh 11 f v — / j| e (£j (E ); setzen wir [ 11 f v (dc) — / (cc) 11 < <$] = E v , 
so ist also nach 85-2-2 E v s $8^ (E), und wegen / —lim/ v ist E — SE v . 

V V 

Hinreichend: Nadi 85-6-1 gibt es eine Folge von Mengen A ni e < $8^ (E) 
(i — 1, 2, . . .) und von Zahlen c ni (i — 1, 2, . . .), so daB E = S A ni und 

ll/n —|| <<5auf A ni . Dann ist ||/—c Mvi || ^ \\f„ v —/|| + \\f — c n>i || 
<2(5 auf A„ ri E». Und da E = S' E v = S A„ p{ E v und A Vvi E„s& (E), 
ist /e(£|(P) nach 85-0-1. 

Im Falle £ = I sind die Mengen E v von Satz 88-1-8 als S5 1 -Mengen 
offen in E; ist E in sich kompakt, so gibt es also nach 15-5-1 unter 
den E v endlieh viele, die E uberdecken; beachtet man noch, daB, wenn 
f und die /„ stetig sind, die Mengen [ \ \f n (£) —/(#) || < <5] nach 25-8-1 
offen in E sind, so erkennt man, daB sich 88-1-8 fur £ = 1 auf 28-2-2 
reduziert. 

Biteratur zu Satz 88*1*1: H. Fried, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931) 
S. 301; zu Satz 88*1*2: C. Burstin, Monatsh. f. Math. u. Phys. 27 (1916) S. 292; 
zu Satz 38-1-3: B. Gagaeff, Fund. math. 18 (1932) S. 182. 

2. Kompakte Mengen von (£f-Funktionen. Gebrauchen wir den Be- 
griff der kompakten Funktionenmenge in dem in § 29, 4 eingefuhrten 
Sinne, so gilt: 

38-2*1. J Damit die Menge 3ft von <Sj -Funktionen in E (£ > 1) komjpakt 
sei , ist notwendig und hinreichend, da/3 es zu jedem q >► 0 endlieh viele Mengen 
A v e 58| (E) (v = 1, 2, . . . , n) und zu jedem f e 3ft n Zahlen c ± , c 2 , ...» 

n 

c„ gibt, so da[S E — S A r und ||/ (*) — c„ |J < q fiir alle x e A r (v — l, 
2,...,n). ’“ 1 
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Notwendig: Sei 932 kompakt; nach 9*7-1 und 15*1*4 gibt es endlieh 
viele Funktionen g i s 932 (i = 1, 2, , k), die ein ~ -Netz in 932 bilden. 

Nach 35*6*8 gibt es endlieh viele Mengen A iv s !>8| (E) (v — 1 ,2,...,^) 

11 i 

und Zahlen c iv (v = 1, 2, . . . , ? 2 f ), so dab E — A iv und | j gi (x) — c* p |j 

< fur alle xeA iv . Wir bilden die samtlichen (endlieh vielen) Durch- 
schnitte A lrt A 2Vn _ . . . A kv ^ (v ± = 1, 2, . . ., n^: r 2 = 1, 2, . . . , » 2 ; . . . ; 
r k = 1, 2, . . . , und bezeichnen die nicht leeren unter ihnen mit A x , 
A 2 , . . *4 n ; dann ist A v e 33J (-£) (v = 1, 2, . . . , n) und E = S A v . Da 

v—l 

g x , g 2 y . . ., g k ein ~ -Netz in 501 bilden, gehort zu jedem f e 932 ein g ± , so da6 
||/ (a;) — Qi( x ) |1 <C ^ fiir alle xe E; nach Definition der Mengen A v gibt 

es eine Zahl c y) so daB jj g t (x) — c y |j < ~ fiir alle xsA v ; also ist 

\\f (x) — c,, || ^ 11/ (x) — 9i (x) || 4- || gi (a;) — c v || < q fiir alle x e A v . 
Hinreichend: XJm zu zeigen, daB 932 kompakt, geniigt es nach 17-3*531 
zu zeigen: in jeder Folge ((f)) aus 932 gibt es eine gleichmaBig konvergente 
Teilfolge. Nach Annahme gibt es fiir jede natiirliche Zahl h endlieh viele 
Mengen A kv (v = 1, 2, . . . , n k ) und Konstanten c ikv (v = 1, 2, . . . , n k ) , 

71 k ^ 

so daB E= S A kv und || f(x )— c ikv || < ^ fur xeA kv (v — 1, 2,..., n k ). 

Jeder Funktion fi unserer Folge ist so fiir jedes k ein System von 
Zahlen (c ikl9 c ik2 , c iin ) zugeordnet. Nun gibt es in der Folge ((fi)) 
eine Teilfolge ff fi, . . . , ff . . . , so daB die zugeordneten Zahlen 
Ci ii gegen einen Grenzwert c\ x im konvergieren, die zugeordneten 
Zahlen c il2 gegen einen Grenzwert c* 2 , . . die zugeordneten Zahlen 
c ix „ i gegen einen Grenzwert c l7H \ in ((fj)) gibt eswieder eine Teilfolge ((/f)), 
so daB die zugehorigen Zahlen c i21 gegen einen Grenzwert c* 21 im R ± 
konvergieren, die zugehorigen Zahlen c i22 gegen einen Grenzwert 
c* 12 , , die zugehorigen Zahlen c i2 n a gegen einen Grenzwert c 2n ^ usf. 

Bilden wir aus den so erhaltenenFolgen ((/*)), ((/?)), ((//)), - - • die Diagonal- 
folge ff fi, ff ., so ist dies eine Teilfolge aus ((f)) von folgender 
Eigenschaft: ist c. kv die der Funktion fj zugeordnete Zahl c ikv> so gilt 
lim c jkv = c kv fiir alle k und v = 1, 2, . . . , n k . Es gibt also ein j k , so daB 

i 

II l jlcv — Cy t , || < i fiir j > j b , f > j t , v = 1, 2, . . ., n k . Zuiolge der 
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Bedeutung der Zahlen c ihv gelten aber in jedem Punkte xsE fiir min- 
destens ein v (v = 1,2,...,n k ) die beiden Ungleichungen: \\ft (x) — c jhv || 

< , 11 /// (x) — C r J. v 11 C ^; fur j Z> j k , f > j k und alle x s E ist also 

3 

\\fi{x) — fp (x) || < es ist also ((//)) eine gleichmaBig konvergente 
Teilfolge ans ((/*)). 

Hiteratur: P. Veress, Fund. math. 7 (1925) S. 244. 

3. Folgen Borelscher Mengen- Ist ((B v )) eine Folge von 93^-Mengen, 
so ist S B v a 93^ +1 . In Erganzung liierzu gilt: 

V 

38-3-1- 1st ((B v )) eine Folge disjunkter Mengen (£ > 1) und B — S B v> 

so ist damit B s SSjJ \ sei 3 notwendig und hinreichend , dap es Mengen A v e S3| 
gebe, so dap B v £ A v und Him A v — A - 

V 

Notwendig: Ist -BsSBfti, so ^ nach 38-4*21 auch E — HeSSf+J, 
also E — B — S B' v mit B' v s . Pa B v fremd zu ( B 2 B -f- . . . -f- 

V 

(B p _^ +gibt es nach 33-4-61 ein A v e 36 1 , so daB B„ ^ A p , 
(A + B[) + . . . + (B r _ z + B' v _ x ) ^E—A v . Da E = 5 <_B„ + B' v ), 

V 

gibt es zu jedem a e E ein n 3 so daB a & B n 4- B' n ; da B n -f- B' n ^E — A v 
fur v > n 3 ist a~sA v fiir fast alle v , d. h. Bim A v — A. Hinreichend 1 ): 

V 

Ha B v e 23^, ist auch B v sS& |+J;, also gibt es nach § 33 (4*32) in 23f 
eine Folge B vl , B v2 , . . . , B vX , . . . , so daB B v = Him B vX . Wir setzen: 

O, = B li A, + B 2 a A 2 + ...A B xx A, ; dann ist S|. Urn zu zeigen, daB 
genugt es also nach § 33 (4*32) zu zeigen, daB B = Lim C x ; 

d. h. wir haben zu zeigen: ist as B, so auch a s C x fiir fast alle 2; ist 
a ~ s B, so auch a ~ e C z fiir fast alle 2. Sei also a s B; dann gibt es 
ein n 3 so daB a e B n ; dann ist auch asA n , und es gibt ein 1*, so daB 
as B n? fiir 2 > 2*; also ist as G x , sobald 2 > 2* und 2 > n. Sei sodann 
a~ s B; wegen Him A v — A gibt es ein n, so daB a ~ s A v fiir v ;> n; 

wegen a~sB ist auch a~sB v fiir alle v ; mithin gibt es ein 2*, so daB 
a —' s B vZ fiir v — 1, 2, . . n und 2^> A*; dann aber ist auch a ~ &C K fiir 
2 > 2*. 

38-3-2- 1st B s (£ > 1), so gibt es eine Folge disjunkter Mengen 

B v s , so dap B — S B p . 

*) Bei diesem Teil des Beweises kann die Voraussetzung B v s auch durch die 
weitere B v s 931ersetzt werden, und die Voraussetzung, die JB V seien disjunkt, 
kann weggelassen werden. 
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Nach § 33 (4*32) ist B = Lim C- A mit C x e 9$f, also ist auch B = Lim C ?i 

und mithin nach § 3 (7*1), wenn D x =DC gesetzt wird: B = S JD A 

= D ± + (£>2 — -^i) -r (-^3 — B 2 ) 4 - * • -; hierin sind die Mengen D x , £> 2 — D 1 , 
D z — £> 2 , ... disjunkt. Wegen G^sSSl ist nach § 33 (4*31): D ? s 98*, 
und da D x +i — &jl — D ?.+ i (E — G?)> un d da nach 38*4*21 auch E — C 2 e 58f, 
so ist anch 1 — D ? si8^, 

38-3-21. 1st Bs 93^ 1 (£ > 1 ), so gibt es eine Folge disjunMer Mengen 
B v e%$z, so dap B — S B v . 

V 

Nach § 33 (4*31) ist B — S C v mit C v e 9317*» und wegen 38*4*32 kann nach 

V * 

3*3*11 angenommen werden, daB die Summanden C v disjunkt sind; also 
folgt die Behanptung aus 38*3*2. 

Fur £ = 1 gilt nur: 

38-3-211. 1st B s S3 2 , so gibt es eine Folge von Mengen B v ei8 1 , so dap 
B — S B v und der Durchschnitt je dreier Mengen B v leer ist . 

Die Menge B ist ein F a , also B — S F v , wo F v abgeschlossen; dabei kann 

V 

F v £ FV x angenommen werden; dann ist B — F 1 4 - (F 2 — F ± ) 4 - . . . Es 
ist also nur zu zeigen: sind F / und F" abgeschlossen, so ist F* — F" ~ S C v , 

wo C v abgeschlossen und der Durchschnitt je dreier C v leer ist. Zu dem 
Zwecke bezeichnen wir mit C x die Menge aller Punkte x s F ', fur die 

x F" ;> 1, mit C v (y > 1 ) die Menge aller Punkte x s F', fiir die —-— ^ xF" 

i v ~ 1 

;> —; dann ist O v abgesoMossen, der Durciisclinitt je dreier O v ist leer und 

F' — F" = SC V . 

V 

38-3-212. 1st B e 93^ (£ Grenzzahl ), so gibt es eine Folge disjunkter Mengen 
B v £ (?] v <C £), 50 dap B — S B v . 

Da nach § 33 (4*21) $8* = ( S &) 1 , ist B = S A v , wo A v e {£ v < £) ; 

v _ 

dabei kann angenommen werden: £ v <C £ V - X und A V ^A V+1 ; dann ist 
B = S ( A v — A v _ 2 ) (wo A q = A ); wegen A v _ x e S8^-x ist E — A v _ x e , 

also wegen £ v-1 <C £ v auch E — A v _ 1 s 93^; setzen wir B v = A v — A v _ x , so 
ist also B v £ 93* v ; setzen wir noch £ p 4~ 1 = Vv > so ist Vv < £ > £ * 
B = S B v und die B v sind disjunkt. 

Sei nun E wie in § 31, 1 eine ganz beliebige Menge, 9k ein System von 
Teilen von E. Dann gilt: 

38-3-3. Fiir jede Mengenfolge {(M n )) aus 9k ist Dim M n £ 9k 2 3 Lim M n e 9k 2 . 
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Dies folgt aus § 3 (7*1). 

Sei insbesondere E ein metrischer Baum. Dann gelten fiir die Boreischen 
Mengen in E folgende Satze: 

38*3-31. 1st ((-4 n )) eine Me?ige?ifolge aus 93* {bzw. aus 9 L) , so ist 
Lim A n e , Lira A n e 93 *~ 2 ([bzw . Lim A n s S3* 1-1 , Lim A n e 93^ A . 

n ' ^ n ~ n 

Nach § 33 (4-3) ist (93 5 ) x = (S -) 1 = , also (S3 -*) 2 = 93 S- 2 , 

(S3^) 2 — S3| . x ; die Behauptung folgt also aus 38*3*3. 

38*3*32. Ist ((4 n )) eine Mengenfolge aus 93f, so ist Lim A n e 93^, 
Lim A n £ 93 ^~ 1 . 

n 

Dies folgt wegen 93| S $3% 93f £ 93^ aus 3S*3*31. 

38*3*4. Ist A b 93* x {bzw. A e S3* 1 ) {£ >> 1) 5 so gibt es eine Folge ((^4 n )), 
so dap A n s 93 r (bzw. A n e S3 57 ") (?;„ <C £) und Lim A n — A (bzw. Lim A n = . 4 ). 

in n n 

Da A e 93 - x , ist A = D B n , wo B n s 93’, und nach 3*2*11 kann noeh 

n 

angenommen werden: B n x ^ B n : naeh 3S*3*21, 38*3*211, 38*3*212 ist 
B n — S B nv> wo B nv s 93„ (?? MJ , <C £), und der Durchschnitt je zweier, bzw. je 

v nv 

dreier Summanden = A ist. Ist a e A, so as B n fiir alle n, also a e B nv fiir 
unendlich viele Indizespaare (n,v); gilt umgekehrt a e B nv fiir unendlich viele 
Indizespaare, so miissen, da je zwei, bzw. drei B nv von gleichem Index n 
leeren Durchsehnitt haben, in diesen Indizespaaren unendlich. viele ver- 
schiedene n vorkommen; also ist a e B n fiir unendlich viele n, und weil 
(( B n )) monoton abnimmt, a e B n fiir alle n, d. h. a s A. Ordnen wir die 
B nv ( n, v = 1, 2, . . .) in eine Folge ((.4,-)), so ist demnach Lim Ai = A. — 

i 

Die den Lim betreffende Behauptung ergibt sich hieraus nach 33-4* 2 und 
§ 3 (7-21) durch Komplementbildung. 

38-3*41. 1st A e $B 5+1 {bzw. A e 93 f+1 ) {£ > 1), so gibt es in 93$ eine Folge 
({A n )), so dap Lim A n - A {bzw. Lim A n = A). 

71 n 

Dies folgt;, da 93^ £= 33$ fiir r\ < £, aus 38*3*4. 

38*3*5. 1st A £ 93^ x , A e 93 ^ 2 {bzw. A e 93 l+1 , A e 93^, 2 ) und A £ A, 
so gibt es in 93^ {bzw. in 93^) eine Mengenfolge ((M„)), so dap Lim A n = A 3 
Lim A n — A. 

71 

Da A b 93- t1 , giht es in 93 ^ eine monoton abnehmende Mengenfolge 
((4^)) mit D A' n = A ; dann ist auch Lim A! n = A. Nach 38*3*4 gibt es in 
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33^ eine Mengenfolge ((A'')) mit Lira A'' = A. Setzen wir A 2n _ 1 =A' n , 

It 

A* H = A' n A'' 9 so ist Lim A. 2 x — Lim A. 2 n _ ± — A , und nach § 3 (7*4): 

_ “ 7 * 

Lim A 0p = -4 , Lira S -4 , also Lira = A , Lira == ^4 . 

- _« ‘ « * 

38*3*51. Ist A e j, A s 33-"- 1 (£ ;> 1) A g M , so gibt es in S8| eine 

Meiigenfolge ((A„)), so dafi Lira A n — A, Lim A n = A. 

II ~ H ~ 

Nach 38*3*41 gibt es in $8;Mengenfolgen ((. A ' n )), ((A")), so daB Lim — A, 

n 

Lim A'' — A . Da 4 £ A e $8* rl , gibt es in ^ eine monoton ab- 

H 

nebmende Mengenfolge ((A n )) 3 in 58* eine monoton wachsende Mengenfolge 
((-4„)), so daB D A n = A , S A n = A , also auch Lim A n = A, Lim A n — A ; 

— n n — — n n — — 

wegen A g M ist auch A n g A n , also gibt es nach 33*4*0 ein A n s 83|, so 

daB A n g A„ g A n ; dann ist A g Lim A n g Lim A n g A . Setzen wir 
— ~ * w 
Ao = A n -f A ' n , A 2n = A„ A", so ist nach § 3 (7*3), (7*4): A g Lim A n 

g Lim A 2n _ 2 g Lim A 2n _ 1 — A; A = Lim A 2n g Lim A 2n g Lim g A ; 

n n _ n 7i n 

also ist Lim A n — A 3 Lim A n = 4.. 

« n 

Literatur: W. Sierpiriski, Fund. math. 6 (1924) S. 21; Vest. krai. ces. spol. 
nauk Tr. 2, ro6. 1931; N. Lusin, Le§. s. 1. ensembles analytiques S. 74 ff. 

4. Supremum und Infimum einer Folge Bairescher Funktionen. Sei 
E wie in § 30, 1 eine ganz beliebige Menge; alle im folgenden auftretenden 
Funktionen sind Funktionen auf E ; 3 bedeutet ein System von Funktionen 
auf E. Dann gilt: 

38-4*1. 1st 3 vollig autarlc , und ist f <1 /, so ist 3 damit es in 3 eine Funic - 
tionenfolge ((/„)) mit sup / n —/, inf f n — f gebe , notwendig und Mnreichend , 

_ M 71 

fs^B 1 ,f£ 3 X SC2*. 

Notwendig: Dies folgt aus 31*2*2. Hinreichend: Wegen /e 3 1 , 
/e gibt es in 3 eine monoton wachsende Folge ((/')) und eine monoton 
abnehmende Folge ((/'')), so daB lim/' =/, lim/'' =/. Ferner gibt es 

n - 

nach 32-2-11 ein fs 3, so daB / ^ / ^ /. Setzen wir / 2n _ 1 — max (/', /), 
/o„ = min (/", /), so ist sup/ n = f, inf/„ =/. 
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384*2. 1st 3 autark, und ist f <Lf, so ist, damit es in 3 f ( bzw. in 3^) 
eine Funktionenfolge ((/„)) mit sup f n =f, inf f n = f gebe, notwendig und 

n n _ ~ 

hinreichend, da/3 fs &, fs 3^+i {bzw. fs St, /e sei. 

Nach 34-1-4 ist 3* voUig autark; nach 34-1-32 ist {&) 1 = 3* und nach 
34-1*3 (3^ = - Die Behauptung folgt also aus 38-4-1. 

38*4-3. Ist 3 autark, und ist f f, so ist, damit es in 3j eine Funktionen- 
folge (( f n )) mit sup f n — f, inf f n = f gebe, notwendig und hinreichend, dap 

_ n n ~ 

f s 3* 5 f e sei . 

Nach 34-2-2 ist 3f vollig autark; nach 34-2-3 ist (3J) 1 — 3^, (©J)i = 3*; 
die Behauptung folgt also aus 3S-4-1. 

5. Limes superior und inferior einer Folge Baireseher Funktionen. 
Sei wieder E eine beliebige Menge, 3 ein Funktionensystem auf E. 

38-5-1- Ist 3 autark, ((/„)) eine Funktionenfolge aus 3, so ist lim f n e 3 2 > 
Hm f n e 3 2 - 

n _ 

Setzen wir sup f n = g v , so ist ((g v )) monoton abnehmend und lim f n = lim g v ; 

n^v _ n v 

da nach 31-2-2 g v e 3 1 , ist Mmf n s 3 2 - 

n 

XJm Jhiervon die Umkehrung zu beweisen, schicken wir einige Hilfs- 
betrachtungen voraus. 

Sei 3 ein autarkes Funktionensystem auf E; wir setzen © (3) — 9k (bzw. 
©(3) = 0£) . Ist dann A s 502 1 (bzw. AsSlf), c eine beliebige Zahl, und bezeich- 
net/die Funktion, die = c ist auf A und = — oo (bzw. = -j- °°) auf E — A, 
so ist nach 31-2-51: fs 3 1 (bzw. fs 3 X ); es gibt also nach 38-4-1 in 3 
eine Funktionenfolge ( (f n ) ) mit sup f n =f (bzw. inf f n = f ). Wir wollen 

n n 

3 ein ^-System (bzw. yj-System) nennen, wenn sich die Folge ((/ w )) 
insbesondere so wahlen laBt, daB fur jedes xsE hochstens endlich viele 
Funktionswerte f n (x) =f= — oo (bzw. =4= Hr oo) sind. Ist das System 3 so- 
wohl ein y 1 -System als auch ein y x -System, so nennen wir es ein y*- 
System. 

Ist insbesondere E ein metrischer Raum, so gilt: 

38-5-2. Das System © der stetigen Funktionen auf E ist ein y\-System. 

Setzen wir © (<£) — 9DI, so ist nach § 35 (2) 501 = SB 1 , somit auch 5DZ 1 = S3 1 - 
Sei also A e S3 1 und f=c auf A, — — oo auf E — A. Bezeichnet q {x) 
den Abstand des Punktes x von der Menge E — A, und A ± die Menge 
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[o (x) > 1] , A n (n > 1) die Menge [— o (x) ^ ———1, so sind die 

\_n ?i — 1J 

Mengen A n (n = 1, 2, . . .) nach 10*2-3 und 10*2-4 abgeschlossen, der Dureh- 
schnitt je dreier A n ist leer, und veil A of fen, also F7 — A abgeschlossen 

in E, ist A = S A n . Da A ns sowie 5 A v =\q (x) ^ I und (E — A) -f- 

n »'gn- 2 L n 2J 

S A r — I Q ( x ) ^ —;—r abgeschlossen, gibt es nach 32-4-131 ein f n s (£, 

vSn-2 L ^ ^J 

so daB f n = c auf A n , — — ©o auf — A und auf A v fiir v ^ n — 2 und 
v ^71-1-2; indem man naeh § 30 (3) f n durch (/ n ) c ersetzt, kann man 

annehmen: /„ ^ c. Dann ist sup/„=/, und in einem Punkte a? sind 

« 

hochstens drei f n ( x ) —- «=. Also ist (£ ein y 1 -System, und analog zeigt 

man, daB (£ ein y x - System. 

38-5-21. Fur jedes, £ ^ 1 ist das System (2>~ (&su7. (£.) em 

Setzen wir 05 (CS^) = 9J£, so ist nach 35-2-11 932 = $8 ^, somit auch 

932 1 — jg£ . Sei also A e $8^ und /= c auf A, = — oo auf F7 — A; nach 
35-2-1 ist /a & . Setzen wir f ± — f, f n — — «j fiir n> 1 , so ist demnach 
{{fn)) ©hie Funktionenfolge aus S 1 , es ist sup f n ~f. und fiir jedes x ist 

n 

hochstens ein / n (^)4=— 00 ; somit ist (£* ein y 1 -System. — Sei sodann 
0$ ((£*) = ffl; da nach 35-2-11 fj ((S^) = $8* +1 , is* durch Ivomplementbildung 
92 — S8*" 1 , somit auch 92 1 — sg^ 1 . Sei also A e Sg^ +1 und f = c auf A , 
== -f* oo auf E — A; nach 3S-3-21, 38-3-211 gibt es in 99^ eine Mengen- 
folge ((A n )), so daB A —SA n und der Burchschnitt je dreier A n leer ist; 

setzen wir f n = c auf A n , = + ©o auf E — A ns so ist wegen E — A n s S3 1 
nach 35-2-1 /„£(£*, es ist inf f n — f, und fiir jedes x sind hochstens zwei 

n 

fn ( x ) 4= *4- 00 ; somit ist (£* ein y-j-System. 

38-5-22. Fiir jedes £ ;> 1 ist das System (£f ein y\-System. 

Da nach § 35 (1) (Sj = (S, ist die Behauptung nach 3S-5-2 richtig fiir 
£ = 1. Sei also <*>1. Setzen wir 05 (G£f) = 93^, so ist nach 35-2-21 
932 — 95“% somit auch 932 1 = 93 f . Sei also und f — c auf A , — — oo 

auf E — A; nach 38-3*21, 38-3*211, 38*3*212 gibt es eine Mengenfolge 
((An)), so daB A n si 8 (rj n <£), A = SA n und der Durchschnitt je 

n n 

dreier A n leer ist; setzen wir f n — c auf A n , = — oo auf E — A n , so ist 
wegen E — A„e5g^ naeh 35*2*1 f n & (5^ , wegen rj n <i; also f n s& f; es 
ist sup/ n =/ und fiir jedes x sind hochstens zwei f n ( x ) 4=— 00 ; also 

n 

ist (£f ein y 1 -System, und analog zeigt man, daB (5f ein y x -System. 
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Nun beweisen wir als Umkehrung von 3S-5-1: 

38*5*3. 1st @ ein autarkes y^-System (bzw . y-^System)^ so gibt es in 
© zu jedem fe (2 2 (bzw. fe S 2 ) erne Folge ((/„)) lim f n —f (bzw. 

Iim /„=/)■ 

n 

Sei /£ S 2 . Setzen wir (55(3) = 9#, g (©) = O, so ist nack 31-4*21: 
© (S 2 ) = Cl 2 , also durch Komplementbildung: g (<S 2 ) = 9ft 2 . Seien r ± , 
r 2 i ..., r„, ... die samtlichen rationalen Zahlen; wir setzen: [/(#) ^ r„] = 
und zeigen, daB es Mengen B vi s 9ft 1 gibt, so daB B v — D B vi , B vi+1 ^B vi 

und B ? i £ B v £ , verm r x > r v . Wegen e Sft 2 ist B v = D C vi mit C vi s 9ft 1 , 

i 

und da nach 30-3-3 9ft ein Ring, also nach 3-5-1 auch 9ft 1 ein Ring, kann 
angenommen werden: G vi+1 Q C vi ; nun definieren wir die gesuchten B v . 
durch Induktion: wir setzen B x i — C li (i = 1,2,...) und nehmen an, fur 
k = 1,2, . . r — 1 seien die B iti schon definiert; bedeutet dann K r 
(bzw. K") die Menge derjenigen Indizes % = 1, 2, .. v — 1, fur die 
r y < r v (bzw. r y > r v ) ist, so setzen wir 1 ): B vi = C vi D B >ci + £ B 

» ® jST / « e i£ // 

da 9ft 1 ein Ring, ist dann auch B vi e 9ft 1 , und es ist B vi+1 £ B vi ; wegen 
Lim C v . — B v , Lim B yi = B y und B y 2 B v fur k s K', B x £ B v fur x, e K" 

i i 

ist dann: D B vi = Lim B vi = B v D B^ + S B H — B v , und wegen 

i i n&K' * yc&K'* 

S B yi ^ D B yi ist B vi ^B i fiir k s K', B vi => B' t fur xeK die 

B vi leisten also das Verlangte. — Nun ordnen wir die B vi mit i ^ v in eine 
einfache Folge: B\ , B * 2 , . . . , B * n , . . .; ist B* n = B v i , so setzen wir 
r* “ r v • Sei fn die Funktion, die = r* ist auf B* n und = — oo auf 
E — B* t ; weil © ein ^-System, gibt es in © eine Funktionenfolge f nx „ 
f n .y 3 . - ., f n j, ...» so daB sup f n - —f n und in jedem Punkte x nur end- 

j 

lich viele Funktionswerte f nj - (x) =#— oo (j = 1, 2, . . .). Nun ordnen wir 
die f ny - in eine einfache Folge f x , f 2 , . . -, f l3 ... und zeigen, daB 
lim/ z =/. Sei lim/ z = ^; nach 30-1*31 geniigt es, zu zeigen, daB 

[g (x) ^ r v ] = [f(x) > r ?I ] = B v fiir alle v. Sei xs B v ; dann ist xs B vi fiir 
alle i ; nach Definition der Folge ((15*)) kommt, sobald i ^ v , B vi in 
dieser Folge vor, etwa B vi = B* H ; dann ist r v = r*.; wegen xsB vi ist 

sup f n .j (x) — r v , und da dies fiir alle i ^ v gilt, ist offenbar: lim f z (x) ^ r v , 

; 1 1 
d. h. g (x) ^ r v ; aus xs B v folgt also xe[g(x) ^ r v ]. Wir haben nock zu 

*) Ist iv 7 = A, so ist hierin D B y i =E zu setzen; ist K" = A, so ist 
S B Ki = A zu setzen. 

kbK" 
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zeigen, daB auch umgekehrt aus x ~ e B v folgt x~e[g (:£•) > r t ,\. Sei also 
x~~sB v , d- h. f(x) < r., ; dann gibt es ein , so daB / (a:) < r A < r v , 
und sornit ist auch x^sB ? ; da her gibt es ein i 0 , so daB x~eB ?i fur 
i > / 0 ; sei K die Menge derjenigen Indizes , fiir die r } : da B xi Cl B ?i 
fiir >ceK, ist auch x-^eB.^- fiir >ceK und i i 0 . Wir betrachten nun 
wieder die Mengenfolge ((R*)); ist B* n = B xi , so folgt aus der Definition 
der Funktionen f n} : ist xsK und i > / 0 , so ist (wegen 
fnji x ) =— °° ftir aUe ? ’ ist bingegen x~sK 9 also r y < r A , so ist 
/ ni (x) fC r- fiir alle j: da nun die Mengen i?* nichts anderes als die 
Mengen - mit i ^ % waren, also unter ihnen nur endlich viele J3, - mit 

1 < i 0 vorkommen, gibt es hoebstens endlich viele n derart, daB in der 
Folge f }l j(z) 0'=1 3 2, .. .) Funktionswerte > r } vorkommen; und da 
fiir jedes einzelne in der Folge f nj {x) {j = 1, 2, . . .) hochstens endlich 
viele Funktionswerte #= — « vorkommen, gibt es unter den Funktions- 
werten f n (a;) (?z, j = 1, 2, . . .) hochstens endlich viele, die > r ? sind ; also 
ist lim// ( x ) ^ r A < r v , d. h. x^e [g ( x ) ^ r v ] , w. z. b- w. 

38-5*31. 1 st 2 vollig autark, ist g e 2 2 , h e 2 2 ztwd g h, so gibt es in 3 
6me Funktionenfolge ((/„)), so daft g ^ lim / n ^ lim f n ^k. 

n » 

Da g e 3 2 , ^ £ 2 2 > gibt es in 3 2 eine monoton wachsende Folge ((g n )), in 
2 1 eine monoton abnehmende Folge ((h n )), so daB lim g n = g, lim 7z- n = h. 

n n 

Wegen g ^ & ist auch g n ^ ft n ; nach 32-2-11 gibt es also ein f n s 2, so daB 
g n ^ /„ ^ h n . Bairn ist g = lim g n ^ lim/» ^ lim /„ ^ lim h n = h . 

n n n n 

380-32. 1 st 2 ein vollig autarkies y\-System und g <Z.h, so ist, damit es in 

2 eine Funlctionenfolge ((/„)) mit lim f n — g , lim f n =h gebe, notwendig u?ui 

n n 

kinreichend, dap g s 2 2 , he 2 2 sei - 

Xotwendig: Dies folgt aus 38-5-1. Hinreichend: Xach 3S-5-3 gibt 
es in 2 Folgen ((/')), (if")), so daB km /' = g, lim f' = nach 3S-5-31 

« _ » _ 

gibt es in 2 eine Folge ((/„)), so daB g < lim f n ^ lim/„ ^ Setzen wir 

« » 

/ 2 „- i = max Cfn . /D . h n = min (/„ , f n ), so ist, da 3 autark, f n e S , und 

offenbar ist lim f n = g , lim f n = h. 

~1T~ « 

Sei nun insbesondere FI ein metrischer Raum; clami gelten die Satze: 

38-5-4. g h s so ist, damit es in (S| 62 *we Funlctionenfolge ((/„)) wif. 
lim f n = g, lim f n — h gebe , noticendig und hinreichend , da/? g £ A £ . 

n 
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Nach 35*1*4 ist vollig autark und nach 3S*5*22 ein yj-System; 
nach 35-1-5 ist (Sf ) 1 = (£*, ((S|)x == , also nach 85*1-1 ((£|) 2 == 

((£|) 2 — (p +1 ; die Behauptung folgt also aus 38*5-82. 

33 . 5 . 4 I. 1 st g <; h , so ist, damit es in (bzw. in (&.*) eine Funktionenfolge 

((/n)) lim f n ~ g > li m/„ — h gebe 3 notwendig und hinreichend, daft geQL^ 1 , 

____ n 

h s {bzw. g e h e C£^i) sei. 

Nach 35-1-2 ist vollig autark und nach 38-5-21 ein yJ-System; nach 
35*1-1 ist ((S ^) 1 = (P+ 1 , = (£*, also (%) 2 = (£ b&+2 , «Sy 8 = (P + i; die Be¬ 

hauptung folgt also aus 38-5*32. 

Literatur; W. Stepanoff, Fund. math. 11 (1928) S. 264; G. Goldowsky, Fund, 
math. 11 (1928) S. 275. 

6 . Konvergenz- und Divergenzmenge. Sei wieder E eine beliebige 
Menge, ((/„)) eine Folge von Funktionen auf E. Die Menge A aller Kon- 
vergenzpunkte (§ 28, 1 ) von ((/„)) heiBt dann die Konvergenzmenge, 
die Menge E — A die Divergenzmenge von ((/„)). Bedeutet © ein 
Funktionensystem auf E, so gilt: 

38-6-1. Ist © autark und symmetrisch , % (©) = gr (©) = $, ist ((/„)) 
eine Funktionenfolge aus © und A die Konvergenzmenge von ((/ n )), so ist 
As% z . _ 

Setzen wir g — lim f n , h — lim f n9 so ist nach 38-5-1 g s &, he © 2 ; 

n 71 

bedeutet S die Schrankungstransformation, und setzen wir g* = S (g), 
h* — S (h), so ist nach 34-1*2 auch g* e © 2 , h* e © 2 ; nach 34-1*6 
ist dann — g* a © 2 , und weil nach 34-1*4 © 2 additiv, ist h *— g* e © 2 . 
Die Konvergenzmenge ist gegeben durch A = [h* (x) — g* (x) = 0] 
= [h* ( x ) — g* (cc) ^ 0]; da nach 34-3-2 (© 2 ) — ^3 > ist also A s . 

38-6*11- 1 st © vollig autark und symmetrisch 3 f?(©)==f? (©) = $, 
ist {(f n )) eine Funktionenfolge aus © und A die Konvergenzmenge von ((/„)), 
so ist A s *g 2 . 

Da © vollig autark, ist nach 30-4-1 ^ = $, also = SJS 1 , also = $ 2 , 
und die Behauptung folgt aus 38*6*1. 

TJmgekehrt gilt: 

38-6-2. Ist © ein vollig autarkes y\-System, (©) = $)$ (oder (©) = $) 
und A s , so gibt es in © eine Folge ((/«)), deren Konvergenzmenge 
A ist. 

Da nach 30-4-1 $g 3 = *p 2 , ist nach 34-3*2 gf (© 2 ) = $g 2 . Ist A s $|$ 2 , so gibt 
es also nach 30*3*2 eine Funktion h s © 2 , so daJB \h (x) ^ 0] = A 3 und nach 
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30*3*1 kann h ^ 0 angenommen werden; dann ist A = [h (x) = 0] . Nach 
38-5*32 gibt es nun in 0 eineFunktionenfolge ((/„)) mit lim f n = 0, lim/ n — h; 
offenbar ist A die Konvergenzmenge von ((/„)). n 
Ist E ein metriseher Rauni, so gilt: 

38-6-3. Damit A Konvergenzmenge einer Folge ((/„)) aus (£| sei, ist not - 
wendig und hinreichend, dap A e 93 ^ 2 sez * 

Nach 35*1*4 ist (£J vollig autark und symmetrisch, und nacb 38-5*22 ein 
y*-System. Nach 35-2.21 ist § (£f) = g (G|) = 93^, und da (93 ^) 2 = 93 f+2 * 
folgt die Behauptung aus 38*0*11 und 3S-6-2. 

38*6*4* Damit A Konvergenzmenge einer Folge ((/„)) aus (f ± (bzw. aus (£*) 
sei, ist notwendig %ind hinreichend, dap A a 93 *+ 3 sei . 

Notwendig: Ist ((/„)) eine Folge aus (£. und g = lim f n , h = lim f n , 

71 71 

so ist nach 38*5*41 g a h a (S ^ 2 , also auch g a ; setzen wir g* — S (g) , 

h* = S (h), so ist auch g* a&* 2 , h*a(£z_ 2 , also — <?* tmd h *— g*a(&g Jr 2 . 

Da A — \h * (a*) — g* (x )] ^ 0, ist A a 93^ nach 35*2*11. Hinreichend: 
Nach 35*1*2 und 38*5*21 ist (£. ein vollig autarkes yJ-System; nach 
35-2-11 ist f? ((£*) = 93 | +1 J wegen ( 93^)2 = 95^3 folgt die Behauptung 
aus 38-6*2. 

Literatur: H.Hahn, Arch.d.Math. u.Phys. (3) 28 (1919) S. 34; W. Sierpihski, 
Fund. math. 2 (1921) S. 41. 

7. Unvollstandige Grenzfunktionen. Sei wieder E eine beliebige 
Menge, ((/„)) eine Funktionenfolge auf E, deren Konvergenzmenge A A ist. 
Durch / (x) = lim/ n (x) ist eine Funktion auf A definiert, die wir (weil sie 

71 

auf E — A nicht definiert ist) als die unvollstandige Grenzfunktion 
von ((f n )) bezeichnen. Dm die unvollstandigen Grenzfunktionen naher zu 
untersuchen, benotigen wir zwei Hilfssatze. 

Wir bezeichnen mit 0 ein symmetrisches Funktionen system auf E und 
setzen: 

(7) @ (<0) =©(@) = a»; g(0) = g(0)=$. 

38*7-1. 1st 0 symmetrisch und autarJc, A(ff_ A £=E, und sind B x , B 2 , , B k 

disjunkte Mengen aus (A 1 9P) 1 , so gibt es disjunJcte Mengen C x , C 2 , . . . , C k 
aus ^g 1 , so dap B ± — A C ± (i — 1, 2, . . . , Jc) . 

Ist die Behauptung richtig fur 1c (^ 2 ) Mengen, so gilt sie auch fur h + 1 
Mengen B x , B 2 , ... , B k ^ x ; derm nach Aimahme gibt es disjunkte Mengen 
G' e sp 1 (i = 1 , 2, . . . , k), so daB B t = A C\ (i = 1,2 , . . . , k ); da nach 
30*3*3 ^g, also auch somit nach 3-5*1 auch (A 1 ^g ) 1 ein Ring, ist auch 

B x -f- B 2 4 - ... -f- B k a (A 1 ^g) 1 ; also gibt es nach Annahme zwei disjunkte 

21 


Hahn, Eeelle nanttionen. 
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Mengen G und G b+ x aus Sfi 1 , so daB B ± -j- JB 2 + . . . -J- B k = A C , B k ^ 1 
= A C k+1 ; setzen wir nun G± = C (i = 1,2, - - k) 3 so ist, da Sp 1 ein Ring, 

Ci s ^p 1 , die Mengen C l3 C 2 , . . . , C b+1 sind disjunkt und B± = A (i = 

2 + 1). — Es geniigt also, die Behauptung fur k — 2 nachzuweisen. 

Seien also B, B f zwei disjunkte Mengen aus (M 1 ^p) 1 ; es gibt dann Mengen 
P n , P; aus so daB 5 = SiP n =iSP nJ P'= P' = i SP' 

«. « n n n 

und nach 3-2*1 kann angenommen werden P n £ P w+1 , P^ wir 

setzen nun Q n = P„ — P' n , = P^ — P n ; da P^ £ $p , ist P — jR e 9ft, 

also nach 30-2-1 E — P^e ^p 1 , also ist auch Q„ e Sg 1 , und ebenso Q' n e sg 1 ; 
setzen wir C — S Q n y C r — S Q' n t so ist demnach <7 e ^P 1 , C' a Sp 1 . Ferner 

ist B = A $ P n = A S Q n + A S (P n — Q n ); da aber Q n = P n — P' , ist 
P n -Q n ^P n P' n , also AS{P n n -Q n ) = AS P n P' n ^ASP n SP' n = BB' 

n n n n 

= A, d. h. A S (P n — Q n ) = A , mithin B = ASQ n = AC, und ebenso 
B' = A C' . —“ Endlich ist CC' = SQ n SQ'f= S Q m Q' n ; da Q m = 

n n m, n 

Pm ~ P'm > Qh = P' n — Pn, Q m S £ E “ -?V> da ((P„)) monoton 

waehst, ist also Q m g P„ fur m, < n , somit Qm = M fiir m ^ n\ in genau 
derselben Weise ist aber auch Q' n £ P' m fiir n ^ m, Q m £ E — P' m , also 
Qm Q n — A fhr n ^ m; also ist Q„ z = M fiir alle n, m, also auch G G' = A. 

Ist <S symmetrisch und vollig autark, so ist nach 30-3-3 und 30-4-1* 
wenn wir wieder von der Bezeichnungsweise (7) Gebrauch maohen, 9k 
und $P ein die Mengen A und E enthaltender g- bzw. d-Ring; ist A £ E , 
so gilt dann dasselbe von A 1 9k und A 1 *g. X)a © (A 1 (3) — & (A I ©) 
= A l%ft, existiert nach 30*2*22 das System: 

(7*1) <5 (Aim, A 19k) , 

und nach 30*4*31 und 30*5*3 ist es vollig autark und symmetrisch. 

38*7*2- 1 st (£ symmetrisch und vollig autark , A A, A e > un ^ f £ 
so gibt es ein g s <S 2 und ein h s (B 2 , so daft Alg = Alh—f und 
g (re) <C h (x) fiir x e E — A . 

Each 32-5-31 gibt es in (O^)* eine gleichmaBig gegen / kon- 
vergierende Eolge ((/ n )) von Treppenfunktionen. Ist f* eine Treppen- 
funktion aus (CS 4 )* und c einer der endlich vielen Werte von /*, 
so ist, wenn y* < c <C y n und y', y" hinlanglich nahe an c gewahlt 
sind; [/* (x) = c] — [/* ( x ) 7> y'\ . [f* (oc) < «/"] , und da nach (7-1): 
g ((S^) = g (<S^) = ^ 1 ^ , ist nach 31-4-31: [/* (sg) = c] e (A 1 

Seien c ii (^ == 1* 2, . . ., k) die endlich vielen Werte von / 4 , und sei 
[A (^) ~ c i x ] = Pi A dann ist also B^e (A 1 ^P) 1 . Seien c ix i% die endlich 
vielen Werte, die / 2 auf B ix aimimmt, und . [/ 2 (x) = c ix i J — i % ; 
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dann ist auch B^ ia & (A 1 und B ^ g B ix . Sind sodann c ii it 

die endlich vielen Werte von f 3 auf 3 i± ig , und ist B^ . [f 3 (x) = c 4i 4# ia j 
= ^ i s i 3 » so ist ebenso ia ijt £ (A 1 Sg ) 1 und i± Cl ^ ia usf. 

Da das System der Mengen B ii ^ mit n Indizes disjunkt ist, gibt 

es nach 38-7*1 in disjunkte Mengen C ix i z . . . i n , so daB B ix u _ iw 


= M i 2 . . . i w , and, indem man <7 ijia . . . * ersetzt durch C ix C i% ia . . . 
C iiis ...i n , kann man annehmen: . . . i n i n ^ x £i £44 .. • Da Ae^, 

gibt es in “p 1 eine monoton abnehmende Mengenfolge {{A n )) mit D A n ~ A; 


setzen wir C iiia . . .% n • A n = A iiia . . . ^ , so sind die Mengen A iii% a , a in 
mit n Indizes disjunkt, es ist auch A ixi% ^ a A i±i ^ m { 4 ^ 

g A ix i a . . . i n und B ix i a . . . i n = A . A ^ ia # # _ € . Wir bezeichnen nun mit 
. . . < bzw. c£ 7 ^ . . . i n das Infimum bzw. Supremum aller Zahlen 
e, ,• i — 0, 1, 2,. . .) , deren erste w Indizes die festen Werte 

i-j, , i 2 , . . . , ^* n haben; dann ist: 

C 4 4 • • • ^ C 4 4 • * - in’ C 4 4 * * * 4i+l ^ C 4 4 * ' * «n 3 C 4 4 * * * %+l ^ C 4 4 - • * *» * 


Offenbar gibt es Zahlen fa ... in , c** ia m m . s , so daB: 

C 4 4 * • - i n ^ C 4 4 * * • in ’ C 4 4 ' * * ^ C 4 4 • * * ^ J C 4 4 • * • *„ ^ C 4 4 ^ - 

11 C 4 4 • * * 4i C ii 4 * - • i n 11 11 C 4 4 * * * i n 4-«» 11 ^ 5 




C 4 4 ^ C ii 4 • • • « n 5 C 4 4 * * - i n -f-1 ^ °4 4 - • • * 

Wir definieren nun die Funktionen und h n auf E durch: g n — — oo, 

= H- °o auf E — S A i± , g n = c ix > h n = c£ auf A ix — 5 A i± is ,g n = c ixit , 
4 4 

K = o[‘i. auf A hi ' — SA iiUU , .. g n = . K = . . , t 

auf M,* i i — S A £ i i , g n — £ * ...i , h n — c Ti ...i au ^ A iy . . . * . 

% n 

Dann ist ((g n )) monoton wachsend, ((A n )) monoton abnehmend; offen¬ 
bar ist jede Menge [g n (x) > y] und jede Menge [h n (x) < 2 /] Summe 

endlich vieler Mengen A^ y a , . . j h , also eine Menge aus fp 1 ; nach 

34-3-1 und 31-4-22 ist also g n s &, h n s <S Z ; setzen wir g — lim g n , 

n 

h ~ lim h n , so ist also auch g e &, h s S 2 - — Sei nun a e A und a >- 0 

n 

beliebig gegeben; da ((^)) gleichmaBig gegen / konvergiert, gibt es ein 
n £ , so daB [ \f n +i: — f n || ^ £ fur n n e , ^ = 0,1,2, .... Sei n ^ n e ; 

wegen M = S B x * . . . * g 5 I; * . . . t gibt es eine Menge 
4 4 - -. i n 1 * ’ ‘ ’ 71 44**- i n 12 w 

A x ; i mit n Indizes, so daB a s A * * . . . * ; wegen M A x 4 # . . * 

1 2 * * *tt 1 * w 1 ■ 71 

= -Bi, i, . . . i„ ist dann /„ (a:) = <,. . . i n fur alle x e B i±iy . .. in , also 


at* 
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II /« + i(*) —. - i n II Sis fiir aUe B iiia . .. i n , also 1st || . .. in ^ 

— c i x i a . - . i 11 ^ £ fiir alle c, deren erste n Indizes die festen Werte 


i ± , i 2 , . . . , i n h-aben, also ist auch: 


t 'i 1 x 2 . . . i 


S ’ 1 1 C ix i, - - - i n C *x *» . - - i n 11 ^ £ 


mithin: 


b 4 * - - • V 11 ^ s n 9 II c h *9 * * • *n c b *• • * - ' 


e +-, 

n 


d. h.: 

II ffn («) — /n (a) II i£ e + II (a) — /n (a) II ^ e + ^ fiir n^n e , 
also g (a) — A (a) = / (a) fur jedes as A , d. h. A 1 g — A 1 h = f . 
— Sei endlich a e E — A; wegen A — D A n gibt es dann einen kleinsten 

n 

Index n, so daB as E — A n , mithin wegen A ^ ia . ^ d n auch. einen 

kleinsten Index so daB a e E — *S A ix * * ; ist dieser kleinste 

Index — 1, so ist a s E — 5 ^L ii , also g n ( a ) = — 00 » (#) = + ©° 

fiir alle w, also g (a) = — oo, & (a) — -f- oo, also g (a) <Ji {a ); ist 

dieser kleinste Index > 1 , so gibt es ein ^ i . so daB 
«« A — S ^ i e . . . darm ist < 7 „ +t . (a) = < ^, 

**-.*(«) =<*„•--. aUe *> alsosr(a) A(o) 

also wieder gr (a) -< h {a). Also ist g (a) <C h (a) fiir alle a s E — A. 


Maehen wir wieder Gebrauch von der Rezeichnungsweise (7), (7*1), so gilt: 
38*7*3- 1 st © ein symmetrisches und vollig autarkes y\-System und 
A<Z_ A <^zE, so ist, damit die Eunktion f auf A unvollstdndige Grenz- 
funktion einer Folge ((/„)) aus © sei, notwendig und hinreichend, dap A s 
undfs C©^)* sei. 

Notwendig: DaB A s > folgt aus 3S-6-11; da fs (A 1 ©)*, und 
^ 1 © Q , also (A 1 ©)* CZ (©.4.)* » ist / 8 Hinreichend: 

Sei As^ 2 , fs((B A )*; dann gibt es nach 38*7*2 ein gs& und 
ein h s © 2 , so daB Alg = Alh=f und g < h auf E — A. Nach. 
38*5*32 gibt es in © eine Funktionenfolge ((/ n )) mit lim f n = g, 

_ n 

lim f n = hi also ist A die Konvergenzmenge von ((/ n )) und lim f n (x) 

n n 

= f (x) fiir alle x s A. 


Ist E insbesondere ein metrischer Raum, so gilt: 

38-7*4- 1st A C2 A 5= E, so ist , damit die Eunktion f auf A unvollstdndige 
GrenzfunJction einer Eolge ((/ rt )) aus Q£f (E) sei, notwendig und hinreichend, 
dap A s (-2?) und fs^Xi (A) sei. 
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Schreiben wir kurz (£| fur (£f ( E), so ist nach 35-1-4 (£| symmetrise!* und 
vollig autark, und nach 3S-5-22 ein y^-System; nach 35-2-21 ist = Q ((£f) 
= g (gf) = 23^ {E) > also = $ 8^2 (&) > ^ach 35-2-21 ist 9k = © ((£f) 
= & (<5f) = & (E), also nach 33-4-7 A 1 3k = $8* (A) , also nach (7-1) 
und735-2-2: (B A — (B (A 1 9k, .4 1 9k) = (Sf (A) . Nach 35-1-5 ist (<£f (. A ))* 
= ©|ii C4) * Somit folgt die Behauptung aus 38-7-3. 

Literatur: H. Fried, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931) S. 306. 


§ 39- Funktionen in Produktraumen. 

1 . Hilfsbetrachtungen. Seien E w , E f2) , . . . , E^ metrische Raume 
und sei E^ X E^ X ... X E^ ihr Produktraum (§20), d. h. die Menge 
aller &-tupel x — (x ± , x 2 , . . . , x k ) mit x { € E (t) (i — 1 , 2, . . . , k). Sei 
A S •^ <1) X E (2) X ... X E (k) und f eine Funktion auf A; wir bezeichnen 
sie mit / (rr) oder / {x T , x 2 , . . . , x k ). Bern naheren Studium solcher Funk- 
tionen schicken wir einige Hilfsbetrachtungen voraus. 

Sei E ein metrischer Raum und seien a v (v — 1, 2, . . . , n) n verschiedene 
Punkte von E ; wir definieren die Funktionen g (u), g v ( u) (v — 1 , 2 , 
fur alle us E durch: 

( 1 ) g {u) — min {u a* , u a 2 , . . . , u a n ), g v (u) = max (2 g (u) — u a v , 0 ); 

darni ist fiir u a v ^ - min a ? a v : 

2 x(x*v) 

( 1 - 1 ) g (u) = ua v , g v (u) = ua v ; 

ferner fiir w ^ ~a A a v : 

(Ml) 0 * 00=0 W#*r); 

denn dann ist ua z ;> ^ a v ^ 2ua v , also nach ( 1 ): u a x :> 2 gr (%), 

d. h. 2 g (u) — u a K <; 0 . 

Seien nun \ s t 2 „ . . ., t n endliche reelle Zahlen; da in jedem von den a v 
verschiedenen Punkte u s E mindestens eine der n Funktionen g v (u) z> 0 
ist, konnen wir eine Funktion h (u; % , . . ., a n ; t t , . . . , t n ) von u auf E 
definieren durch: 


( 1 - 2 ) 


Ji ( u ; ct ^ , ... 3 ct n tj , 

h ffi ( u ) + h 92 00 4 - - 


-,tn) = 

- H- t n g n {u) 


fiir u =f= a v (v == 1 , 2 , . . . , n) , 


(^) + Pa 00 + - - • 4-^* (^) 

^ («„; . . . , t n ) = ^ (v = 1, 2, - - - , n) ; 

dann gilt fiir alle u s E: 

min (&£, t 2 , . . . , t n ) ^ A (w; , . . . , , . . - , 4i) 

^ max ^ , . 


tn) 


(1*3) 
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39*1*1. Es gibt ein g > 0, so daf3 : h (u; a lt . . . , a n ; t ± , . . . , t n ) = t 
fur u s K a Q {v = 1, 2, . . . , n) . 

v 1 

Dies folgt aus (1*11) fur £ = — mm a x a v * 

O A, v (A=i=v) 

39*1*2. Die Funktion h (u; a ± , . . . , a n ; t ± , . . . ,t n ) von u (bei festen 
a^, ... , a n , t x , ..., t n ) ist stetig fur alle u & E. 

Dies folgt aus der Stetigkeit von g v (u), wenn u von alien a y (v = 
1,2, . . . , n) verschieden, und aus 39-1*1 fiir u — a v . 

39*1*3. 1st lim t v — t v (v = 1, 2, . . n), so konvergiert Ti (u; a x , . . .,a n ; 

(i 

t lpL , . . . , t nf f) gleichmafiig auf E gegen h (u; a x ..., a n ; t x , , t n ). 

Dies folgt wegen h (u; a x , . . . , a n ; t lju , . . ., t nf f) — h (u; a x , . . . , a n ; 
. . . ,t n ) = h(u; % , . . . , ct n ; t lfX — t x , . . . , t nju —- t n ) aus (1*3). 

Sei nun aueii E / ein metrischer Raum. Dann gilt: 

39*1*4. Sind t ± (v) , . . . , t n (v) endliche stetige Funktionen auf E', so ist 
h (u, v) — h (u; a x , . . . , a n ; t x (v) , . . . , t n ( v )) eine stetige Funhtion auf 
E x E'. 

Wir haben zu zeigen: gilt , vf) -*■ (u, v) , d. h. nach 20*1*1: gilt u^u, 
Vi -> v , so gilt h {Ui , vf)-*h ( u, v). Nun ist \\h (ui, — % ( u, v) || 

^ 11 h {Ui , vf) — h (^ , v) 11 -f- 11 h (Ui , v) — h (u, v) 11 . Aus der Stetig¬ 
keit der t v ( v ) folgt: lim t v ( Vi) — t v (v) (v — 1, 2, . . . , n); naeh 39*1*3 gibt es 

i 

also zu jedem s > 0 ein i e , so daB || Ji (u, vf) — h {u, v) || <C e fiir i l> i e 
und alle- us E; dann ist insbesonder© [| h ( ui, vf) — h , v) |] < e fiir 
i ^ i e . Wegen 39*1*2 gilt h (ui , v) h (u, v), also || h (Ui , v) — h {u, v) || 
< s fiir fast alle i. Also ist | j h ( u i3 vf) — h (u, v) 11 <C 2 e fiir fast alle i, d. h. 
h (ui , vf) —► h (u , v), w. z. b. w. 

39*1*41. Sind ^ (v), . . . , t n (v) endliche ^-Funktionen ( bzw. %^-Funk- 
tionen, bzw. (Ef- Funktionen ) auf E', so ist h (u, v) —h (u\ , ... , a n \ 

(v) , . . . , t n (v)) eine &-Funhtion {bzw. eine ^-Funhtion, bzw. eine (£|- 
Funktion) auf E x E'. 

Sind die n Funktionenf olgen M.K a (v) , . . t vfl (v = 1, 2,..., n) 

monoton wachsend (bzw. abnetmend), so gilt nach (1*2) dasselbe von der 
Funktionenfolge h (u; a 1 , . . . , a n ; hr («) > - • ■ . KM) (i“ = 2 ’ • • 

also folgt die Behauptung aus 39*1*3 und 39*1*4 fiir £ — 1. Von da aus 
schlieBt man auf Grund von 39*1*3 weiter durch transfinite Induktion. 

39*1*5. 1st die ahzahlbare Menge der Punkte a x , a % , . . . , a v , . . . dickt in E 
und ist f(u) eine endliche und stetige Funktion auf E, so ist: 

/(M)=lfa A(a; a,, . . . , a n ; f (c^) , . . ., / («„)) . 
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1st u e E, so gibt es zu jedem e > 0 ein o > 0, so daB | / (^') — / (w) | Cs 
fur u' u <1 2 q. Weil die Menge der a v dicht in E, gibt es fiir fast alle n unter 
den Punkten a ± , a 2 , , a n einen Punkt a v , so daJB a v u C q; dann ist 

in (1). g (u) <C g; fiir diejenigen A (= 1 , 2,, n), fur die a } u > 2 q , 
somit a x u>2g(u) s ist also nach (1): g p (u)—0; wir konnen also die 
Ton diesen A herruhrenden Glieder in 

27/(«a) g?. M 

A (u; a l ,.. a n ;f(,aj) («„)) = 1=^ - 

Z 9x(u) 

A—1 

weglassen; da fiir die iibrigen gilt : f (u) — e Cf fa;) C/ (u) -f- s, ist somit 
nach (1*3): f (u) — s Ch(u; a 1 , . ,, a n ; f (a 2 ) , . . ., / ( a n )) Cf{u) -f- s 
fiir fast alle n; d. h. es gilt f(u) — lim h(u\ a 13 .. . , a n ; f , . . . , / («„)) . 

71 

2. Partiell stetige Funktionen- Sei A £ E (1) x E (2) x . . . X E {k) und 
/ (x 1 , x 2> ... , x k ) eine Funktion auf A ; ist dann fa x , a 2 , . . - , a k ) s A , so 
bezeichnen wir mit A (l ^ die Menge aller (x 1 , x 2 , . . . , x k ) s A , fiir die 
Xj = a, (j #= i ), und mit (#*) die Funktion A (l) 1 f (ot^ , x 2 , . . . , x k ). Ist 
dann fi stetig im Punkte , so heiBt / im Punkte (a ±3 a 2 , , a k ) partiell 

stetig nach x±\ ist / im Punkte {a 13 a 23 —, a k ) partiell stetig nach Xi fiir 
i = 1, 2, . . ., Jc 3 so heiBt / partiell stetig in (a^ 3 a 2 3 . . . 3 a k ) . Ist die 
Funktion / partiell stetig nach x^ (bzw. partiell stetig) in jedem Punkte 
■von A, so heiBt sie partiell stetig nach Xi (bzw*. partiell stetig). 
Die Funktion / kann partiell stetig sein, ohne stetig zu sein; Beispiel im 

R z (= R t X R x ): (lurch f fiir * 2 ) 4= (0, 0), / (0, 0) = 0 

X J j X cf 

ist eine Funktion im R 2 definiert, die partiell stetig, im Punkte (0, 0) aber 
unstetig ist. — Wir werden nun zeigen, daB (unter sehr allgem einen Vor- 
aussetzungen iiber die Eaume E^) jede partiell stetige Funktion auf 
E w X E CZ) X ... X E^ k) eine Bairesche Funktion ist. 

39-2*1. Ist einer der Raume F (1) , E^ separabel und f (x 13 x 2 ) eine partiell 
stetige Funktion auf F (1) X F (2> , so ist f g G£f (F (1) X F (2) ) . 

Vermoge der Sehrankungstransformation konnen wir beim Beweise ohne 
weiteres / (r^ , x 2 ) als endlich annehmen. Sei etwa F (1) separabel; nach 
13-1*3 gibt es eine abzahlbare Menge von Punkten a v e E^ (v = 1, 2, . . .), 
die in F (1) dicht ist. Wir setzen: 

b'n (^tl * ^ 2 ) ^ ^ (^0. ’ > * * * s f ifh. » ^ 2 ) > * * * fan > ^ 2 )) » 

da nach Annahme die Funktionen / (a y , x 2 ) stetig auf E (2) sind, ist 
nach 39-1-4 h n (x± , x 2 ) stetig auf F (1) X F (2) , d. h. h n s (F (1) X E (2) ) . 
Da nach Annahme f (x 13 x 2 ) partiell stetig nach x 1> gilt zufolge 89*1-5: 
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f(x 1 , x 2 ) = lim h{x 1 \ a l3 . . . 3 a n ; f (a x , x 2 ) , . . . ,f(cc n> x 2 )) 3 d. h .f(x x , x 2 ) 
= lim h n (x x , x 2 ); wegen e (£1 (E {1) X i? <2) ) ist also f e ((£* (1£ (1) x E (2> ))*, 
also nach 85.1*5 / £ ©1 (^ (1) X J£ (2) ). 

39-2*11- Sind k — 1 der Raume E (1) a F (2) , . . . , separabel urid ist 
f (xx 2 3 ... s x k ) eine partiell stetige Funktion auf E w X E (2) X ... X E^ k \ 
so ist fs&l {E (1) X E (2) X ... X F a ‘>). 

Fur k = 2 ist die Behauptung richtig nach 39-2-1; wir nehmen an, sie sei 
riehtig fiir k — 1, und zeigen, daB sie dann auch fur 7c gilt. Wir konnen wieder 
/ als endlich annehmen. Seien etwa die Raume E (1 \ E^ 2 \ . . . 3 E (k ~ 1) separabel, 
und sei die Menge der Punkte a v (v = 1, 2, . . .) dicht in E^K Wir setzen: 
h n (x 1 , x 2i ... 3 x k ) = 

h (xj_; a 1 , . . . , a n ; f (c ^, ar 2 , - - - , x k ), . . ., / (a n 9 x 2 , . . . , x k )); 

nach Annahme ist / {ct^ , x 2 , . . . , x k ) e (E (2) X ... X E , also 

ist nach 89-1-41 & n , a ; 2 , . . ., a^.) a (E w X i? (2) X ... X jE^). Da 

/ (x ± 3 x 2 , ... 3 x k ) partiell stetig nach x 1 ist , gilt zufolge 39-1-5 
/ (x ± , x 2 , . . . , x k ) = lim h n (x 1 , x 2 , . . . , x k ); nach 35-1-5 ist also 

fs <g* ( E (1) X E (2 > X ... X ^ (A) ). 

39-2-2. Fsf / , # 2 , . - - , x k ) eine partiell stetige Funktion im R k , und 

setzen wir f (x , x , . . . , x) = g ( x ), <so <7 (a?) £ (£* (i? 1 ). 

Aus 39-2-11 folgt fiir E (1) = E (2) = . . . = E ( *> = J^: 

/ (*i , . • • • , oc k ) £ (i4); 

bezeiehnen wir mit A die Gerade x-^ = x 2 = . . . = x k des R k , so ist; 

f (x s x , . . . , x) = A If (x 1 3 x 2 , . . . 3 x k ); 
nach 35-3-3 ist also f {x , x s .... x) e (£* (A) 3 und da die Abbildung, die 

dem Punkte ( x 3 x, . . ., x) e A den Punkt x e R^ zuordnet, homoomorph 

ist, folgt daraus die Behauptung. 

Wir werden in 39-2-31 zeigen, daJB umgekehrt jede (£jji-Funktion im 
auf diese Weise aus einer im R k partiell stetigen Funktion gewonnen werden 
kann. Zunachst beweisen wir: 

39-2-3- 1st g ( x) s G£| (i 2 x ) und q > 0 , so gibt es eine im R 2 partiell stetige 
Funktion f (x x 3 x 2 ), so da/3 f (x, x) — g (x) und f (x x 3 x 2 ) = 0 injedem Punkte 
(a^, a; 2 ), der von der Geraden x± = x 2 einen Abstand ^ q hat. 

Vermoge der Schrankungstransformation konnen wir | <7 | <: 1 annehmen. 
Da nach 35-1-5 (£| == gibt es eine Folge ((< 7 „)) stetiger Funktionenim 

R 1 , so daB g n -+ g 3 wobei noch ohne weiteres angenommen werden kann: 
| g n | ^ 1 . Nach 25-7-31 gibt es ein g n > 0, so daB fiir je zwei Punkte 
x' 3 x" aus [— n 3 n\z 

( 2 ) | g n (a^) — g n (x") \ < 1 wenn [ xf — 


00 " | s£ e„; 
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dabei kann ohne weiteres angenommen werden: o n ~ 1 < Q n < Q- Wir legen 
nnn im i? 2 zur Geraden x ± — x 2 auf beiden Seiten Parallele P n und P' n im 
Abstande g n+1 {n — 1,2, . . .), und definieren/ (x 1 , x 2 ) durch die Vorsebrift: 
im Punkte x x — x,x 2 = x der Geraden x 1 — x 2 sei f (x 1 , x 2 ) — g (x); in den 
Schnittpunkten der in diesem Punkte errichteten ISTormalen der Geraden 
x 2 — x 2 mit den Parallelen P n , P' n sei / (x 1 , x 2 ) = g n (x ); auf dem zwischen 
zwei Parallelen P n , P n+1 bzw. P' n , P' n ^ 1 liegenden Stuck dieser Normalen 
sei f (x 2 , x 2 ) linear; auBerhalb des von P 1 und P 2 begrenzten Streifens sei 
/ (x 2 , x 2 ) = 0. Wahlen wir g 2 ( x) — 0, was ohne weiteres moglich ist, so 
ist, da g 2 -< o war, /(%, x 2 ) = 0 in alien Punkten (x 2 , x 2 ), die von der 
Geraden x 1 = x 2 einen Abstand ^ g haben, und es ist / (x 1 , x 2 ) stetig in 
jedem nicht auf dieser Geraden gelegenen Punkte; bleibt also nur zu zeigen, 
daB / in jedem Punkte dieser Geraden partiell stetig ist. Sei also x 1 — x 3 
x 2 — x ein Punkt der Geraden x 1 = x 2 ; wir erricbten in ihm die ISTormale zu 
dieser Geraden und bezeiebnen den Scbnittpunkt dieser FTormalen und der 

Parallelen P n mit (x ln , x 2n ). Sei e > 0 beliebig gegeben; wir wahlen 

so groB, daB fiir n ;> n 0 das Intervall [x — g n , x -f- £►„] ganz in [— n 0 , n 0 ], 
also aucb ganz in [— n, n\ liegt, und daB | g n (£) — g {x) | < e fiir n ^ n 0 
(was wegen g n -* g moglich ist). Wegen / {X, x) = g (x), f(x ln , x 2n ) = g n ( x ) 
ist dann: 

(2-1) \f(Xin> x 2 n) — /(*» *) I <£ fiir n ^ n 0 . 

Seien nun p n , q n die Scbnittpunkte der Geraden P n mit der Geraden x 1 —x 
bzw. x 2 = x; wir betracbten das abgeschlossene Rechteek Q n , das begrenzt 
wird von den Parallelen P n , P n +\ und den in den Punkten y> n , q n auf P n 
errichteten IsTormalen; sei (x l3 x 2 ) ein Punkt der in P n (bzw. in P n+1 ) 
liegenden Seite dieses Rechteckes, und sei ( x *, x *) der Scbnittpunkt der 
im Punkte (x ± , x 2 ) errichteten IsTormalen dieser Rechtecksseite mit der 
Geraden x^ = x 2 ; da P n von der Geraden x 1 = x 2 den Abstand g n+1 bat, 
ist dann offenbar [ x*—x [ <C Q n _u und da nacb Definition: 
f(x 1 ,x 2 ) = g„(x*) (bzw. = s» n+1 (x*)) ; f(x = ?„(*)» f( x i„ + i> ar 2n+1 ) 

~ g n ~i (£) s gelten auf den in P n bzw. P n+1 begenden Seiten des Recht- 
eckes Q n fiir rt :> ?i Q nacb (2) die XTngleicbungen: 

x 2 )—f(x ln , x 2rl ) |<£ bzw. |/(a^, x 2 ) — f x 2n+1 ) |<e; 

sobald n ;> n 0 , gilt also nach (2*1) auf den beiden genannten Seiten dieses 
Recbteckes: \f(x 1 , x 2 ) —f (x, x)\ < 2e; zufolge der Definition von / gilt 
dann aber diese Ungleichung im ganzen Rechteek Q n fiir n ^ n 0 ; sie gilt also 
auch auf dem vom Punkte {x, x) und dem Punkte p nQ bzw. q nQ begrenzten 
Stiicke der Geraden x-j — x bzw. x 2 —x. Dnd da die Funktion / {x 1 , x 2 ) 
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in spiegelbildlich zur Geraden x 1 — x 2 gelegenen Punkten denselben Wert 
bat, ist dadurch ibre partielle Stetigkeit im Punkte (x, x) be wiese el. 

39*2*31. 1st g (x) e <£* (R x ) und g > 0, so gibt es eine im R k partiell 
stetige Funktion f {x 1 , x 2 , . . . , x k ) 3 so daft f (x, x, . . . , x) = g (x) und 
f (x x , x 2 , . . . , x k ) = 0 in jedem Punkte (x x , x 2 , . . . , x k ), der von der 
Geraden x x = x 2 = ... — x k einen Abstand ;> g hat. 

JSTach 39*2*3 ist die Behauptung richtig fur k = 2; wir nehmen sie als 
richtig an fur Tc — 1, und zeigen, daB sie dann auch fur k gilt. Vermoge der 
Sebrankungstransformation konnen wir dabei g als endlich annehmen. Wir 
bezeichnen mit G die Gerade x ± = x 2 = . . . = x k des R k und legen dureli G 
einen R h _ 2 , der keine der k Koordinatenachsen des R k enthalt, und den wir 
mit H bezeiebnen (im Fade 7c — 3 ist H = G ); in dem dureh H gebenden 
R ]c _ i-Biischel gibt es dann genau einen R k ^ x , der die a^-Achse enthalt, 
und den wir mit (4 == 1, 2, . . ., k) bezeiebnen; durcb geeignete Wahl von 
H kann erreiebt werden, daB keine zwei K i zusammenfallen; seien 
K[, K" {i = 1, 2, . . . 3 k) weitere 2 k durcb H gebende R k _ x , derart daB 
K\ , K ± , K" , X , K 2 , K'l 3 ... , K k , K k , K k zyklisch aufeinander folgen; 
das von K'. und X'/ begrenzte abgescblossene Dieder, das enthalt, be¬ 
zeiebnen wir mit JD ±; dann sind die Mengen T>i — H disjunkt. Wir definieren 
zunaebst auf JD^ eine partieU stetige Funktion fi {x 1 , x 2 , . . ., x k ) 3 die — g (x) 
ist im Punkte x x — x, x 2 — x, . . . , x k — x von G, und = 0 ist auf K\ — G, 
auf K" — G und in alien Punkten von D i , die von G einen Abstand ^ q 
baben; es genugt, diese Funktion in einem der beiden Keile zu definieren, 
in die Di durcb H zerlegt wird, da ibre Definition im anderen ganz analog 
erfolgen kann. Wir fubren diese Definition etwa fur i — 7c durch; sei also 
G einer der beiden Keile, in die D k durch H zerlegt wbd, z. B. der die 
positive Halfte der a^-Achse (x k > 0) entbaltende; sei ferner ((cr n )) eine 
abnebmende Folge positiver Zablen mit cr 1 <C g und cr n 0; sei P Jt P 23 ... 3 
P n , . . . eine Folge untereinander und zu H, niebt aber zur a^-Aehse par- 
alleler * so daB P n die Gerade x x — x 2 — . . . = x k _ L = x k — <r n enthalt. 
Da g (x) s (££ (R 2 ), gibt es nacb 35-1-5 in (R^) eine Folge ((g n )) mit 

lim g n — g, wobei wir nocb obne weiteres g x = 0 setzen konnen; nacb Annabme 

n 

gibt es, wenn ((g n )) eine Folge positiver Zablen mit g n ~* 0 bedeutet, im R k _ r 
eine partiell stetige Funktion g n (x x , x 2 3 ... , x k _ 1 ) , so daB g n (x 3 x 3 ... 3 x) 
— ffn (&) rmd g n (a^ 3 x 2 , , x k _ x ) = 0 fur alle Punkte (x x , x 2 , . . . , 

die von der Geraden x 1 —x 2 =...~ x k _ 1 einen Abstand ^ g n baben, 
wobei obne weiteres g x (x 1 , . . . , x k _ 1 ) — 0 angenommen werden kann; 
wir setzen nun: f k , x 2 , . . ., x k _ x , x k ) — g n (a^ , x 2 , . . . , x k _ x ) in alien 
Punkten von C P n ; war g n hinlanglich klein gewahlt, so ist dann f k = 0 auf 



§ 39. Funktionen in Produktraumen. 


331 


K k P n unc ^ P-k Pjti auch in alien iibrigen Punkten von K' k C — G und 
K k C — G setzen wir f k = 0; auf G definieren wir f k dnrch f k (x, x, . . x) 
^=g(x); um nun f k auch in den Punkten x k ) von C — (S P n ~{- K' k 

n 

■+-K k ) zu definieren, legen wir durch einen solchen Punkt die zur x k - 
Achse parallele Gerade; in ihren Schnittpunkten mit C P n , G K' k , G K k 
ist f k schon definiert, und wir setzen nun fest, daB f k zwischen zwei auf- 
einander folgenden dieser Schnittpunkte linear variieren soil; auf demjenigen 
der beiden Teile, in die C dureh P ± zerlegt wird, der nicht an H grenzt, sei 
f k = 0. Nun ist f k auf ganz C definiert; da cr ± C q , also alle a n < g , ist, 
wenn die q n hinlanglich klein gewahlt werden, f k — 0 in alien Punkten 
von C 3 die von G einen Abstand q baben. Wir haben nocb zu zeigen, 
daB f k partiell stetig ist. In einem Punkte von C — H folgt die partielle 
Stetigkeit nach x k unmittelbar aus der Definition, die partielle Stetig- 
keit nach xi (i <C k) folgert man leicht aus der partiellen Stetigkeit der 
g n (x ± , x 2 , . . . , x k _ t ) . In den Punkten von H ist nur die partielle 
Stetigkeit nach x k zu beweisen, da jede durch einen solchen Punkt 
gehende Parallele zu einer x r Achse (i 4 = 1c) ganz im Dieder (i =f= k) liegt, 
mithin mit C nur diesen Punkt gemein hat; ist zunachst p ein Punkt von G, 
etwa p — ( x , x, . . . , x), so folgt die Behauptung, da f k {x, x , . . . x, x cr n ) 
= g n (x, x, . . ., x) = g n (x ) ist, und da f(x, x, . . ., x , x k ) fur x -f- a n 
^ x k ^ x + <r n+1 linear variiert, aus lim g n ( x ) = g (x) ; sei sodann p s H — G 

71 

und sei p — (x ± , x 2 , . . . , x k ); nach Definition ist dann / (x x , x 2 , . . . , x k ) 
= 0; es konnen nicht x ± , x 2 , . . . , x k _ 1 einen und denselben Wert x 
haben, da sonst die zur x^-Achse parallele Verbindungsgerade des Punktes p 
mit dem Punkte (x, x, .. ., x) von G, mithin auch die x&-Aehse in H lage, ent- 
gegen der Wahl von H ; es liegt also der Punkt (x x , x 2 , , x k _ 1 ) des P k _ ± 

nicht auf der Geraden x ± = x 2 = . . . — x k _ 1 des hat also von dieser 

Geraden positiven Abstand, und da g n (x ± , x 2 , . . ., x k _ 1 ) — 0 war in alien 
Punkten des P k _ x , die von dieser Geraden einen Abstand ^ q n haben, und 
da Q n ~^0 gait, ist g n (x x , x 2 , . . . , x k _ x ) = 0 fiir fast alle n; also ist nach 
Definition auch f k {x t , x 2 , ... x k _ 1 , x k ) — 0 fur alle hinlanglich nahe an 
x k gelegenen x k , d. h . f k ist partiell stetig nach x k im Punkte p — 

, x 2 , . .., x k ). — Nachdem in dieser Weise im Dieder D i die gewunschte 
partiell stetige Funktion fi definiert ist, definieren wir / (x 1 , x 2 , . . ., x k ) 

Jc 

im P k durch: f — fi in Di (i — 1, 2, ... , 1 c), f = 0 in P k — S Di\ dann 

i = l 

ist / partiell stetig; dies ist evident in jedem Punkte p s JR k — H ; ist p e H, 
so liegt die durch p gehende,- zur x^-Achse parallele Gerade ganz in , 
so daB im Falle p s H die partielle Stetigkeit von / aus der der fi folgt. Und 
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offenbar ist / = 0 in jedem Punkte, der von G einen Abstand :> g hat, da 
dies von den / 4 gait. 

Da es nach 35-S-l im R x Funktionen gibt, die genau (£*-Funktionen 
sind, lehrt 39-2*31, in Erganzung zu 39-2-11, daB es im R k partiell stetige 
Funktionen gibt, die genau (^-Funktionen sind; denn ware fur jede im 
R k partiell stetige Funktion: / (x x , x 2 , x k ) s (^ k ~ 1 (R„) + (E n )> 

so ware, wie der Beweis von 39-2-2 zeigt, / (x 3 x , . . . , x) e GC* -1 ( R x ) 
-f- (£fc-i (-Hi)* i m Widerspruche zu 39-2-31. 

Literatur: R. Baire, Aim. di mat (3) 3 (1899) S. 87; H. Lebesgue, Journ. de 
math. (6) 1 (1905) S. 201. 

3. Stetigkeitspunkte partiell stetiger Funktionen. Ist M ^E (1) x E (2 \ 
so bezeichnen wir die Projektion (§ 23, 6) von M in den Baum E w (bzw. 
2£ (2) ) mit AT (1) (bzw. Af (2) ); die Menge aller Punkte {x x , x 2 ) e M mit x 2 = a 
(bzw. x 1 — a) bezeichnen wir mit M^ (bzw. mit M^). 

Sei O of fen in E a) X E (2) und / {x 1 , x 2 ) eine Funktion auf O ; ist M £ O , 
so bezeichnen wir mit co (M) die Schwankung von M If (§ 26, 3); ist x 
der Punkt [p5 Xi x 2 ) von und x e O, so bezeichnen wir mit co ( x ) die 

Schwankung von / im Punkte mit co x (x) (bzw. co 2 (x)) die Schwankung 
von / (x x , x 2 ) im Punkte x x (bzw. die Schwankung von f (x x , x 2 ) im Punkte 
x 2 ); dann sind nach 26-3-2 die Punkte x sO, in denen / stetig, bzw. partiell 
stetig nach x 1 , bzw. partiell stetig nach x 2 ist, gegeben durch co (x) — 0, 
bzw. co 1 (x) = 0, bzw. co 2 {x) — 0 . 

Die Funktion/ auf O heiBe eine B -Funktion auf O, wenn sie folgende 
Eigenschaft hat: ist (^ , x 2 )eO, sind G a) und G (2) offen in E {1) bzw. in E™ 
und ist x x e G (1 \ x 2 e G {2 \ so gibt es zu jedem s > 0 eine nicht leere, in E^ 
offene Menge J3 (1) ^ 6? (1) und ein x 2 e <2 (2) , so daB \\f(x ls x' 2 ) — / (x x , x 2 ) 11 <g 
fiir alle (a^_, x 2 )eO mit x 1 eH < ' 1 K Berner ken wir noch, daB dabei die 
Menge H (1) und der Punkt x 2 s 6r (2) immer so angenommen werden konnen, 
daB (x x , x' 2 ) s O fiir alle x x e Denn sei g > 0, und sei U die Um- 

gebung 2 o von (x x , x 2 ) in E (1) xE (2) , G /(1) die Umgebung g von x x in 
E (1 \ G K2) die Umgebung g von x 2 in E i2) ; dann ist offenbar G'^ X G /(2) g U. 
Wahlen wir g hinlanglich klein, so ist ^G (1 \ 6r /(2) £ £r (2) , U 

also auch £r /(1) X 6? /(2) £ O; ist / eine -23-Funktion auf O s so gibt es eine 
nicht leere, in E ^ offene Menge JEL d) CZ q.*<X) und ein x ^ s G '^, so daB 
11 /(^i , x 2 ) — f(x l3 x 2 ) |]<:6 fiir alle (x x , x 2 ) e O mit x x e ; wegen 
E (1) CG^X^iO, x 2 eG'W gilt nun aber (x l3 x 2 )sO fiir alle 
x 1 eH < - 1 \ und wegen ^' (2) g6? (2) ist auch x 2 sG^ 2 K 

Ist / eine J3-Funktion auf O und O' ^ O , so ist O' 1 f eine J3-Funktion 
auf O'. 
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39*3*1. 1st f (x ls x 2 ) eine B-Funktion auf O und ist fur jede nicht leere y in 
F (1) offene Menge GP> £ 0 (1) : co ((G a) X E {2) ) O) 2> q , 50 ist die Menge alter 
x 1 s 0 (1) mit co (Og } ) c g ?;<m erster Kategorie in 0 (1) . 

Es genxigt zu zeigen: fur jedes q' < q ist die Menge aller x 1 eO (1) mit 
co (Og } ) < q' nirgends dicht in O a) . Sei £ (1) eine nicht leere, in E a) offene 
Menge £0 (1) ; nach 11*2-2 haben wir zu zeigen: es gibt eine nicht leere, in 
P (1) offene Menge K (1) £ G w , so daB o> (Og } ) ^ q' fiir alle x 1 e K (1 K Sei 3 
das Infimum (§ 25, 4) der Funktion (<2 (1> xP (2> ) 0 If und sei z* > z; dann 
gibt es einen Punkt (x{ , xl) s ( G a) xE (2) ) 0 3 so daB f {x\ , a£) < z*, und weil/ 
eine P-Funktion, gibt es eine nicht leere, in E {1) offene Menge H {1) £ G (1) und 
ein x 2 s 0 <2) , so daB (x ± , # 2 ) £ ^ und / (#1 > ^4) < z* fur alle £ P (1> . Ist z 
das Supremum von (P (1) xP (2) ) O If und z* < i, so gibt es einen Punkt 
(®l , xf) s X P (2) ) O mit / (x x , x 2 ) >» s *, und weil / eine P-Funktion, 
gibt es eine nicht leere, in E {1) offene Menge P (1) £ H (1) und ein x. 2 e 0 (2) , 
so daB (x ± , x 2 ) s O und f (x x , oc'f) > z* fiir alle x x s K (1 K Dann ist, wenn 
z* < z* ist: co ( O ;> || z* — z* || fiir alle x ± s K (1) . Pa q' < q und nach 
Voraussetzung q ^ co ((H^xE^) O) <; j| z — z || , konnen z* und z* so 
gewahlt werden, daB z* < z * und 11 i* — z* 11 > q'; dann aber ist co (O^) > q' 
fiir alle x ± s K (1) , w. z. b. w. 

39*3*2. Ist f (x 1 , x 2 ) eine B-Funktion auf O, ist x 2 e 0 (2) und co (x) qfiir 
alle x e , so ist die Menge aller x s 0 ( P mit co 2 (x) <C q von erster Kategorie 
m 0< x > . 

3 o 1 

Sei P (1) die Projektion von OL 1} in den Raum E (1) und G {2) die Umgebung — 

?l 

von x 2 in P (2) . Pa co (x) ^ q fiir alle sue ist dann fiir jede nicht leere, 
in E (1 > offene Menge G (1 > £ P (1) : co ((G w xG^) O) g . Aus 39*3*1 folgt 
also, indem wir dort E^ durch G^ und O durch (P^XG^f-) O = O n er- 
setzen: die Menge A n aller x t s P (1) mit co ((0')^ } ) < g ist von erster Kate¬ 
gorie in P (1) . Also ist auch A = S A n von erster Kategorie in P (1) . Nach 

« 

23*3-1 ist aber m 2 (x 1 , ^ 2 ) = lim co ((0'j (2) ); aus , x 2 ) C q folgt also: 

£ 4 n fiir fast alle also auch x 1 e A; die Menge aller x x e P <1) mit 
co z (x 1 ,x 2 Xq ist also von erster Kategorie in P (1) , oder mit anderen Worten: 
die Menge aller xsO { P mit co 2 (x) Cq ist von erster Kategorie in 0 { P. 

39*3*21. 1st F (2) separabel, f (x L , x 2 ) eine B-Funktion auf O und co (x) ^ q 
fiiT alle x s Of so ist , wenn Q die Menge aller x s O mit co 2 {x) <C. q und Q' die 
Projektion von Q in den Baum E^ bedeutet, Q' von erster Kategorie in E^ K 

Sei a 1 , a 2 , . . . , a v , . . . eine abzahlbare in P <2) dichte Menge. Zu jedem 
x^sQ' gibt es ein x 2 s0 , so daB co 2 (% , % 2 ) ^ Q? < ^ a ^3*3*11 (% ? x 2 ) 
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eine oberhalb stetige Funktion auf 0 { ^ ist, gibt es also auch ein a v , so daB 
co 2 , a v ) C q. 1st also Q v die Projektion von QO™ in den Raum E {1) \ 
so ist Q' = SQ V \ nacb 89-3-2 und 19-4-3 ist aber Q v von erster Kategorie 

V 

in E (1) , also auch Q f . 

39-3*22- 1st E (1) ein Youngscher Baum, ist f eine B-Funktion auf 0 und 
ist f 'partiell stetig nach x 2 fur alle x a 0 { F , so ist die Menge alter x e 0 ( I\ 
in denen f unstetig ist, von erster Kategorie in Oj? *. 

Nach 26-3-2 geniigt es, zu zeigen: fur jedes q > 0 ist die Menge A q aller 
xsO ( F mit co {x) ^ q nirgends dicht in 0 ( I\ Nach 26-3-41 ist A q abge- 
schlossen in 0 ( F; ware A q nicht nirgends dicht in 0£\ so gabe es also nach 
11-2-111 eine in 0 ^ offene Menge G (1) A , so daB co (x) q fur alle x e G a) ; 
nach 10-8*1 ist 6r (1) = H, wo H offen in E (1) X E {2) ; dabei kann ohne 

iC a 

weiteres H 0 angenommen werden; aus 39-3-2, angewendet auf H If 
wiirde dann folgen, daB die Menge aller x e Cr (1) mit cd 2 (x) < q von erster 
Kategorie in 6r (1) ist; dann aber gabe es nach 19-7-511 einen Punkt xsG^ 
mit w 2 (x) ^ q, im Widerspruch zur Voraussetzung, daB / partiell stetig 
nach Xc, fur alle x e O^K 

Wir betrachten nun einen Produktraum E {1) X 2£ (2) X ... X E^, auf den 
sich, wo nichts anderes gesagt, die im folgenden auftretenden Pelativbe- 
griffe (wie offen, Umgebung usf.) beziehen. 

39*3*3. Bind E (1) , E&\ . . . , E ( ' n ~ 1 ' ) Youngsche Rdume, ist O offen, und 
ist f eine partiell stetige Funktion auf O, so gibt es zu jedem x a O, zu jedem 
£ > 0 und zu jeder Umgebung U von x eine nicht leere , offene Menge H CJ U, 
so dap || f (x) — / (x) || < e fur alle x e H. 

Wir beweisen das durch Induktion. Die Behauptung ist trivial fur n = 1; 
wir nehmen an, sie gelte fur n — 1, und zeigen, daB sie dann auch fur n 
gilt. Setzen wir E ,(1) X ... X == E f , also E^ X ... X E (n) — E* X 

und schreiben die Puhkte (x 1 , , x n ) von E^ X ... X E^ in der Form 

( V> x n)> wo V — - - •, x n _ i) £ E r , so ist O eine offene Menge in E'xE^ 

' Lin d f , . . . , x n ) kann in der Form f ( y , x n ) geschrieben werden. Sei 
x * n ) e O , wo y* — {x\ , ... , x n _f ); ist dann G' offen in E' und y* sG', 
so gibt es, da nach Annahme die Behauptung fur n — 1 gilt, zu jedem e > 0 
eine nicht leere, in E f offene Menge H / G', so daB ]| / {x ± , . . . , x n _i , x*) 
— / (x\ ,. . ., #*-i , x* n ) || < s fur alle (x x , . . . , x n _f) a H ', d. h. 11 / ( y , x* n ) 
f (y*> x n ) || <£ fur alle y a H f , d. h. f {y, x n ) ist eine B-Funktion 
auf O. Sei nun x — (x ± , , % n ) a O und U eine Umgebung von wir be- 

zeichnen mit U~ n die Menge aller (x 1 , . . . , x n ) a U mit x n = x n \ da nach 
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Annahme die Behauptung fur / (a^, . . ., x n _ x , x n ) gilt, gibt es eine nicht 
leere, in U~ n offene Menge H , so da£ fur alle {x^ , . . ., x n _ t , £ n ) £ jj: 

(3) 11/(*!>•••* ^n-l > *«) ~/(^l a • . • a X n~l a ^») H < | * 

Da nach 20-2*71 E (1) X. . .Xj E (n ~^ ein Youngscher Baum, ist nach 39*3*22 
die Menge aller Punkte von Z7-^, in denen / (?/, x n ) = f (xj , , x n _±, a; rt ) 

unstetig ist, von erster Kategorie in U~ n ; da nach 20-4*1 und 19-1-2 
aueh U~ n eine Youngsche Menge, gibt es also nach 19-7*511 einen Puhkt 
xe H, in dem / stetig ist; es gibt also eine offene Menge JEL £ £7, so daB 
11 /( x ) —f ( x ) II < alle xsH. Wegen (3) ist aber || f (x) — / (35) [| < ~ , 

also ist 11 / (x) — / (£) j | < s fur alle x e H. 

39-3*31. Sind E w , E^ , . . . , A7 <n_1) Youngsche Rdume, ist O offen u?id f 
eine partiell stetige Funhtion auf O, so ist , wenn (a^ , . . . , & n -±) — V und 
f (x 1 , . . . , oc n __ x , x n ) = / (y, x n ) gesetzt wird , / ( 2 /, a; n ) erne B-Funhtion auf O. 

Dies folgt unruittelbar aus 39*3*3. 

39-3-32. Sind E (1 \ E {2 \ . . . , 'Youngsche Rdume, ist O offen und f 

eine partiell stetige Funhtion auf O, so ist , wenn O-^ die Menge aller 
(x-l , x 2 , . . ., #„) e 0 mit x n — bedeutet, die Menge aller Funhte von , 
in denen f unstetig ist , v<m erster Kategorie in O- . 

Dies folgt aus 39-3-22 und 39*3*31. 

Aus 39-3-32 entnimmt man, daB — unter den Voraussetzungen dieses 
Satzes — jede partiell stetige Funhtion auf O Stetigkeitspunkte besitzt; 
und zwar liegen diese Stetigkeitspunkte nach 19-7*51 in jeder Menge O- 
dicht. Wir werden in 39*3*0 eine Verscharfung von 39*3-32 beweisen. Dazu 
benotigen wir zwei Hilfssatze. 

39-3-4* Sind J E' (1) , E {2) , . . . , 2£ (n_1) Youngsche Rdume , ist E (n) in sich 
hompaht und ist f eine partiell stetige Funhtion auf E^ X . - . X E^ n \ so gibt 
es eine in E^ dichte abzahlbare Menge C und zu jedem g > 0 und zu jeder in 
E™ X ... X E ^ n ~ 1) offenen Menge Off) A. cin a > 0 , eine in G offene Menge 
A. und eine Residualmenge H* in H , so daft f fur alle ( x 1 , , & n -f) £ M* 

und alle x n e C stetig in (x x ,. . . , x n _ x , x n ) ist , und fur alle (oc^ , ... , £ SI* 

und alle x' n e E^ , x'j s E^ n) mit x' n x^ < cr die Ungleichung gilt : 

11 / (**0. * * * * a x n-1 » x n) / a - * • a ^n-l * ^) 11 ^ Q * 

Nach 15-1-41 ist JE? (n) separabel, es gibt also eine abzahlbare in E in} dichte 
Menge C; ihre Punkte seien c ± , c 2 , . . ., c, ,-Sei A v die Menge aUer 
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(x 1 „ . . . , x n _ x ) e G, fur die (x x , ... , x n _ x , c v ) ein Unstetigkeitspunkt von/ 
ist; nach 39*8-32 ist A v von erster Kategorie in G, mithin auch S A v von erster 

Kategorie in G , nnd B = G — S A v eine Kesidualmenge in G. Weil / partiell 

V 

stetig nach x n , gibt es zufolge 25*7-81 zu jedem Punkte (x x , . . . , x n _ x ) e B 
ein cr (x 1 , . . . , x n-±) > 0, so daB: 

11/ K > - • • > x n-l > <)—/(«!» - • • > . O li ^ £> 

fiir alle x' n e E w , x" s E (n) mit x' n <. a (x 1 , x n __ 1 ). Sei B k die 

Menge aller (x x , ... , x n _ x ) s B , fur die cr (%,..., x n _ x ) = angenommen 

werden kann; wir zeigen zunachst: i?* ist abgeschlossen in K. 

Sei (^ , . .., x n _-^) e (B^) 0 B \ wir haben zu zeigen: dann ist auch 
(Xj , . . . , x n _ x ) e B k . Es gibt in B k eine Folge von Punkten (x\ , , xl_ x ) 

(i «= 1, 2, . . .), so dafi (a£ * • • • * ^_ x ) -* (x x , . . . , x n _ x ); sei £ C, a;" e G , 

^ x^ <-j-1 nach Definition von _B* ist dann || / (a4*\ . .., , a£) 

— f > ■ • • » , aC) || ^ g; nach Definition von -B ist / stetig in 

(^ , . . . , x n _ x , a£) und in (£ x , . . . , , a?"); also gilt auch: 

(3‘3.) ||/ (^i * • * * * x n ) / ( X 1 * ••• 3 x n -l> X n) I ^ 

da (3*1) fur alle x' n s C, x" e C mit x n x" C gilt, da C dicht in E {n) und/ 
partiell stetig nach x n , gilt (3*1) auch fur alle x n eJE (n) , x" e E (n) mit 
x n x n < » d. h. a (x l9 . . . , x n _ x ) kann = jr angenommen werden, d. h. 

(^ , . . . , x n _ x ) & B k , w. z. b. w. — Nun ist B = S B k ; da B Kesidualmenge 

in(r 3 also nach 19*7*7 nicht von erster Kategorie in G, ist mindestens ein B k , 
etwa B k * , nicht nirgends dicht in G ; nach 11*3*7 gibt es also eine in G offene 
Menge H 3) A, so daB B k * H dicht in B ; da B k + abgeschlossen in B , ist dann 
B k * H — B H; setzen wir B H — H *, so gilt also nach Definition von B k * 

fiir alle (a^ , . . . , x n _ 1 )sH* und alle x n e B (n \ x„ s E w mit x n x” < 1 die 

Ungleichung | \f{x 1 , .... x n _ 1 , x n ) ~ f (x x , . . . , x n _ 1 , as") || <. q , nach 
Defimtion von B ist / stetig in (x 1 , . . . , x n _ x , x n ) , wenn (x x , . . . , x n _ x ) 
sH* und x n e C; und weil B eine Kesidualmenge in^ war, ist nach 19-7*8 
E* eine Kesidualmenge in H. 

39-3*5* Birid E^, E^\ . . . , E^ 71-1 ^ IToungsche Bdume , ist E^ in sich 
Jcompakb und f eine 'partiell stetige FunTction auf E^ X ... X E^ n \ so ist 
fiir jedes q > 0 die BrojeJction P der Jktenge [a> (x) ^ q\ in den Baum 
B (1) X ... X 1} nirgends dicht in E a) X ... X 
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ISTach 26*3.41 und 23*6*3 ist P abgeschlossen in P (1 > x . . . X E (n -V; nach 

11.2*111 geniigt es also zu zeigen: es gibt keine in B (1 > X ... X E offene 

Menge, die -At 11 nc ^ = T 3 ware. Angenommen, es gabe eine solcbe Menge G-. 
Wir Walden in 39-3*4 q — und baben: 

’ ■ ■ ■ ’ K n-1 > <) —/ (*1 , • - - , *„_! , <) || ^ | 

( } fiir (arj , , x n _J e #*, < <' < ff . 

Sei , «„_!> £ H*; wegen i7* EGgp gibt es ein e so daB 

co > • * • f x n—i > x n} ^ (? * / partiell stetig nacb x n , gibt) es ein cs C 3 

so daB: 


(3*3) 




X n-1 > c ) - f ( x l > 


%n) 


■ JL 

18 


c x r 


< 1 - 


Da nacb Definition von H * f stetig in {x x , . . . 9 x n _ 2 , c ) , gibt es eine in 
E (1) X ... X E (n ~ 2) offene Menge O £ H , so daB f . . . , x n _ x ) eO und: 


(3*4) 


11/ (*^1 » * * * > X n- 1 > c ) f ( X 1 * • • • J %n -1 » C ) jj < 
fiir (ajjL, . . . , x n _j) £ O . 


Bezeicbnet 0 (n) die Menge alter x n s E M mit x n x n < ~, so gibt es wegen 

co (x x , . . . , x n _ x , % n ) ^ q nacb 26-3*12 einen Punkt (x^ , , x* n ) s Ox 0^ n \ 

so daB: 


(3*5) 


\\f( x l > * * • > x n) —f( x l > - • - > x n) 


l>f 


und Weil / nacb 39*3*31 eine B-Funktion, gibt es eine in O offene Menge 
O' A und ein x* e Q^ n \ so daB: 


(3*6) 


11/k 


•, . <*)—/(*:, - - •. <> ii < 


18 


(3-7) 


also ist 


fiir (x ± , . . . , x n _j) s O' . 

Aus (3*3), (3*4), (3*5), (3*6) folgt: 

11 / ( X 1 > * * * * X n-\> X n) —f( X 1> * * > X n-1, C ) 11 > f 

fiir (x 2 , ... , x n _^) s O' . 

ISTacb (3*3) war c x n C — , nacb Definition von 0 {n) ist x* x n < - 

Jt — 1 

x* c <C a; da H* eine Itesidualmenge in H und O' ^ O ^ H, ist nacb 
19*7*51 O' H* 3 A , somit stebt (3*7) im Widersprucbe zu (3*2). 

39*3*6. Sind jE7 {1) , E i2 \ . . . , E {n ~^ Youngsche Rdume, ist E (n) in sich 
Jcompalct und f eine 'partiell stetige Funkbion auf E^ X ... X E^ n \ so ist 
die Frojektion P der ALenge (tiler TJnstetiglceits'punTcte von f in den Ra/wm 
E^ X ... X von erster Kategorie in X ... X E^ n ~ 1)1 . 

Hahn, Eeelle I’anktionen. 22 
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Sei P v die Projektion der Menge £ co (x) :> in den Raum P (1) x 

X Dann ist P — S P„, und nach 39-3*5 ist P v nirgends dicht in 

jS 7 (1) X . . . XP (/l-1) . 

39*3-7. Seien E {1) , . . ., E i - n ~ 1) Y oungsche Pdume, sei asE {n) und sei A die 
Menge alter Punkte (x ±, . . ., x n __ l3 a) des Paumes E (1) X . . . X-^ (w ~ 1> x E (n) ; 
ist f , . . . , x n ) eine Funktion auf E (1) X . . . XE ^, die partiell stetig ist 
nach jeder der V eranderlichen x ± {i — 1, 2, . . . , n — 1) in alien Punhten 
von (P (1) X ... X E — A , partiell stetig nach x n in alien Punhten von A , 
so ist die Menge alter in A liegenden Unstetigkeitspunkte von f von erster 
Kategorie in A. 

Setzen wir (x x ,. . . , x n _f) = y , f (x x , . . ., x n _ l3 x n ) = f(y, x), so folgt 
aus 39-3-3 (angewendet anf den Raum P (1) X . . . xE^ 1 ^) und der partiellen 
Stetigkeit nach. x n in den Punkten von A, daB / (y, x) eine P-Funktion ist. 
Die Behauptung ergibt sick also aus 39-3-22, 

39-3*71- Sind E^, . . . , Youngsche Paume, ist E^ separabel, 

ist f (a? x , . . . , x n ) eine nach jeder der Veranderlichen x^{i — 1, 2 , ... >n — 1) 
partiell stetige Funktion auf E a) X . . . X E (n) , und gibt es eine Residualmenge 
B in E (l) X . . .xP (w-1) , so da/3 fur jeden Punlct (x 1} . . . , £ n _ x ) e B die Menge 
der Stetigkeitspunkte der Funktion g (x n ) = / (x l3 ..., x n _ 13 x n ) dicht in P (n) 
ist 3 so ist die Menge Q alter Unstetigkeitspunkte von f von erster Kategorie 
in E a) X . . .xE in K 

Setzen wir wieder (x x . = y, f (*,. x n _ lt x n ) =f(y, x n ), 

so folgt aus 39-3-3 (angewendet auf den Raum E (1) X ... X E ( - n ~ 1) ), daB. 
f x n) eine P-Funktion ist. Ware nun Q nicht von erster Kategorie, so 
gabe es ein p > 0, so daB die Menge [co (x) ;> p] nicht nirgends diebt in 
E^^X ... X E^ n) ist; und da sie nach. 26-3-41 abgeschlossen, gabe es nach. 
11-2-111 eine nicht leere, in P (1) X ... X E in) offene Menge O £ [co (x) ^ p]^ 
Bedeutet P die Projektion in den Raum P (1) x . . . X E^ 1 ^ der Menge aller 
Punkte von O, in denen / partiell stetig nach x n ist, so ist nach 39-3-21 P 
von erster Kategorie in E ^ X ... X Das aber ist unmoglich; denn 

bezeichnen wir mit O' die Projektion von O in den Raum E a) X ... X ^7 (w ” 1) > 
und ist , . . ., % n _-j) e O'B, so gibt es, weil die Menge der Stetigkeits¬ 
punkte von f (Xj, , x n _ 1 , x n ) dicht in E (n) ist, einen solchen Stetigkeits- 
punkt in O ; also ist , . . . , * n _x)eP, d. h. es ist O'P £ P ; und da B eine 
Residualmenge in P (1) X . . . xE< n ~ x \ ist nach 19-7-7 O'B nicht von erster 
Kategorie in P (1) X .. . X^- 11 , und wegen 0'P£P gilt nach 19-4-1 das- 
selbe von P. 

Literatur: R. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 95. H. Hahn, Math. Zeitschr. 4 
(1919) S. 306. K. Bogel, Math. Zeitschr. 25 (1926) S. 490. 



Fiinftes Kapitel. 

Die analytisclien Mengen. 


§ 40. Analytisehe Mengen. 

1. Suslinsehe Schemata. In Verallgemeinernng des Begriffes „dyadi- 
sches Schema"' (§ 18, 7) definieren wir: 1st 2ft ein Mengensystem nnd ist 
jedem Komplexe (n x , n 2 , . . ., n k ) (k = 1, 2, . . .) natiirlicher Zahlen eine 
Menge M n ^ nn . , . £ 2ft zugeordnet, so bilden die Mengen M n ^ n ^. . .n k ein 

Suslinsches Schema © in 9ft. Die Mengen M Ui7ln ... n k niit k Indizes 
heiBen die Mengen &-ter St life von ©. Die Menge M n . . n ' t heiBt ein 
Nachf olger von M n ^ na . . , nji (& < Z) (nnd umgekehrt Jf ,^. .. njc e* 11 
Vor ganger von if n ' n / m m # n p, wenn n\ = ^ , n 2 — n 2 , ... , n k — n k . Bei 
festem ^ l3 n 2s ... 3 heiBe das System der Mengen if niJU . .. n n;fc 
(% =1,2,...) ein Abschnitt &-ter Stufe von ©, und zwar ein auf 
Jf Mj , auf M niHo , , anf M nx „ a . . . „ folgender Abschnitt. Die Summe 

alter Mengen eines Abschnittes &-ter Stufe heiBe eine Abschnittsumme 
&-ter Stufe. 

Wir bilden zu jeder Folge v = ((%.)) natiirlicher Zahlen den Dnrchschnitt: 


(1) 

die Menge: 

(M) 


if = M n . M n . 


-M n 


A (@) = S M v 

V 


(wo die Summation iiber alle Folgen v natiirlicher Zahlen zu. erstrecken 
ist), heiBt der Kern des Schemas ©. 

Das Suslinsche Schema © heiBt monoton, wenn in ihm stets 
M ni .n k n k+1 Q M n x .. . n k > d * h. wenn jeder Nachfolger Teil jedes Vor- 

gangers ist. 

Bezeichnen wir mit if^ die Summe aller Mengen k-ier Stufe des 


Schemas ©: 


= S 

n 1) n s,.- 


M n 




22 * 


so gilt: 
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4044. Sind im monotonen Suslinschen Schema © fur jedes 1c ^ k 0 die 
Abschnittsummen Tester Stufe disjunkt , so ist A (©) = D M (k \ 

Da jedenfalls A (©) £ D M ( *\ ist nur zu zeigen: ist a e D so ist 

Jc k 

auch a s A (©). Sei . . . njc die Summe der Mengen des auf M n ^... nj , 
folgenden Abschnittes {Jc -j- l)-ter Stufe. Da a fiir k ^ h 0 genau einer Ab- 
sebnittsumme h-t&r Stufe angehort, und da © monoton, also S n ^ n ^. . . 

2 S„ in * . . . nj . njfc+1 , gibt es eine Folge ((n k )), so daB a e S n * n * .. . „* fiir k^>k 0 ; 
wegen M n ^ ...^2^^... n k ist dann auch a e M n * n * . . . n * fiir k ^ k 0 , 
und wegen der Monotonie von © gilt dies fiir alle k . Also ist 
aeM n *.M n * n * . .... Af n * n * ...*}**.*, d. b. asi(@), w. z. b. w. 

40*1*2. 1st *>81 ein Ring, so Tcann jedes Suslinsche Schema © in SO£ ersetzt 
werden durch ein monotones Suslinscbes Schema ©' in 9D£ von gleichem Kerne. 

Seien M n ^_ . . . Wjfe die Mengen von ©. Setzen wir M' ni ^ . %k 

= Af ni . ,AT ni Wjs . M n ^ . . . » , so ist, weil 9ft ein Ring, auch 

^ . . . nh e ; also ist das System ©' der Mengen M' ni nz . . . njc ein 
monotones Suslinscbes Schema in 3Dh Setzen wir, wenn v die Folge {{n k )) 

natiirbeber Zablen bedeutet: M' v = . M' n ^ ^. M'^ ^ . w . . . . , 

so ist nach (1): = M' v , also nacb (1*1) aucb A (©) = A (©'). 

Ist © ein Suslinscbes Schema in $11, so bilden die ISTachfolger der Menge 
M n% „ a ... nk s © gleichfalls ein Susbnscbes Schema in 30£, das wir mit 
®n x n a . . . n k bezeiebnen. 

40*1*3. 1st © monoton, so ist: 


A (©) — 5 


> »jfc 


(^Wj . . . n k ) > 4 (@ nins . . . Wjfc ) — S A ( ( Sn x n a 


* 


w) * 


Denn bei monotonem © ist in (1): 


= M n 


n k i 




n k n k +1 n *+2 ' 




n k n k +1 




also ist A (<& ni n z . . . n k ) die Summe derjenigen Summanden in (1*1), fiir die 
die Folge v mit den Stellen n t , n 2 , . . . , n k beginnt. 

Die Mengen A (@„ in , . . ,n k ) = ^n 1 n 2 . . . n k bilden aucb ibrerseits ein Sus~ 
linsebes Schema, das aber i. a. kein Susbnscbes Schema in 30£ sein wird; 
wir bezeiebnen es mit ©. Ist © mono ton, so auch ©. 

40*1*4. Ist © monoton, so ist A (©) = A (©). 

Denn da, wie wir bei Beweise von 40*1*3 saben, A n ^ nt ... n die Summe 
derjenigen Summanden in (1*1) ist, fiir die die Folge v mit den Stellen 
n 2 , . . ., n k beginnt, so ist: 
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Mn , • Mn * n * ..4„,n. ...«*■ - - - ; 

imd. da, wenn © monoton, offenbar A n ^ . . . ^ S ^ , ist auch: 

" 4 "> • .•••»*•••• S -^n, • jlf,,,,.df ni „ s . . . „ t . . . 

also ist: 

(1*2) A n ^ • ^n x n z . J ^-n x n z . . . n k * - - - ~ M n ^ * -3^n 1 n a . -^-n x n s . . . n k • • • • 

Sei 5ft ein Mengensystem, das die folgenden Eigenschaften hat: 

1. 5ft ist ein o'-System. 

2. Ist ^ a 5ft mid N' £j AO so ist auch JV' e5ft. 

Beispiele hierfur sind: die abzahlbaren Mengen, die Mengen erster Kate- 

gorie eines metrisehen Raumes. Sebreiben wir: A (=) B, wenn A _ Be 5ft 

und jB — A £ 5ft, so gilt: 

40-1*5. 1st 0 das Suslinsche Schema der Mengen M n n . . . n und <&' 


das Suslinsche Schema der Menqen M' M 

47 7ix • « - nju 9 


und ist M n 


(=) M n, n, . . ■ n k fur alu Komplexe (71] , n z , 

(-) -4 (©')■ 

ISTach Annahme ist: 


. . , n h ) , so ist auch A (B) 


- M' e 5ft M' 

- • • n% b ' Jt ' 9 n* n 2 ■ 


also, wenn: 

C= 5 (Jf Hl 


J + s (m; 


nxrv,. - - - n k 


.n t en. 


■ M n n n ) 

n x Tin ... 


gesetzt wird (wo die Summation xiber alle Komplexe {n^ , n 2 , . . . , nA 
zu erstrecken ist), auch £7 £ 5ft. Setzen wir, wenn r die Folge ((n k )) bedeutet: 
Af = M .' . A£' „.AL „ 


* ~^~n x n 2 


so ist at v —(J 4, — <) + car* n ,—j +..., also m v —m' v <^c, 
und ebenso M' v —M v £ (7. Da nach (1*1): A(B) = S M v , A (00 

= S AT; , ist M (0) — A (00 £ S (AT, — 30, A (<S') — A ( 0) £ 5 (A^— ■AQ > 


also A (B) — A (<5')CZC , A (<&')—A (0) Q C , also A (0) — A (00 e5ft, 
A (0') — A (0) £ 5ft, d. h. A (0) (=) A (00- 

40*1*0. Ist 0 Suslinsche Schema der Mengen M n ^ n% . . . n k nnd ist M 
eine beliebige Menge , so ist M A (0) der Kern des Suslinschen Schemas der 
Mengen M M n ^ „ 3 . . . njc - 

Denn nach (1*1) ist M A (0) — S M M v , und nach (1) ist M M v 

V 


- (M M nx ) . (MM nxn% ) - (M M n ^ s . . . n& ). 

Eiteratur: M. Suslin, C.R. 164(1917) S. 88; P. Hausdorff, Mengenlehxe S.90. 
Zu Satz 40*1*5: O. Nikodym, C. H. Vars. 19 (1926) S. 294. 
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2. Die analytischen Mengen iiber 2ft. Den Kern A (©) eines Suslin¬ 
schen Schemas in 2ft bezeichnen wir als eine analytisehe Menge iiber 2ft. 
Das System aller analytischen Mengen iiber 2ft bezeichnen wir mit 2ft^. 

40*2*1. Es ist 2ft §= 2ft ^ . 

Denn ist M e 2ft, und sind im Suslinschen Schema <3 samtliche Mengen 
= M, so ist anch A ((B) — M. 

Wendet man den ProzeB, der von 2ft zu 2ft^ fiihrt, neuerdings auf 2ft^ 
an, d. h. bildet man das System (2ft A ) A aller analytischen Mengen iiber 2ft^, 
so gilt: 

40*2*2. Es ist m A ) A — yyt A - 

Aus 40-2-1 erhalten wir, indem wir 2ft durch 2ft ^ ersetzen: 2ft ^ 

Es ist also nur mehr zu zeigen: ist C s (SSft^)^ , so ist auch C s 2ft^ . Sei also 
C e dann ist: 

C = S N v mit N v = N ni . N, ' Bin# .. . . n k • - • • > • 

Wo iV ni „ 2 . . . n k £ 2ft x und V — (( n k )) alle Folgen natiirlicher Zahlen durch- 
lauft. Wegen N ni7la . . . n k s 2ft A ist hierin: 


Nn 1 n a ...n k = SM2'- n *--- n * mit 

= M * * - n k . M .•••»&. 

1% Lx L% * * • 4 ^ m * * 

wo ^ \ e 2ft und X = ((li)) alle Folgen natiirlicher Zahlen durchlauft. 
Nach dem ersten Distributivgesetze (§ 2 (2*3)) ist also: 

N v — S M”' Mf n * M% x n * n > . . . , 

a Vi • • • 


wo JfJ = JT* Jf«! Mfrpu . . . usf 

und ac, ft, y, ]e fiir sich alle Folgen natiirlicher Zahlen durchlaufen. Also 
ist weiter: 


C= S 

V, a., P, y. 


M 7h 

&x Q>\ 


M ^n, M ^n.. 


jyrn x n z n z Jtfn x w a n s 
c x c x c a 


Hierin denken wir uns in jedem Summanden die Doppelfolge der Faktoren, 
etwa nach Diagonalen (§ 1, 6), in eine einfache Folge geordnet: 

(2) <7= S M Ux M n% MV? 71 * M nx MV' 7 !? M n * n "- n * . 

0 &X ^2 Ox (X l &2 <Zs Ox On Ox 

v, a,p,y, , . . 


Nun machen wir die Mengen (n^ , a x = 1, 2, . . .) , indem wir sie irgend- 
wie in eine Folge M 1} M 2 , . . . ordnen, zu den Mengen erster Stufe eines 
Suslinschen Schemas; die Mengen M 7 ^ ^ machen wir zu den Mengen zweiter 
Stufe dieses Schemas, und zwar so, daB die Mengen (a 2 = 1, 2, . . .) 

den auf M 7 ^ folgenden Abschnitt zweiter Stufe bilden; die Mengen n * 
machen wir zu den Mengen dritter Stufe dieses Schemas, und zwar so, daB 
jeder auf folgende Abschnitt dritter Stufe aus den (irgendwie in eine 
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einfache Folge geordneten) Mengen 7U - (n 2 , b t = 1, 2, . . .) besteht; die 
Mengen M2 a. a* machen wir zu den Mengen vierter Stnfe dieses Schemas, 
und zwar so, daB jeder anf folgende Abschnitt vierter Stnfe ans den 

Mengen (a 3 = 1, 2, . . .) besteht; die Mengen werden die 

Mengen f unfter, die Mengen M n c [werden die Mengen se'chster Stufe 
dieses Schemas, nnd zwar so, daB jeder anf folgende Abschnitt 

fiinfter Stufe aus den Mengen (b 2 = 1,2,.. .), jeder auf folgende 

Abschnitt sechster Stufe aus den (in eine Folge geordneten) Mengen M J 1 ” 3 713 
(n 3 ,^ = 1,2,...) besteht usf. Bezeichnen wir die Mengen Jc -ter Stufe des 
so entstehenden Suslinschen Schemas mit M pi pa _ _ , so hat offenbar 

jeder Summand aus (2) die Gestalt: 

(2-1) .. 

und umgekehrt tritt jede Menge M n der Gestalt (2*1) in (2) als Summand 
auf; es ist also C = S wo 7t — ((p k )) alle Folgen natiirlicher Zahlen 

durchlauft; also ist, da M pi , M piPz ... , M piPa . . . p , . . . Mengen aus 9ft 
sind: C e 221 A , w. z. b. w. 

Ist 9ft ^ = 9ft, so nennen wir 911 ein Suslinsches Mengensystem. 
hann gilt: 

40* 2-21- 9ft^ ist das kleinste Suslinsche Mengensystem uber 9ft- 

Sei Sft ein Suslinsches System iiber 9ft, d. h. es sei *21 A = 9 1 und 91 2 3ft; 
dann ist auch 21 A 2 9ft^ , also 21 2 9ft ^ . Und da nach 40-2-1, 40-2-2 
9ft^ ein Suslinsches System uber 9ft ist, so ist die Behauptung bewiesen. 
40-2-3. Es ist 2fl a g 9ft^ 

Sei B s 9ft ff ; dann ist B — S B n , wo B n s 9ft. Setzen wir M Ui = M„ x „ a == — 
= M Ux na . . . n k == • . . = B Ux , so entsteht ein Suslinsches Schema © in 9ft, 
fur das A (©) = B. 

40-2-31. Es ist 9ft 5 2 2R a . 

Sei B e M 6 ; dann ist B == D B k , wo B*e9ft- Setzen wir * - - n k 

= B k (n 2 , n 2 , ... 9 n k = 1, 2, . . .), so entsteht ein Suslinsches Schema © in 
9ft, fiir das M (©) = B. 

40-2*4. 9ft^ sowohl ein a- als auch ein d-System, und mithin ein Ring. 

JDenn nach 40-2-3, 40-2-2 gilt: 9ft^ 2 (9ftj l)<j Si (3ft^)^, = 9ft ^ , also (9ft^) ff 
= 9ft^; und ebenso zeigt man: (93^^)^ — 9ft^ . 

Fur das System 9ft B der Borelschen Mengen iiber 9ft (§ 33, 1) gilt: 

40-2-41. Es ist 9ft* 2 9 Jt A . 

Nach 40-2-1, 40-2-4 ist 9ft ^ ein Mengensystem uber 9ft, das sowohl cr-System 
als <5-System ist; die Behauptung folgt also aus 33-1-52. 

Literatur: Zu 40-2-2 vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre S. 92. 
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3. Die analytisehen Mengen eines metrischen Raumes. Sei nun 
insbesondere E ein metrischer Baum, g das System der in E ab- 
geschlossenen, © das System der in E offenen Mengen. Dann ist: 

(3) £ (8? + ®)a > ®a S <8 + ®)a • 

Andererseits ist g + (55 £ gcr , g + © C ®s> also nach 40-2-3, 40-2-31: 
g -f- ® £ g^L , g (55 £ <55^ , also anch (g + (&) A £ (g^ * (3 + <&) A 
£ ((55^)^ , und daher nach. 40-2-2: 

(3*1) (S + ©)^L £ * (3 + * 

Aus (3), (3-1) folgt: 

(3*2) Si = ®i = (3+ ©)^ • 

Wir bezeichnen die Mengen des Systems (3*2) als die analytisehen 
Mengen in E. Das System (3*2) aller analytisehen Mengen in E be¬ 
zeichnen wir mit 91 ( E). 

4 0-3*1. Ist ein die in E abgescMossenen (bzw. offenen) Mengen ent- 
haltendes System analytischer Mengen in E, so ist = 91 (E) . 

Wir setzen abkurzend 91 (E) = 91. Nach Annahme ist g £ ^5 £ 91, 
also anch g^ £ A £ 91^; hierin ist g^ — 91 und nach 40-2-2 auch 91^ = 91; 
also folgt darans S$ A = 91. 

40-3-2. Ist E se'parabel und $q ein abzahlbares, ausgezeichnetes System in E 
offener Mengen , so ist 1 q a = 91 (E). 

Da wegen § £ © auch {q a £ (55^ , d. h. $g A £ 91 ist, ist nur zu zeigen: 
91 £ $q a - Nach 13-1*1 ist © £ &&, also nach 40-2-3 (55 £ $q a , also 
<55^ £ (§^)j. * d. h. nach 40-2-2: 91 £ $Q A , w. z. b. w. 

Ist $8 ( E) das System der Borelschen Mengen in E (§ 33, 4), so gilt: 
40-3-3. Es ist 58 (E) £ 91 (E). 

Dies folgt wegen § 33 (4*41) aus 40-2-41. 

40-3-4. Ist E ein s&parabler unendlicher Raum , so bat das System 91 (E) 
die Machtigkeit IS. 

Sei a die Machtigkeit des Systemes 91 (E). Da g £ 91 (E), und da nach 
13-2-51 g die Machtigkeit X hat, ist a ^ X . Es ist also nur zu zeigen: 
ct ^ X . Da nach 5-1-21 die Menge aller endlichen Komplexe {n x , n 2 , , n k ) 

naturlicher Zahlen die Machtigkeit S 0 hat, konnen die Mengen M n ^ Uz . . . n k 
eines Suslinschen Schemas in eine Edge geordnet werden; und da nach 
13-2*51 das System g die Machtigkeit *S hat, gibt es nach 5-2-43 in g X 
Suslinsche Schemata. Also gibt es hochstens X analytische Mengen liber g; 
und da g A — 91 ( E ), ist a ^ X, w. z. b. w. 

40-3-41. Ist E ein separabler unendlicher Raum , so hat das System 58 (E) 
die Machtigkeit X. 



§ 40- Analytische Mengen. 


345 


Sei b die Maehtigkeit des Systemes S3 (E). Da g g S3 (E), und da nach 
13-2-51 die Maehtigkeit X hat, ist b ^ X . Da nach 40-3-3 23 (E) g 21 (E), 
und da nach 40-3-4 21 (-E 7 ) die Maehtigkeit X hat, ist auch b ^ X . 

Fur das System (£ (E) der Baireschen Funktionen auf E gilt: 

40-3*42. Ist E ein separabler unendlicher Raum , so hat das System (£ (E) 
die Maehtigkeit X. 

Sei c die Maehtigkeit von (£ (E). Da die charakteristische Funktion einer 
Borelschen Menge nach 35-2-42 eine Bairesche Funktion ist, und da nach 
40-3-41 das System S3 {E) die Maehtigkeit X hat, ist c ^ X . Es ist also nur 
zu zeigen: c ^ X. Sei r x , r 2 , . . . , r n , . . . die Menge der rationalen Zahlen. 
ISTach 80-1-31 ist eine Funktion / auf E vollig bestimmt dureh die Mengen 
[/ (^) ■< r n ] (ft- = 1, 2, . . .). Ist / eine Bairesche Funktion, so sind nach 
35-2-3 diese Mengen Borelsche Mengen; also ist eine Bairesche F unk tion 
auf E vollig bestimmt dureh eine Folge Borelseher Mengen in E. Da nach 
40-3-41 das System S3 (E) die Maehtigkeit X hat, so hat nach 5-2-43 auch 
die Menge aller Folgen aus S3 (E) die Maehtigkeit X, also ist c ^ X , 
w. z. b. w. 

Wir nennen das aus Punktmengen M n ^ nn . . . n h des metrischen Raumes E 
bestehende Suslinsche Schema © regular in E, wenn es folgende Eigen- 
schaften hat: 

1. Es ist monoton (§ 40, 1). 

2. Jede Menge M nxUz . . . n k ist abgesehlossen in E. 

3. Bedeutet d h das Supremum der Durchmesser der Mengen &-ter Stufe 
von ©, so gilt d k —> 0 . 

Ist © ein regulares Suslinsches Schema und v die Folge ((n k )) naturlicher 
Zahlen, so ist der Durchschnitt M v = M Ux . . . n k - • • ent- 

weder leer, oder er besteht aus einem einzigen Punkte a, den wir als den 
Punkt a v bezeichnen. 

40-3-5. 1st E separabel , so ist jede analytische Menxje in E Kern eines 
reguldren Suslinschen Schemas in E. 

Da jede analytische Menge in E Kern eines aus in E abgeschlossenen 
Mengen bestehenden Suslinschen Schemas ist, ist nur zu zeigen: Jedes aus 
in E abgeschlossenen Mengen bestehende Suslinsche Schema © kann ersetzt 
werden dureh ein in E regulares Schema ©* von gleichem Kerne. — Sei 
E eine in jE' abgeschlossene Menge, und sei o > 0 beliebig gegeben. Zu jedem 
asF bilden wir die abgeschlossene Kugel K a | (§ 10, 2); nach 13-3-1 gibt 

es im System der abgeschlossenen Mengen F K a | ein F iiberdeckendes 
abzahlbares Teilsystem; also ist F Summe abzahlbar vieler in E abgeschlos- 
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sener Mengen von einem Durchmesser ^ Q - Jede Menge F ni n x . . . nje 
jfe-ter Stufe aus <S ist also in der Form darstellbar: ^» 8 ... n k = S ^ ... nje » 

wo F” n*... „ k abgeschlossen in E und d n& . . . nj ) <; ^ . Wir bilden nun 
aus den Mengen n> . . . n ein Suslinsches Schema (S' in folgender Weise: 
die (ineine Folge geordneten) Mengen F™ x (n t ,n — 1,2,...) seien die Mengen 
erster Stufe von S'; der auf folgende Abschnitt zweiter Stufe von S' 
bestehe aus den Mengen F v ni na (n 2 , v= l, 2, . . .); der auf die Menge F^ na 
folgende Abschnitt dritter Stufe von S' bestehe aus den Mengen F v n ^ n 
(w 3 , v = 1, 2, . . .) usf. Dann haben die Schemata S und S' denselben 
Kern, und das Schema S' hat die Eigenschaften 2. und 3. eines regularen 
Schemas. Verwandeln wir, wie beim Beweise von 40*1*2, das Schema S' 
in ein monotones Schema von gleichem Kerne, so entsteht das gewunschte 
regulare Schema S*. 

4. ATbsolut analytisehe Mengen. Sei E eine ganz beliebige Menge, 3ft 
ein System von Teilen von E. Wir machen wieder Gebrauch von der in 
§ 32, 3 eingefiihrten Bezeichnungsweise. In Analogie zu 33*3*2 gilt: 

40-4-1. Ist E' £ E, so ist {E f 1 Wl) A = E' 1 . 

Dies folgt unmittelbar aus 40-1*6. 

Ist insbesondere E ein metrischer Baum, so gilt in Analogie zu 33-4-7: 

40-4-11. 1st E ' £ E, so ist (E') = E' 1 51 (E). 

henn ist fj, bzw. gr' das System der in E, bzw. in E' abgeschlossenen 
Mengen, so ist nach 10-8-1: %’ = E' 1 fj. Da 51 ( E ) = , 51 (E') == %' A , 

folgt die Behauptung aus 40-4*1. 

40-4*2. Ist A g=E' g=E und A s 5t (E), so ist auch As 51 (E'). 

Dies folgt unmittelbar aus 40-4-11. 

40-4-21. Ist A CZE' CZE un d AsSSL (E% E'e 51 (E), so ist auch As 51 (E). 

Nach 40-4*11 ist A = E' A' mit A's 51 (E); da auch E's 51 (E) und 51 (E) 
nach 40-2-4 ein Ring, ist auch A s 51 (E). 

DaBt man in 40-4-21 die Voraussetzung E ' s 51 (E) weg, so kann nicht 
mehr geschlossen werden, daJS A s 51 (E); wohl aber gilt: 

40-4*3. Ist E' vollstandig , A £ E', A £ und As 51 {E')„ so ist auch 
Ae&(E). 

Der Beweis ist analog dem von 33-5-1. 

Nach 40-4*3 ist jede in einem vollstandigen Baum E f analytisehe Menge 
auch analytisch in jedem Raume E £ A ; wir nennen deshalb eine solche 
Menge eine absolut analytisehe Menge. 
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404*31. 1st A analytisch in A' und ist A f absolut analytisch , so ist auch A 
absolut analytisch. 

Dies folgt unmittelbar aus 40*4-21. 

40-4-4. 1st © ein aus absolut analytischen Mengen A n „ bestehendes 

*+ Tlx '*2 # • KjJ. 

Suslinsches Schema in E, so ist auch der Kern A (©) absolut analytisch. 

Nach 18-4-6 gibt es einen voUstandigen Raum E* E; sei g das System 
der in E* abgesehlossenen Mengen. Da A^ . . . njfc absolut analytisch, 
ist -4 . WlW3 - • . n k £ ^ < i* b. ^4 niW2 nj{ . e ; also ist A (©) s , 

mithin nach 40-2-2: A (©) s , d. h. A (©) e % (E *); und da E * voUstandig, 
ist A (©) absolut analytisch. 

biteratur: F. Hausdorff, Mengenlehre S. 179. 

5. Abbildungssatze. Seien A und B metrische Raume. In Analogie 
zu 83-6-1 gilt: 

40-5-1- 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B und ist C eine 
analytische Menge in B, so ist P _1 (C) eine analytische Menge in A. 

In der Tat, C ist der Kern eines Suslinschen Schemas in B abgeschlossener 
Mengen E ni7lz . . . n& . Daher ist nach 2-1-3 und § 2 (1-9) P -1 (C) Kern des 
aus den Mengen P ^ 1 (P % ^ . . . nj ) bestehenden Suslinschen Schemas, und 
nach 23-2-11 sind die Mengen P " 1 (P ni7Jn . . . n ) abgeschlossen in A. 

40-5-2- Ist Q eine homoomorphe Abbildung von B auf A , und ist M eine 
analytische Menge in B, so ist Q (M) eine analytische Menge in A. 

Dies folgt aus 40-5-1 fur P = Q~ 1 ^ 

40-5-21. Jede mit einer absolut analytischen Menge homoomor'phe Menge 
ist absolut analytisch. 

Der Beweis ist analog dem von 33-6-3. 

Sei © ein aus den Mengen M n%n * m . . bestehendes Suslinsches Schema; ist 

v eine Folge (( n k )) naturHcher Zahlen, so setzen wir: M v = M n ^. M n ^ n ^ . 

M nin2 . . . njs . . . .; die Menge aller v e R 0 , fur die M v ~ff) A ist, nennen 
wir die dem Schema © entsprechende Menge des P 0 . 

40-5-3- 1st © ein regulares Suslinsches Schema im vollstandigen Raume E, 
so ist die dem Schema © entsprechende Menge C des R 0 abgeschlossen. 

Sei v e R 0 — C und v= (( n k )); da M- — A, und da nach 18-5-11 alle 
M ni n„ . n k voUstandig sind, ist nach 18-6-1 eine der Mengen M^ n* * - * 

(7c = 1 , 2 , . . .) leer, etwa ^ ^; dann aber ist M v = A (und mit¬ 

hin v£R 0 — C) fur ahe mit h x ,n 2 , . . ., n k * beginnenden Folgen v ; da diese 
Folgen nach § 33 ( 8 ) eine offene Menge des R 0 bilden, ist R 0 — C offen, 
also C abgeschlossen. 
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405-31. 1st © ein regulares Suslinsches Schema in E, so ist der Kern A von 
<& eindeutiges stetiges Bild der dem Schema © entsprechenden Menge C des JR 0 . 

Sei vsC; ist v die Folge ((n k )), so ist die Menge M v = M n% .M nin% . 

M ni rt „. .. n . . . * nicht leer, besteht somit, da © regular, aus einem einzigen 
Punkte a v . Wir setzen P (v) = a v . Durchlauft v die Menge <7, so durch¬ 
lauft a v die Menge A. Es ist nur mehr zu zeigen, daB die Abbildung P von 
C auf A stetig ist. Sei ((vi)) eine Punktfolge aus C mit Vi — v; ist vi die Folge 
{(n\)) naturlicher Zahlen, so gibt es nach 17-3-7 zu jedem k ein i k , so daB 
n{ = % , n\ = n 2 , . . ., n\ = n k fur i ^ i k ; also ist a v . s M n ^. . . fur 
i ^ ijd und da auch a v e M njn> . . . n k und da d . . . njc ) -> 0 , gilt 

a v -*a v ; also ist die Abbildung P stetig. 

i 

40-5-32. Ist © ein reguldres Suslinsches Schema im vollstandigen liaume E } 
dessen Kern A~^)A ist , so ist A eindeutiges stetiges Bild des P 0 . 

Wir konnen ohne weiteres annehmen, daB A M n 3 Zl fur a lle Mengen 
erster Stufe Jkf Wi des Schemas ©; denn ist A —A, A M n ** 3 A t so 
konnen wir, ohne den Kern von © zu andern, jede Menge M n * n , n er- 
setzen durch M n * * n „... n k - I* 1 jeder Menge A M„ x Wa . . . „ k , die 3 Zl ist, wahlen 
wir einen Punkt a n ^ Ua . , . n aus. Sei wieder <7 die dem Schema © ent- 
sprechende Menge des P 0 und P die im Beweise von 40-5-31 angegebene 
Abbildung von C auf A. Wir erweitern sie zu einer Abbildung Q des P 0 
auf A, indem wir setzen: Q (v) = P (v) fur veC, wahrend Q {v) fiir vs P 0 — C 
in folgender Weise definiert wird: ist v e P 0 — C und v — ((n k )), so gibt es 
nach 18-6-1 in der Folge der Mengen . . . njc {k — 1, 2, . . .) eine leere ; 

und da diese Folge monoton abnimmt, und da nach Annahme A M n 3 Zl 
ist, gibt es in der Folge der Mengen A M n ^ n ^. . . n k (k = 1, 2, . . .) eine 
letzte, die 3 Zl ist; ist dies die Menge A M n ^ n 3 . . . „ A *» so setzen wir: 
Q (v) — a n ^ ^ n ^. Die so definierte Abbildung Q des P 0 auf A hat offen- 

bar folgende Eigenschaft: ist v = ((n k )) und ist A M niWa . . . n k Z) A, so ist 
Q ( v ) s M. . . njc - — Es ist noch zu zeigen, daB Q stetig ist, d. h. wir haben 
zu zeigen: sind v = ((n k )) und r* — (( n \)) (£ = 1, 2, . . .) Punkte des P 0 und 
gilt Vi~» v, so auch Q (n) -*Q {v). — Sei zunachst v s C; nach 17-3-7 gibt es 
ein i k , so daB n\ — n± , n\ = n 2 , . . . , n k = n k fur i ^ i k ; wegen v s C ist 
A M % ^ . . „ njfe 3 Zl f ur alle also ist, wie vorhin bemerkt: Q ( v) sM Ux Wa ... Wjfe , 

Q (^) e nx n 2 .. .n k fur £ 4; wegen d (Af Wi „ s . . . nj ) — 0 folgt daraus 

<3 (^i) -Q (4 — Sei sodann v e P 0 — (7; ist dann A M n ^ . . . die letzte 
unter den Mengen A M n ^ . . . (* = 1, 2, . . .), die 3 AL ist, so ist 

. . .n k ,', fiir i ^ V +1 ist dann A M n i n i... „i_ = A M ni „ t . . . „ k 
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3 A TOirn k sS k*, und A M n i n i . . . n i. + I = ^ M n ^. .. n]c ,^ l = A; also ist 
A M n i n i . . . n i» die letzte unter den Mengen A M ni „» ...„«(*= 1, 2, .. .), 
die 3 A ist, mithin Q ( Vi ) = a„i n i . . . „i, = a„ ina . . .‘ n ^ = Q (r) fur i is 4. +1 ; 
also gilt wieder Q (v t ) Q (v). 

40 * 54 . Damit die Menge A~2) A eindeutiges stetiges Bild des M 0 sei, ist 
notwendig und hinreichend , daft sie separabel und absolut analytisch sei. 

Notwendig: Sei P eine stetige Abbildung des E 0 auf A. Da der JR 0 
nach 13-1*322 separabel, so ist dann nach 23-1-31 auch A separabel. Nach 
18-4-6 konnen wir annehmen, A sei Punktmenge eines vollstandigen Rau- 
mes E. Wir bezeichnen mit B ni n s . . . n k ( b e Menge aller mit n k , n. z , . . . , % 
beginnenden Folgen ((%)) natiirlicher Zahlen, und mit M n ^. , .n k die ab- 
geschlossene Hiille in E von P (R ni „ s . . . n ). Sei <S das Suslinsche Schema 
der Mengen Af ni „ 2 . . . n ; es geniigt, zu zeigen, daB A = A (©), denn dann 
ist A eine analytisehe Menge in E, also, da E vollstandig, absolut analy¬ 
tisch. — Sei v = {{n k ))> M v = M Ux . AT„ ina . M rtina . . . nje . . . . ; da 

A ((S) = S M v , wo sich die Summation iiber alle Folgen v naturlicher Zahlen 

V 

erstreekt, geniigt es weiter, zu zeigen, daJB M v — {P (v)} . Da v e Pn x n s . . . n k 
fur alle Jc, ist P (v) s P (B ni n a . n k )> also auch P (v) s M„ in ^.. .n k fur alle 
und somit P (v) s M v . Nan ist nur mehr zu zeigen, daB P (r) der einzige 

Punkt von M v . Sei a e M v , also a s M nx n x ... n k fur alle h ; da M nx n# _ n& 

die abgeschlossene Hiille von P (P ni n a . . . n k )> gibt es ein a k s P (B Ui «.... nj )> 

so daB dann gibt es ein v k e R n n _» , so daB a k — P (v k ); dann 

K ink 

gilt v k -> v , und wegen der Stetigkeit von P auch P (v k ) ~^P{v ), d. h. a k -+P(v); 

wegen <~ ist also a = P ( v ), w. z. b.w. Hinreichend: Sei A sepa- 
1c 

rabel und absolut analytisch; nach 18-4-61 gibt es einen separablen voll¬ 
standigen Baum E ^2 A ; da A eine analytisehe Menge in E, ist A nach 
40*3*5 Hern eines regularen Suslinschen Schemas in E, also nach 40-5-32 
stetiges Rild des P 0 . 

40 - 5 - 5 . 1st B eindeutiges stetiges Bild der separablen , absolut analytischen 
Menge A, so ist auch B separabel und absolut analytisch. 

Nach Amnahme gibt es eine eindeutige stetige Abbildung Q von A auf B; 
nach 40-5-4 gibt es eine eindeutige stetige Abbildung P des B 0 auf A; dann 
ist nach 23-1-4 P | Q eine eindeutige stetige Abbildung des B 0 auf B, also 
ist B nach 40-5-4 separabel und absolut analytisch. 

Literatur; W. Sierpihski, Bull. Crac. 1918 S. 161. N. husin, 1 ^ 39 . s. 1. 
ensembles analytiques (Paris 1930) S. 135ff. 
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6 . Projektion. Wir betrachten nun einen Produktraum E (1) x E (2 \ 
Es gilt: 

40*6*1. 1st A eine separable , absolut analytische Menge des Raumes 
RW x E (2 \ so ist auch die Projektion von A in den Baum E (1) separabel 
und absolut analytisch. 

Dies folgt aus 28-0*1 und 40-5*5. 

40*6*11. 1st E (1) separabel , P (2) separabel und vollstdndig und A eine 
analytische Menge in E (1) X E (2 \ so ist die Projektion B von A in den 
Baum E ^ eine analytische Menge in E^K 

Nach 18-4*01 gibt es einen separablen, vollstandigen Raum E E>E (1) . 
Nach 40*4*11 ist A — A' . ( E (1) x P (2) ), wo A' eine analytische Menge in 
E X E (2) . Nach. 20*2*4 und 20*2*7 ist der Raum E X E (2) separabel und voll¬ 
standig; also ist A' eine separable, absolut analytische Menge; nach 40-0*1 
ist also auch die Projektion B f von A' in den Raum E absolut analytisch. 
Da B — E w B' , ist also nach 40-4-11 B eine analytische Menge in E^K 

40-6*2. Jede im separablen Raume E analytische Menge A ist die Pro¬ 
jektion in den Baum E einer in E XR 0 abgeschlossenen Menge. 

Nach 18*4*01 gibt es einen separablen, vollstandigen Raum E ^ E. Nach 
40*4*11 ist A — A . E, wo A eine analytische Menge in E. Es genugt, zu 
zeigen, daB A die Projektion in den Raum E einer in E X R 0 abgeschlossenen 
Menge B ist; denn dann ist die Menge B — B . (E X B 0 ) abgeschlossen in 
E XB 0 , und A ist die Projektion in den Raum E von B. — Da A separabel 
und absolut analytisch, gibt es nach 40-5-4 eine eindeutige stetige Abbildung 
P des B 0 auf A. Wir bilden zu jedem v s R 0 den Punkt (P (v), v) e E XR 0 ; 
ist B die Menge aller dieser Punkte, so ist A die Projektion von B in den 
Raum E, und nach 85-9-4 ist B abgeschlossen in E X B 0 . 

40*6*3- Jede im separablen Raume E analytische Menge A ist die Pro¬ 
jektion in den Raum E einer G 5 -Menge in E X R^ - 

Nach 24*2-2 gibt es eine homoomorphe Abbildung Q des R 0 auf die Menge I 
der irrationalen Punkte des R x ; ordnen wir jedem Punkte {a, v) s E X R 0 den 
Punkt (a, Q ( v )) e ExR± zu, so entsteht eine homoomorphe Abbildung Q' 
von E X R 0 auf ExI. Nach 40*0-2 gibt es eine in ExR 0 abgeschlossene 
Menge B, deren Projektion in den Raum E die Menge A ist; nach 24-1*2 
wird B durch Q f ubergefuhrt in eine in E x I abgeschlossene Menge B f , 
deren Projektion in den Raum E offenbar wieder die Menge A ist. Da I 
ein G s im Rj^ , ist nach 20-2-18 Exl ein G^inEx R x ; und da B' abgeschlossen, 
also ein G s in Exl, ist nach 10-9*2 B r ein in ExR 2 . 
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Nach 40-6-3 ist jede analytische Menge des B h (Jb = 1, 2, . . .) die Pro- 
jektion einer -Menge des B k+X . Da es, wie wir in 40-9-2 sehen werden, 
im R k analytiselie Mengen gibt, die nicht Borelsche Mengen sind, so er- 
sehen wir hieraus, daB die Projektion einer Borelsehen Menge des M k x 
in den B k nicht notwendig eine Borelsche Menge des B k ist. 

Riteratur: M. Suslin, C. R. 164(1917) S. 88. W. Sierpihski, Fund, math 5 
(1924) S. 155. 

7* Analytische Mengen in Produktraumen. In Analogic zu 33-7-1 gilt: 

40-7-1. Ist A eine analytische Menge in E (1) xE (2 \ so ist jede Schicht 
A ^ 1) (be E (2) ) eine analytische Menge in E^. 

Sei A Kern des Suslinschen Schemas der in E (1) x E m abgeschlossenen 
Mengen M ni „ z . . . njfe . Die Schichten {M „ z . . . n )J 1} bilden nach 20-4-1 
ein Suslinsches Schema in E a) abgeschlossener Mengen, dessen Kern 
offenbar A^ ist. 

40-7-2. 1st A x eine analytische Menge in E {V) 5 A 2 eine analytische Menge 
in E^\ so ist A x xA 2 eine analytische Menge in E w xE (2 \ 

Sei A x Kern des Suslinschen Schemas der in E w abgeschlossenen Mengen 
M n ^ n 2 . . . „ ; die Mengen Af Wi7Zj . . . nj xE {2) bilden dann nach 20-2-1 ein 
Suslinsches Schema in E w X E^ abgeschlossener Mengen, dessen Kern 
offenbar A x Xi£ (2) ist; also ist A 1 X E ( - 2 ^ eine analytische Menge in E w xE (2 K 
Ebenso sieht man, daB E w xA 2 eine analytische Menge in E^xE^ ist. 
Da A x xA 2 — (A x xE (2) ). (E^xA 2 )> ist nach 40-2-4 auch A x xA z eine ana¬ 
lytische Menge in E a ^xE (2 \ 

40-7-21. Ist A x X A 2 ~jj)A und ist A x X A 2 eine analytische Menge in 
E^xE^K so ist A x eine analytische Menge in E (1) und A 2 eine analy¬ 
tische Menge in E (2) . 

Der Be Weis ist analog dem von 33-7-21. 

40-7-3. Sind A und jB absolut analytische Mengen , so ist auch Ax B eine 
absolut analytische Menge. 

Der Beweis ist analog dem von 33-7-3. 

Als Anwendung von 40-7-2 beweisen -wir noch: 

40-7-4. Sind A und B analytische Mengen des B l3 so ist auch die Menge C 
alter Zahlen a -j- b (as A, b s B) eine analytische Menge des B x . 

Setzen wir D — AxB 3 so ist D die Menge aller Punkte (x, y) s B 2 mit 
xs A, y e B, und nach 40-7-2 ist I> eine analytische Menge des B 2 . Ordnen 
wir jedem Punkte (a, b) s JD den Punkt a + b s C zu, so haben wir eine 
eindeutige stetige Abbildung von D auf G 3 also ist nach 40-5-5 G eine- 
analytische Menge des B x . 
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8 . Uniyersalmengen. In Analogie zu 83*8*3 beweisen wir: 

40*8*1* 1st E ein separabler Raum, so gibt es eine analytische Menge G 
in Ex R 0 , unter deren Schichten (as R 0 ) alle analytisehen Mengen in E ' 

vorkommen. 

Wir setzen E w = Ex R 0 , E (2) = R 0 . Da nach/ 20*2*4 jE7 (1) separabel ist, 
gibt es nach 33-8*2 eine in E a) xE m (= ExR 0 X R 0 ) abgescblossene Menge 
F, unter deren Schichten F^ ( a e jE7 (2) ) alle in E {1) abgeschlossenen Mengen 
vorkommen. Sei G die Projektion von F in den Raum ExE&K Nach 
40*6*11 ist G eine analytische Menge in E X i£ (2) (= ExR 0 ). Die Schicht 
von G ist nun aber die Projektion in den Raum E der Menge F^ 
x R 0 ; die Behauptung folgt also aus 40*6*2. 

40*8*11. 1st 1£ (1) ein separabler, ein Youngseher Raum, dessen insich - 
dichter Kern 3 A so es e ^ ne analytische Menge G in E w x E^, 
unter deren Schichten G^ (b s E^) alle analytisehen Mengen in E^ vor¬ 
kommen. 

Der Beweis ist analog dem von 33*8*31. 

Idteratur: 3ST. Lusin, C. R. 181 (1925) S. 95; Le 9 . s. 1. ensembles analytiques 
S. 146. W. Sierpinski, Fund. math. 12 (1928) S. 75; Fund. math. 14 (1929) S. 82. 
O. Nikodym, Fund. math. 14 (1929) S. 145. E. Szpilrajn, C. R. Congr. Math. 
Slaves Vars. 1929, S. 295. 

9. Existenzsatz. Ist E ein metrischer Raum, so ist nach 40-3-3 jede 
Borelsche Menge in E auch eine analytische Menge in E. Wir zeigen nun, 
unter geeigneten Voraussetzungen iiber E, daB die Umkehrung hiervon 
nicht gilt. 

Eine Menge A E, deren Komplement E — A eine analytische Menge in 
E ist, nerrnen wir eine komplementar-analytische Menge in E. 
Das System aller komplementar-analytischen Mengen in E bezeichnen wir 
mit ® (E). 

40*9*1. Es gibt im R 0 eine komplementar-analytische Menge, die keine 
analytische Menge ist. 

Nach 40*8*1 gibt es eine Menge G e SI (R 0 X R 0 ), unter deren Schichten 
G^ alle analytisehen Mengen des R 0 vorkommen. Sei F die Menge aller 
(x, y) s R 0 X R q {xe R 0 , ye R 0 ) mit x = y; da F abgeschlossen, also eine ana¬ 
lytische Menge in R 0 xR 0 , ist FGs {R 0 X R 0 ), also nach 40*4*2 auch 
F GsS&{F). Sei F die homoomorphe Abbildung von F auf den R 0 , die 
jedem Punkte (x, x)eF den Punkt xeR 0 zuordnet, und sei A' = P (F G); 
dann ist nach 40*5*2 A' e%{R Q ). Wir setzen R 0 — A' = A ; dann ist 
As $t(R 0 ); wir haben zu zeigen, daB A ~ e 31 ( R 0 ). Ware A e $£ ( R 0 ), so 
gabe es ein a e R 0 , so daB A = G ^; wegen A = R 0 — A r sind nun die 
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Aussagen a e A undL {a, a) ~ s G aquivalent ; die Aussage ( a , a) ~ s G 1st 
aber equivalent mit a s G^; es sind also die Aussagen a s A und 
« ~ e G { a } equivalent, also kann nicht A = G&> sein; also ist A ~ e % (P 0 ), 
w. z. b. w. 

40*9*11. Ist E ein Youngscher Raum, dessert insichdichter Kern A ist, 
so gibt es in E eine komplementar-analytische Menge, die keine analytische 
31 enge ist. 

Nach 19*2-1 gibt es in E ein dyadisches Diskontinuum, also aucb ein 
reduziertes dyadisches Diskontinuum B (§24,2); nach 24*2*4 ist B ein 
G 6 in E 3 also nach 40*3*8 Be'Hl (E). Nach 40*9*1 gibt es eine Menge 
Ms®(R 0 ) —9X(P 0 ). Setzen wir M'— R 0 — M, so ist M'sSX (P 0 ). Nach 
24-2-41 gibt es eine homoomorphe Abbildung P des R 0 auf B. Setzen wir 
A' — P {M'), so ist nach 40-5*2 A'eS)li(B), also wegen Be%{E) nach 
40*4*21 auch A's 31 (E); setzen wir A = E — A / , so ist somit As & (E). Wir 
haben zu zeigen, daB A^s^l{E). Ware Ae'iSL(E), so ware nach 40*4*11 
auch A Bs%(B); wegen A = E — A', A'—P{M'), M' — R 0 —Mist nun 
AB = B — A' = P(R 0 — M') = P(M), d. h. M = P" 1 (A B ); nach 40*5d 
ware also auch Ms%(R 0 ) s wahrend doch M — £&(R 0 ) war. Also ist 
A — s%{E), w. z. b. w. 

40*9*2. Ist E ein Youngscher Raum, dessen insichdichter Kern ~2) A ist, 
so gibt es in E eine analytische Menge, die keine Borelsche Menge ist. 

Nach 40*9*11 gibt es eine Menge Me 21 (E), so da B E — A—*s%(E). 
Dann aber ist M ~ e 99 (E) ; denn ware A e 99 (E), so ware nach 33*4*2 
auch E —Me99(P), also nach 40-3*3 auch E — Ms5X(P). 

Literatur: M. Suslin, C. R. 164 (1917) S. 88. 


§ 41. Eigenschaften analytiseher Mengen. 

1. Die Bairesche Eigenschaft. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt 
in Verallgemeinerung von 19*9*3: 

41-1*1- Jede analytische Menge in E ist offen bis auf eine Menge erster 
JKategorie in E. 

Sei A eine analytische Menge in E; dann ist A Kern eines Suslinschen 
Schemas © in E abgeschlossener Mengen P„ i7ls . • -n k > nnd nach 40-1-2 kann 
© als monoton angenommen werden. Dann ist nach 40*1*3 A = S A n ^ > 
wo A n% = A nach 19*5*34 ist S (A„ i ) JJi dicht in A IX , und da nach 

19*5*1: ( A n Jjj g A u , also {A n ^ IIi ^A IIi , ist nach 11*3*2 auch S(M ni ) Jjri 

23 


Hahn, Reelle Panktionen.. 
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dieht in A 1Iis und da S ( A n ) XXi offen, ist nach 11-2-51 B = A TJi — S ( A n ) In 

1 

nirgends dieht in A IXi . Ebenso ist wegen 40-1-3, wenn A„ in * . . . w 
= A(<& ni „ t . . n J gesetzt wird, die Menge: 

^n 1 n 2 . . . n k ” ('^n 1 n 2 . . . n^lli ^ (-‘dw 1 n a .. . 

n &-+ l 

nirgends dieht in Wa ... da A nxUs . . . ^ £ A , also 

anch (-4 ni n s . . . £ -d J7i , ist nach 11-3-21 B n%na . . . n k auch 

nirgends dieht in A XXi . Also ist C = B A~ S B n -f- S B n Un -(- . . . 

«■! 1 n 1 n% 13 

+ S n, - von erster Kategorie in A 7J 4 . Sei nun 

aeA IZi — C; dann ist a — e B s also asS (A n J XIi , d. h. es gibt ein n\. f 
so daB a s (A n *) IIi ; ebenso ist a ~ e B n *, also a s S (A n * n ) IXi , d. h. es 

1 n z 1 3 

gibt ein so daB a s (A n * n *) XIi ; und indem roan so weiter schlieBt, erhalt 
man eine Eolge ((%)), so daB a e ( A n * n * m . . n%)iu fhr alle h . Da <& monoton, 
ist aber A n * n *... n £ ~== F »* n* — n k > also anch ( A n * n * ... rif. )ij £ (F n * n* — n %)n 7 

da aber nach 19-5-12 (F n * n * . . . n *) JX £E W * n * . . . n * ist, so ist (A n * n *. . . n *) u 

~=F n * n * also ist a e F n * n * m . . w * fur alle k, mithin a e A. Wir haben 

also gezeigt: aus a e A JXi — C folgt a e A , d. h. es ist A IXi — C £ A , 
und mithin A IXi — A £ C. Da (7 von erster Kategorie in A ni war, ist also 
A A IXi eine Kesidualmenge in A ni , also ist nach 19-8-2 A XXi £ A xxx , mit- 
hin ist nach 19-9-5 A of fen bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Als Erganzung zu 19-9*21 zeigen wir nun: 

41*1*2. Die bis auf eine Menge erster Kategorie offenen Mengen des Rau- 
mes JE bilden ein Suslinsches System. 

Sei das System der bis auf eine Menge erster Kategorie offenen Mengen 
des Kaumes E„ und sei © ein Suslinsches Schema von Mengen M n%nt m , , n e 3D 
Nach 19-9-1 ist M n ^ » 2 . . . n k auch abgeschlossen bis auf eine Menge 
erster Kategorie; setzen wir also A ( = )B, wenn A — B und B — A von 
erster Kategorie in J3 sind, so gibt es eine in E abgeschlossene Menge 
F ni n & . . . n k > so daB -M nj n a , . . n k (=) ^n lMs ...«*• Bezeichnet (S' das Sus- 
linsche Schema der Mengen F n ^.. . n ^ 9 so ist nach 40-1-5: A (©) (=) A (© / ). 
Da nach 41-1-1 A (<&') offen bis auf eine Menge erster Kategorie ist, so 
wegen A (©) (^=) A (©') offenbar auch A (©), also ist auch A (©) & SC ft; 
d. h. es ist W A £9^, und da nach 40-2-1: m £ f0l A , ist Wt A = , d. h. 

ist ein Suslinsches System (§ 40, 2). 

Wir sagen: die Menge A £ E hat die Bairesche Eigenschaft, 
wenn fur jedes M £ E gilt: M A ist eine bis auf eine Menge erster Kate¬ 
gorie offene Menge des Kaumes M. 
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Damit die Menge A ^ E die Bairesche Eigenschaft habe } ist not- 
wendig und hinreichend, da/3 fur jede in E perfehte Menge P gelte : PA ist 
eine bis auf eine Menge erster Kategorie offene Menge des Raumes P. 

Notwendig: Dies ist trivial. Hinreichend: Sei F abgeschlossen in E 
und P — F k der perfekte Kern von F (§ 12, 7); dann ist F — P = F t . 
Nach 12*7*1 ist F s separiert, nach 12*7-5 offen in F. Nach Annahme ist 
PA offen bis auf eine Menge erster Kategorie in P, also nach 19-9-0 auch 
in F; nach 19*9*7 ist F s A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in F s , 
also nach 19*9*0 auch in F ; wegen F A = P A -f- F s A ist also nach 19-9*21 
F A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in F. — Sei nun M eine ganz 
beliebige Menge ^ E ; da M° abgeschlossen in E, ist — wie eben gezeigt — 
M° A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in M°. Nach 19*9*31 ist 
M° A — A' -f- A", wo A' ein G & in M° und A" von erster Kategorie in M°i 
also ist M A = M A / -j- M A ", wo M A' ein G b in M und nach 19-4-32 
M A" von erster Kategorie in M ; also ist nach 19-9*31 M A offen bis auf 
eine Menge erster Kategorie in M. 

41*1*4. Hat die Menge A E die Bairesche Eigenschaft , so auch die 
Menge E — A . 

Sei M E ; ist dann M A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in 
M , so nach 19-9*2 auch M — A — M (E — A). 

41*1*41* Die Mengen A ^E, die die Bairesche Eigenschaft haben, bilden 
ein Suslinsches System. 

Sei © ein Suslinsches Schema von Mengen B n ^ . » fc * hie samtlich die 
Bairesche Eigenschaft haben, und sei A =A (©). Ist M Q E, so ist nach 
40*1*0 M A der Kern des Suslinschen Schemas der Mengen M B n ri: . . . Wjfc ; 
nach Annahme ist M B n ^ n z . . .n k offen bis auf eine Menge erster Kategorie 
in M ; nach 41*1*2 gilt daher dasselbe von MA. Also hat auch A die Bai- 
resche Eigenschaft. 

41-1*42. Das System 9ft der Mengen A E , die die Bairesche Eigenschaft 
haben , ist ein a-Korper. 

Nach 41*1*41 und 40*2*4 ist 9ft ein o-Ring. Da Eeittl, und da nach 41*1*4 
neben A e 9ft auch E — A e 9ft gilt, ist nach 3*3*1 9ft ein Korper. 

41-1*5. Jede analytische Menge in E hat die Bairesche Eigenschaft. 

Sei A eine analytische Menge in E und M ^ E. Nach 40*4*11 ist M A 
eine analytische Menge in M, also nach 41-1-1 eine bis auf eine Menge erster 
Kategorie offene Menge des Raumes M . 

41*1*51. Jede Jcomplementar-analytische Menge in E hat die Bairesche 
Eigenschaft. 

Dies folgt aus 41*1*5 und 41*1*4. 


23’ 
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Wir erkennen nun, daft die Bairesche Eigenschaft nicht charakteristisch 
ist fiir die analytischen Mengen in E; denn ist E ein Youngscher Raum, 
dessen insichdichter Kern £) A ist ^ 80 S ibt es nacb 40 *°“ 1]L ©me komplemen- 
tar- analy tische Menge in E, die nicht analytisch in E ist. 

Wir sagen: die Funktion / auf E hat die Bairesche Eigen¬ 
schaft, wexrn fur jedes M die Funktion M If stetig ist bis auf eine 
Menge erster Kategorie. 

41-1*6. Damit die charakteristische Funktion der Menge A g E die 
Bairesche Eigenschaft habe, ist notwendig und hinreichend , daft A die Bai¬ 
resche Eigenschaft habe. 

Dies folgt aus 27-4-92. 

Nach S5-5-21 hat jede Bairesche Funktion in E die Bairesche Eigenschaft; 
doch ist die Bairesche Eigenschaft nicht charakteristisch fur die Baireschen 
Funktionen in E\ denn ist E ein Youngscher Raum, dessen insichdichter 
Kern £) A ist, so gibt es nach 40-9-2 in E eine analytische Menge A, die keine 
Borelsche Menge ist; die charakteristische Funktion / von A ist nach 85-2-42 
keine Bairesche Funktion, doch hat sie nach 41-1-5 und 41-1*6 die Bairesche 
Eigenschaft. — Ferner ist, wie der Beweis von 35-5-22 zeigt, wenn / wieder 
die eben betrachtete Funktion und M eine <2 6 -Meng© in E bedeutet, die 
Funktion M If punktweise unstetig bei Vernachlassigung von Mengen 
erster Kategorie; es gilt also auch von 35-5-22 keine Umkehrung. 

Literatur: R. Baire, Acta math.30 (1906) 8.27; H. Lebesgue, Journ.de math. 
(6) 1 (1905) S. 188; O. Nicodym, Fund. math. 7 (1925) S. 149. 

2. Perfekte Teile analytischer Mengen. Jede unabzahlbare sepa¬ 
rable Youngsche Menge enthalt nach 19-2-21, 19-2-1, 18-9-3 einen nicht 
leeren perfekten Teil. Dies ist ein spezieller Fall des Satzes: 

41-2-1. Jede unabzahlbare , separable, in E analytische Menge A enthalt 
einen nicht leeren , in E perfekten Teil. 

Sei A=A ((B), wo B ein Suslinsches Schema von in E abgeschlossenen 
Mengen F^^ . . . n k bedeutet, und sei A n ^ z . . . njc = A (< 3 Wi „ b . . .n k )’> nach 
40-1-2 konnen wir B als monoton annehmen; dann ist A ni „ s . ., njb 
Se= E Ul . . . n A - Sei ferner ((p n )) eine abnehmende Folge positiver Zahlen mit 

endlicher Summe £ g n ; setzen wir dann a n = £ o, , so gilt <y n ^ 0. Nach 

n * 

13*5-42 gibt es einen Punkt a e A,. . Dann ist A K ae ( 1 % = 1, 2, .. .) 
unabzahlbar, und. da nacb 40*1*3 A = 5 A n , iat aucb fiir mindestens einen 

n x 1 

Summanden A„ t der Durchsohnitt A n% K aa unabzahlbar; einen solchen 
Summanden bezeichneil wir mit A ' m ^, die Menge F n ^ von gleichem Index ?\ 
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init^; x . Weil A'^K aQ 


_ unabzahlbar, gibt es naeh 18-5-42 in K aQ einen 
Punkt CL m ^£ (A rn J v ; dabei kann nach 18-5-6 ohne weiteres angenommen werden: 
a m =4= (^ r m i ^ m i) • Nun ist A K a Q ( m 2 = 1, 2, . . .) unab- 

zahlbar, und wegen A r/h = A n ^ = S A n ist auch fur mindestens einen 

«4 

dieser Summanden A der Durehschnitt A n n K a 0 unabzahlbar; 
emen solchen Summanden bezeichnen wir mit A'„ h nh , die entsprechende 
Menge F n ^ „ 2 mit F^ ; dabei ist F' rtH Wa einer der Naehfolger von F' mj im 
Schema ©. Weil A K e unabzahlbar, gibt es in K a e einen 
Punkt 

w? 2 )r ? dabei kann noch ohne weiteres angenommen 
werden =4= ® miTO ; (fiir wi 2 =4= ml). Indem wir so weiterschliefien, kommen 

wir zu einer Menge von Punkten ma ... mje e A (k == 1, 2, ...; m x = 1, 2, ...; 

<m 2 = 1*2,...; . . .), die wir mit G bezeichnen, und es kann a mima . . . m k _ 1 m k 
#= a m x m 2 . . . m k _ 1 m! k (fur m k =j= m k ) angenommen werden; ferner gehort 
a rn y rn i . . . m k zu einer Menge A n ^ . . . njs _, die wir mit ms . . . OTjfc be¬ 
zeichnen ; die entsprechende Menge F n * m m . n bezeichnen wir mi t 
FL . 


■ 


; dabei ist „ B ... m k m k + 1 einer der Nachfolger von^ . 


im Schema ©; endlich ist der Abstand a. 
< ~- £?7n a -t . .-f > a lso : 

a, 


( 2 ) 


’771 5 771 j 

fl.lfln * 

1"t 1 

'm x m^ • . . wi£• - • m kJr ^m 1 m s . . . m k 

Qm 1 + m i -r. . * + 1 ”4” • ♦ - ~}~ - .-t 


^m^m, . . . 77i t. 


<c 


Aus (2) folgt sofort: lim « mi7na ... 


w *+i 




= a~ 


. m ; die Menge $ ist 


also insichdicht, also ist nach 12-5-4 Q x perfekt. Wir haben also nur mehr zu 
zeigen: Q 1 £ -4, und dazu geniigt es nach 17-8-61, zu zeigen: ist ((£>i)) eine 
aus durchweg verschiedenen Punkten bestehende Punktfolge aus Q mit 
bi-^b, so ist b £ A. Sei 6^ — a m i m * m i ; kommen dann unter den 

1 a * ‘ * b i 

m\ (i = 1, 2, . . .) unendlich viele verschiedene vor, so ist, da nach (2): 
bid ^ d m i m i m t . m i & m i ~f" ® n*4- d“ 7 

IS 1 1 12 1 

sicherlich b = a, also b £ A. Wir nehmen also an, unter den m\ gibt es nur 
endlich viele verschiedene. Dann gibt es gewiS einen Index m\ , etwa rri[ , 
so daB unter den b^ unendlich viele der Gestalt 6* = a m * m i . . m i vor- 

i 3 k t 

kommen; wir bezeichnen sie mit bj (j — 1,2,...); gibt es unter denIndizes 
m\ dieser bj unendlich viele verschiedene, so ist, da nach (2): 

mi ... mi ^ > 

! a i a 

a m *, also b £ A. Wir nehmen also an, unter den Indizes ml 


sicherlich b 
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der gibt es nur endlich viele verschiedene. Dann gibt es gewiB einen 
Index m\ , etwa m * z , so daB unter den b) unendlich viele der Gestalt 
b i = a m * m * m i. . . m \ vorkommen; wir bezeichnen sie mit 6? (j — 1,2, * . ; 

gibt es unter den Indizes tyi\ dieser 6? unendlick viele versckiedene, so folgt 
wieder aus (2), daB b = a m * m * 3 also b s A. Indem man so weiterschlieBt, 
kommt man entweder nack endlick vielen Schritten zur Feststellung, daB 
b — a* m * . . . m * und mitkin b e A , oder man erhalt eine Indizesfolge 
{{m k )) 3 so daB es fur jedes k unter den b { unendlick viele der Gestalt 

a < m* . . - m k m k+x . . . m k+l g lbt 5 w ®g en 

a m* m* . . . m% m k+1 . . . m k+l £ m * . . . m * m A+1 . . • ™ k+l > 

A ' Cl W' CZ ]?' * m 

m* . . . * * * ™k + i = * mt m* . . . m% ™ k+1 - • • m }c + i — m T * • • ™% 

ist aber dann, weil F' m * m * .. . m * abgescklossen, auck 6 e F' m * m * .. . m * . 

Es ist dann also b s F' m * . F' m * m * . F' m * m * ... m * • • • • , also b e A (©), 

d. h. be A, w. z. b. w. 

41*2-2. e/ede unabzdhlbare, separable, absolut analytische Menge hat die 
Mdchtigkeit X. 

Denn nack 13-2-1 ist ihre Machtigkeit ^ X, und nack 41-2-1 und 19-3-1 
ist sie ^ N. 

Ob Analoga der Satze 41-2-1, 41-2-2 fur komplementar-analytische 
Mengen gelten, ist nickt bekannt. Keinesfalls kann, wie wir nun in 41-2-31 
zeigen werden, aus dem in 41-1-51 bewiesenen Bestehen der Baireschen Eigen- 
sckaft fur jede komplementar-analytiscke Menge auf die Gultigkeit eines 
zu 41-2-1 analogen Satzes fiir komplementar-analytiscke Mengen geschlossen 
werden. 

41*2*3- Es gibt im P 0 eine unabzdhlbare Punktmenge B von folgender 
Eigenschaft : fiir jede insichdichte Menge P des P 0 ist B P von erster Kategorie 
in P. 

Nach 8*4*41 gibt es zu jeder Ordinalzahl a <C co ± eine Eolge r a natiirlicher 
Zahlen, so daB v a <C v a , fur a<a'. Die Menge B aller dieser v a (a cof) 
ist eine unabzahlbare Punktmenge des P 0 , die, wie wir zeigen wollen, das 
Verlangte leistet. Sei also P eine insichdichte Menge des R 0 ; wir haben zu 
zeigen: B P ist von erster Kategorie in P. Da B P als Punktmenge des P 0 
separabel ist, gibt es einen abzahlbaren in B P dichten Teil B r von B P. 
Da B' abzahlbar, gibt es nack 8-4-1 eine Ordinalzahl < a , so daB a <C /? 
fiir alle v^e B '. Sei P" die Menge aller v^e B P mit a < (5 ; da B" ^ P', 
ist auck B" dickt in B P , und da B" abzahlbar, ist B ff nack 19-4-5 von 
erster Kategorie in P. Um zu zeigen, daB B P von erster Kategorie in P, 
geniigt es also, zu zeigen, daB die Menge C — B P — B" von erster Kategorie 
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in P ist, — Fur alle v a s C ist a ^ also gilt v a ^ v$ fiir alle v a e C; ist v a 
die Folge n al , n a2 , . . . , n ai , . . . und Vp die Folge n pi , np 2 , . .. , , .. .,, 

so gibt es also zu jedem v a s C ein i a , so daB n ai ;> fiir i ^ z a ; bezeiclmen 
wir mit Cj die Menge aller v a s C, fiir die n ai ^ np i fiir i ^ j, so ist demnacli 

C = S Cj. Um nachzuweisen, daB C von erster Kategorie in P, geniigt es 
i 

also, nachzuweisen, daB C. } nirgends dicht in P. Nach 11*3*7 haben wir 
also zu zeigen: ist G eine in P offene Menge 3d,so kann nicht G j G dicht in 
G sein. — Da B" dicht in P, gibt es nach 11*1.8 einen Punkt r a * e B"G; 
ware Cj G dicht in G, so gabe* es nach 17*3*68 in C ? - eine Funktfolge ((r a ^)) 
mit v ak -+v a *. Wir haben also nur mehr zu zeigen: fiir keine Punktfolge 
aus Gj kann gelten: JSTun ist wegen v am s B” nach Defini¬ 
tion von B”: a* < ; es gibt also ein i* 9 so daB n a *i fiir i ^ i*; nach 

Definition von O y - aber ist n a *$ ^ n^ i fiir i ^ j; setzen wir £* * — max (i*, j), 
so ist also ^<x k i > n a*i fur i ^ z* * und alle k; nach 17*8*7 kann also 
nicht v ak ~»v a * gelten, w. z. b. w. 

41-2*31. Es gibt im B 0 eine unabzdhlbare, total imperfekte Menge , die die 
Bairesche Eigenschaft hat. 

Die Menge B von 41*2*3 ist total imperfekt; denn ist P eine nicht leere 
perfekte Menge des B 0 , so ist B P von erster Kategorie in P, also kann 
nach 19*7*6 nicht B P — P sein, d. h. es ist nicht P Q B. TJnd da B P 
von erster Kategorie in P, ist B P auck offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie in P, also hat nach 41*1*3 B die Bairesche Eigenschaft. 

Auf Grand von 24*2*41 konnen die Satze 41*2*3, 41*2*31 vom B 0 auf 
jeden Youngschen Raum ubertragen werden, dessen insichdichter Kern 
D) A ist. 

Literatur : P. Alexandroff, C. R. 164 (1916) S. 323. F. Hausdorff, Math. 
Ann. 77(1916) S. 430. M. Suslin, C. R. 164(1917) S. 88. W. Sierpihski, Fund, 
math. 5 (1924) S. 166. W. Hurewicz, Fund. math. 12 (1928) S. 78. Zu Satz 
41*2*3: N. Busin, Fund. math. 2 (1921) S. 155. 

3. Die Wertmenge einer Funktion. Ist / (x) eine Funktion auf A , 
so bezeichnen wir die Menge aller Zahlen f (x) (x e A) als die Wertmenge 
der Funktion f(x). Ist A separabel und absolut analytisch, und ist 
f (x) stetig, so ist nach 40*5*5 die Wertmenge von f (x) eine analytische 
Menge des P ± . Allgemein gilt: 

41*3*1. 1st f (x) eine Bairesche Funktion auf der separablen , absolut ana- 
lytischen Menge A, so ist ihre Wertmenge eine analytische Menge des B ± . 
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Mach 18-4-61 gibt es einen separablen vollstandigen Raum E 2 A. Sei 
[ f (x) = y\ die die Funktion f darsteUende Punktmenge £i4 X B x (§ 35, 9). 
Naeh 35-9-8 ist [f (3c) — y\ eine Borelsche, also auch eine analytiscbe 
Menge in A X R x \ nach 40-7-2 ist A x B x eine analytische Menge 
nacb 40-4-21 ist also ancb [f (3c) — y] eine analytiscbe Menge in j WxJR^. 
Die Wertmenge von / ist die Projection von [/ (x) — y\ in den Raum B x ; 
die Behauptung folgt also aus 40-6-11. 

Umgekehrt gilt: 

41-3-2. Jede nicht leere analytische Menge des R x ist die Wertmenge 
einer stetigen Funktion im B 0 . 

Dies ist ein Spezialfall von 40-5-4. 

Piir stetige Funktionen im B n (n =f= 0) gilt das Analogon von 41-3-2 nicbt; 
denn der R n (n =f= 0) ist halbkompakt, und aus 23-3-1 und 15-2-22 folgt 
sofort, daB die Wertmenge einer stetigen Funktion auf einer halbkompakten 
Menge ein F a ist. Wobl aber gilt: 

41-3-21. Jede nicht leere analytische Menge B des R x ist die Wertmenge 
einer oberhalb (bzw. unterhalb) stetigen Funktion im B x . 

Sei 6 = sup 5; wir beweisen die Behauptung zuerst fur den Fall, 
da 13 b e B. Sei I die Menge aller irrationalen Punkte des R x m , da nach 24-2*2 
I homoomorph dem R 0 ist, so gibt es nach 41-3-2 eine stetige Funktion g 
auf I 3 deren Wertmenge B ist. Die obere Schrankenfunktion g von g 
(§ 26, 2) ist dann nach 36-3-1 eine oberhalb stetige Funktion im R x , und weil 
g stetig, ist nach 26-2-4: g (x) — g (x) fur alle x s /. Fiir jedes x s R x ist 
wegen b s B und g (x) ^ b die Menge B x aller y e B mit y g (x) nicht leer. 
Setzen wir inf B x — g* (x) s so ist g* (x) ;> g (x) fur alle x s R x , und wegen 
g ( x) b B ist g * (x) — g (x) = g(x) fiir alle x e I. Wir zeigen nun, daB g * (x) 
eine oberhalb stetige Funktion im B x ist; dazu geniigt es nach 36-1-1, zu 
zeigen: zu jedem z> g* (x) gibt es eine TJmgebung U x , so daB g * (x') < z 
fiir alle x' e U x . Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem es ein der TJn- 
gleichung g* (x) < y < 2 geniigendes y e B gibt, oder nicht. 1. Fall: Sei 
y e B und g* (x) < y < z; da g (ic) ^ g*(x) und g oberhalb stetig, gibt es 
nach 36-1-1 ein U x , so daB g (a/) < y fiir alle x's U x ; wegen g * (x') = inf B x ,, 
yeB xr ist aber dann g*(x') ^ y < z fiir alle x' e XJ Xi w. z. b. w. 2. Fall: In 
diesem Falle ist wegen g*(x) — inf B x notwendig g* (x) s B. Wegen g (x) 
^ 9 * (#)< z giht es nach 26-2-11 eine Umgebung U x , so daB g (x') < z fiir 
alle x f s 1 XI x ; weil g (x') s B, und weil es kein y s B mit g * (x) < y <z 
gibt, folgt nun aber daraus weiter: g(x') ^ g* (x) fiir alle x's I U x , also 
nach 26-2-11 auch g(x') <L g* (x) fiir alle x's U X} und wegen g* (x) £ B 
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und g*(x') = inf B x , ist auch g* (x') ^ g*(x) <C z fur a lie x' eU x , w. z. 
b. w. Damit ist gezeigt, daJB g* oberbalb stetig. — Sei nun r x , r 2 , . . . , 
r n , ... die Menge aller rationalen Punkte des R x ; wegen g* (r n ) = inf B r 

1 Tn 

gibt es ein y n e B, so daB y n ^ g* (r n ) und || y n g* (r n ) [| C — . Wir defi- 

nieren nun eine Funktion / im R x durch f (x) = g* (x) ( = g ( x )) fur x a /, 
und f (r n ) — y n (n = 1, 2, . . .). Da B die Wertmenge von g und y n e B ist, 
so ist B auch die Wertmenge von/. Sei nun ((cc n )) eine Punktfolge 
im R x mit x n ^ x und x n =j=x. Weil g * oberbalb stetig, ist (§ 36, 1) 

lim g*(x n ) ^ g*(x) ^f(x); wie aus der Definition von / unmittelbar folgt, 

n ' "" 

ist lim || /(a? n )—(# n ) || — 0, also lim / (x n ) = lim g* (x n ), also gilt auch 

_ n n n 

lim / (x n ) <^ / (x ), d. h.f ist oberhalb stetig. Damit ist die Behauptung 

n 

fiir den Fall bewiesen, daB b sB. — Sei nun b ~ e B. Dm zu zeigen, daB 
auch in diesem Falle B Wertmenge einer oberhalb stetigen Funktion im 
R x ist, genxigt es, da die Halbgerade x ;> 0 des R x homdomorph dem R x ist, 
zu zeigen: B ist Wertmenge einer oberhalb stetigen Funktion auf der Halb- 
geraden x > 0. Da b — sup B und b — e P, gibt es in B eine wachsende 
Folge von Zahlen ((&„)) mit b n -+b; bezeichnet B n die Menge aller y s B mit 

y ^ b n , so ist B = S B n , ferner ist b n = sup B n und b n e B n . Wie schon 

n 

gezeigt, gibt es also eine oberhalb stetige Funktion im R x , deren Wert¬ 
menge B n ist; und da das Inter vail (n — 1, n) homoomorph dem R x , gibt es 
also auch eine oberhalb stetige Funktion f n auf (n — 1, n), deren Wertmenge 
B n ist. Definieren wir nun die Funktion / auf der Halbgeraden x > 0 durch: 
/ =/„ in (n — 1, n), f (n) — 6 n4l , so ist / oberhalb stetig, und die Wert¬ 
menge von / ist B. 

Biteratur: N. Lusin, Fund. math. 10 (1927) S. 5; Le 9 - s. 1. ensembles analy- 
fciques S. 135. W. Sierpihski, Bull. Crac. 1918, S. 179; Fund. math. 10 (1927) 
S. 169; Bull. Crac. 1927, S. 697; Congr. Math. Slaves Vars. 1929, S. 52. 

4. Mehrfache Punkte einer Abbildung. Sei P eine Abbildung von A 
auf B. Wir nennen den Punkt 1 ?/£ B einen &-fachen (bzw. mindestens 
&-fachen) Punkt von P, wenn es genau Jc (bzw. mindestens h) ver- 
schiedene x a A mit P (x) = y gibt. Gibt es unendlich viele (bzw. un- 
abzahlbar viele) verschiedene x a A mit P (x) = y, so heiBt y ein Punkt un- 
endlicher (bzw. unabzahlbarer) Yielfachheit von P. 

41*4-1. Ist A separdbel und absolut ancclytisch, und ist P eine eindeutige, 
stetige Abbildung von A auf B, so ist fiir jedes h die Menge Bje aller mindestens 
h-fachen Punkte von P absolut analytisch. 
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Sei & ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offener Mengen 
(§ 13, 1). Damit b e B k sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, 
daB es in & ein &-tupel jE ^, H 2 , . . . , H k disjunkter Mengen gebe, so daB 
b s P (Hj) P (H 2 ) . .. P (H k ). Man erhalt also B k , indem man zu jedem 
fc-tupel H-l , H 2 , . . . , H k disjunkter Mengen aus § den Durchschnitt 
P (Hj) P (S 2 ) . . . P (H k ) bildet und sodann die Summe aller dieser Durch- 
schnitte bildet. Naeh 40-4*31 ist jede Menge H s § absolut analytisch, 
naeh 40*5*5 ist also aucb jede Menge P (H) (H s &) absolut analytisch, 
also naeh. 40*2*4 auch jeder Durchschnitt P (H x ) P ( H 2 ) . . . P (H k ), und da 
es in § nur abzahlbar viele ^-tupel gibt, ist naeh 40*2*4 auch B k absolut 
analytisch. 

414*2. Ist A seyarabel und absolut analytisch, und ist P eine eindeutige 
stetige Abbildung von A auf B, so ist die Menge B' aller Punkte unendlicher 
Vielfachheit von P absolut analytisch . 

Ist B k die Menge der mindestens &-fachen Punkte von P, so ist B / — L> B k . 
Die Behauptung folgt also aus 40*2*4 und 41*4*1. 

Urn zu zeigen, daB ein analoger Satz fur die Punkte unabzahlbarer Viel¬ 
fachheit gilt, schicken wir einige Hilfsbetrachtungen voraus. Sei E ein 
separable!*, vollstandiger Raum, A eine analytische Menge in E. Naeh 40-3-5 
gibt es ein regulares Suslinsches Schema 3 in E abgeschlossener Mengen 
En l n„ ...»£* dessen Kern A ist. Wir bilden wie in § 40, 1 das Suslinsche 

Schema 3 der Mengen -4 Win# ... — A _(3 rtina ... U] ). Dann ist A ni „ a ...„ k 
= P Win .... nk ; das Schema 3 ist monoton, und wegen Eigenschaft 3. der 
regularen Suslinschen Schemata gilt fur das Supremum d k der Durchmesser 

d (A ni „ s _ nk ): d k ~* 0. Ist A unabzahlbar, so ist fiir jedes k wegen 40*1*3 

auch eine der Mengen A n ^ . . . njc unabzahlbar. 

41-4*3- Unter den Nachfolgern einer unabzahlbaren Menge A n ^ n ^ . n 
in 3 gibt es zwei unabzahlbare, zu einander fremde. 

Naeh 18*5*42 und 13*5*6 gibt es zwei Verdichtungspunkte c ={= c' von 
. . . n k * 0 < £ < ^ cc '> so kann, weil fur clas Supremum d k+l der 

Durchmesser d{A n n ^ _ _ ) gilt: lim d k+l = 0 , l so gewahlt werden, daB 

je zwei Nachfolger A ni7ls . . . n k n k+x . . . n M ^on -d„ x „ 2 . . . Bjfr , von denen einer 
einen Punkt von K c Q , der andere einen Punkt von K c , e enthalt, fremd sind ; 
da aber c und c' Verdichtungspunkte von A n ^.. .n k > sind A„ x . Uj _K cQ 
und A Ui ng . . . n k K c , q unabzahlbar; mithin gibt es naeh 40*1*3 unter den 
Nachfolgern A n ^ n ^. . . Wjfc .. . n ^ +i von A ni7la _ njc einen unabzahlbaren. 
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der einen Punkt von K c Q enthalt, und einen unabzalilbaren, der einen 
Punkt von K C , Q enthalt. 

Sei nun jedem dyadischen Komplexe , i 2 , . . . 3 i n ) (§ 18, 7) eine Menge 
B ix i % ... i n zugeordnet. Wir sagen: diese Mengen bilden ein disjunktes 
dyadiscbes Teilscbema von 0, wenn sie folgenden Bedingungen ge- 
niigen: 

1. Jede Menge i % . . . i n ist eine unabzahlbare Menge , n k aus <3. 

2. B ix ia . . . in <j>+l ist ein Nachfolger von B\ x i% . . . ^ in <3. 

3. Je zwei Mengen % z . . . % n mit gleiebviel Indizes sind fremd. 

Wegen 2. gilt fiir jede dyadische Folge ((i n )): d (B i%ia m wm i ) -»■ 0 . Aus 
41*4-3 folgt leicht, daB es, wenn A unabzahlbar, solche disjunkte dyadische 
Teilschemata von 0 gibt. 

Sei SC ein disjunktes dyadisches Teilschema von 0, bestehend aus den 
Mengen i n , , . t . Dann gilt: 

41*4*31. Zu jeder dyadischen Folge ((i n )) gibt es einen Punkt as A, so 
da/3 : . 

Nach Definition von SC gibt es eine Folge ((n k )) natiirlicher Zahlen, so 
daB B ix , B iix , . . . , ... eine Teilfolge aus A„ x , A„ t „ x . 

An iT i a . . . n k > • • - • Da <3 monoton, nimmt diese Folge monoton ab; also ist: 

B^^ . Bi a .i 3 . .. i n * * • * == A n ^ . A n ^ na . A , n ^ na ... ..... Da 

die Mengen B i ^ ^.. . i n ~Z) sind auch die Mengen A ni „ a . .. njfc Z) Zl; wegen 
ist also auch F rti » a . . . Mjfc D M; nach 18*5*11 ist 

also F Ui , F ni7tn9 . . . , F nin _ n k , . . . eine monoton abnehmende Folge 

nicht leerer, vollstandiger Mengen; nach 18*6*1 gibt es somit einen Punkt 

a, so daB F n% . F^ .jF» t »,... njfc . ... = {«}, und wegen A = A (0) 

ist as A. Da nach § 40 (1*2): 

B n% • F ni na . Wa ... n;fc . - - • = • A nx „ 2 .n 8 ... * • * * » 

ist auch . A n ^ n ^ ..... * • * • > also auch B ^ . B^^ . 

4 » * * * *n * * * * = M * 

Nach 41*4*31 ist jeder dyadischen Folge ((i n )) ein bestimmter Punkt von 
A zugeordnet; wir bezeichnen ihn mit Durchlauft ((i n )) alle dya¬ 

dischen Folgen, so durchlauft der Punkt a ^ eine Punktmenge, die wir 
die durch das disjunkte dyadische Teilschema SC von 0 er- 
zeugte Menge M (SC) nennen. 

41*4*32. Die durch ein disjunktes dyadisches Teilschema SC von 0 erzeugte 
Menge M (SC) ist ein unabzahlbarer Teil von A. 
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Nach 41-4*31 ist M (X) QA. Wegen Eigenschaft 3. von X liefern ver- 
sehiedene dyadische Folgen ((i n )) verscliiedene Punkte a^^ £ A ; und da 
es nach 5-2-2 S dyadische Folgen gibt, hat M (X) die Machtigkeit K. 

41-4*33- Zu jedem in E perfekten Teile C A von A gibt es ein dis- 
junktes dyadisches Teilschema % von 0, so da/3 M (X) S= C. 

Da C nach 19-3*1 unabzahlbar, gibt es nach 13*5*42, 13*5*6 zwei Verdich- 
tungspunkte c =f= c' von C . Da nach 40*1*3 : C ^ S ^ G A n ^ n ^ . . . Wjfc , 

und da fur das Supremum d h der Durchmesser d (^4 nj n# .. . „ k ) gilt: d h -> 0, 
folgt daraus, daB, bei hinlanglich groBem k, unter den Mengen A n ^ na . . 
zwei zueinander fremde vorkommen miissen, fur die C A n ^ n * . . . unab¬ 
zahlbar ist; es gibt also in 0 zwei fremde Mengen B ^ (i ± — 0, 1), so daB 
C B^ unabzahlbar. Ebenso gibt es unter den Nachfolgern von B^ in 0 
zwei fremde B ± iz (i 2 =0, 1), so daB G B iiijt unabzahlbar usf. Man erhalt 
so ein disjunktes dyadisches Teilschema X von 0, bestehend aus Mengen 
B iiia . . . i > fur die C B iiia . . . i n unabzahlbar. Sei ((i v )) eine dyadische 
Folge und sei a n s C B iiit . . . * n ; da auch e B ix i% . . . ^ , ist a n a ((iy)) 

^ d(B ix ia . . . ij, und wegen d ( B^ -*■ 0 gilt a n -+ a <w . Da a n e G 

und C abgeschlossen, ist auch a^^sC, d. h. M (£) £(7. 

41-4*4- 1st A separabel und absolut analytisch , und ist P eine eindeutige 
stetige Abbildung von A auf , B, so ist die Menge B* alter Punkte unabzahl- 
barer Vielfachheit von P absolut analytisch . 

Die Behauptung ist trivial, wenn A abzahlbar, also B* — A ; sei also 
A unabzahlbar. Nach 18*4*61 gibt es einen separablen, voHstandigen Raum 
E 3 A und nach 40*3*5 ein regulares Suslinsches Schema 0 in E mit 
A (0) = A; sei 0 das zugehorige Suslinsche Schema der Mengen A n ^ „ t . . m „ k 
— A {<B niUa ,. , n ^. Da A unabzahlbar, gibt es disjunkte dyadische Teil- 
schemata von 0. Da es nur abzahlbar viele Mengen A ni „ t ,. . n giht, gibt es in 

alien moglichen disjunkten dyadischen Teilschemata X von 0 nur abzahlbar 
viele verschiedene erste Zeilen 1 ), die wir mit 3« x ( n i — 1, 2, . . .) bezeichnen. 
In den Schemata X, deren erste Zeile 3n x ist, treten nur abzahlbar viele 
verschiedene zweite Zeilen auf, die wir mit Sn^n n ( n 2 = 1> 2, . . .) bezeichnen 
usf. In dieser Weise erhalten wir ein Suslinsches Schema bestehend aus 
Systemen . • n k von 2* Mengen aus 0; jede Folge ((«*)) nattirlicher 

1 ) Unter der k -ten Zeile eines dyadischen Schemas % verstehen wir das System 
seiner 2* Mengen lb-ter Stnfe (§ 18,7). 
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Zahlen liefert ein disjunktes dyadisches Teilschema S ((n ^» von 3, dessen 
Zeilen Qn^ 3n t n^ * • * > 3n L n s . : . n k > • * • sind; durchlauft ((w A )) alle Folgen 
naturlicher Zahlen, so durchlauft <£ ((n }) alle disjunkten dyadischen Teil- 
schemata von 3. Die 2* Mengen von 8« x n a . - . bezeichnen wir fur 
den Augenblick mit C*, <7 2 , - . . , <7 2 ;t, den Dnrcbscbnitt ihrer Bilder 
P(C'l) (Cy * * * mit P n l n ± ...n k > da die Mengen ^ nxWa ... n;fc aus 3 

separabel und absolut analytisch sind, so nach 40-5*5 auch P ni7li . . . n . Die 
P ni „ a ... „^bilden ein Suslinsches Schema 3*, undnach 40*4*4 ist A (3*) ab¬ 
solut analytisch. Wir zeigen nun, daB B* = A ((3*), womit die Behauptung 
bewiesen sein wird. — Sei b s B*. Nach Definition von B* ist die Menge 
P _1 (6) aller Ur bilder von b unabzahlbar; nach 23*2*11 ist sie abgeschlossen in 
A 3 also nach 40*4*31 absolut analytisch, enthalt also nach 41-2*1 einen in E 
perfekten Teil ~ 2 )A, und daher gibt es nach 41-4*33 ein disjunktes dyadisches 
Teilschema % von 3, so daB M (5£) £ P -1 ( b). Besteht St aus den Zeilen 

» 3?i t n a > * • •> 3x1^2... n k 3 •• •> so 1st b S B-n t * -Prt x n s .Pfijit, . . . n k * * * *# 

also ((3*); damit ist gezeigt; daB B* £ A (3*). Sei nun urn- 

gekehrt b s A (3*); dann gibt es eine Folge ((n k )) naturlicher Zahlen, so daB 

be P„ # . P„ x n a . Pn x n % ... n k * • • •; ist dann St ((7Xjfc)) das aus den Zeilen 

3n. x , 3n 1 n a > 3 «,«.***»*^ •• • bestehende disjunkte dyadische Teil¬ 

schema von (3, so gibt es in jeder Menge B^ i 3 . . . i n £ &((«.» einen Funkt 
. . . i n mit P (a itia . .. i n ) = ft • Sei M (St (( n A ))> die durch St ((n;fc)) erzeugte 
Menge, und ae M ; nach Definition von Jf (3^^) 1st a — a {( ^ )} , 

wo ((%)) eine dyadische Folge; dann ist ae B ia i% ... * fiir alle und da 

auch a ix i,. .. lf| J?< t < t ... < n war und (B ix ,. . <n ) — 0 gilt, so gilt <a . . . » n 

a aiy)) . Wegen der Stetigkeit von P folgt also aus P (a Xi . < w ) = 6 
auch P(a (( ^ }) ) = 6; es gilt also P(a) =6 fiir alle ae M (5t ((n;fc)) ), und da 
nach 41*4*32 AT C£(( W;fc ))) ein unabzahlbarer Teil von A y ist b e B*. Es ist 
also auch A (3*) £ B*. Somit ist B* = A (3 s *'), w. z. b. w. 

Eine stetige Funktioii / auf A liefert eine eindeutige, stetige Abbildung 
von A auf eine Punktmenge B dep B 1 . Jede Zahl y s B ly zu der es Jc Punkte 
(bzw. mindestens Jc Punkte) xsA mit / (x) — y gibt, heiBt ein jfc-faeher 
(bzw. mindestens &-facher) Wert von/; jede Zahl ye B 1 , zu der es 
unendlich viele (bzw. unabzahlbar viele) x e A mit / (x) = y gibt, heiBt ein 
Wert unendlicher (bzw. unabzahlbarer) Vielfachheit von/. Als 
Spezialfall von 41*4*1, 41-4-2, 41*4*4 erhalten wir: 
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41-4-5. 1st f eine stetige Funktion auf der separablen, absolut analytisehen 
Menge A, so ist die Menge alter mindestens k-fachen Werte (alter Werte unend- 
Ucher Vielfachheit, alter Werte unabzahlbarer Vielfachheit) von f eine ana - 
lytische Menge des B 1 . 

Umgekehrt gilt: 

41-4* 51. Jede analytische Menge B des B 1 ist die Menge alter mindestens 
k-fachen (&> 1) Werte (alter Werte unendlicher Vielfachheit , alter Werte un¬ 
abzahlbarer Vielfachheit) einer stetigen Funhtion im i? 0 . 

Die Behauptung ist richtig, wenn B—A\ denn nach 24-2-2 ist der B 0 
homoomorph der Menge I aller irrationalen Punkte des B 0 ; jede homoo- 
morphe Abbildung des B 0 auf I liefert aber eine Function, fur die die 
Menge aller mindestens &-fachen (k >1) Werte (aller Werte unendlicher 
Vielfachheit, aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit) leer ist. Sei also B ~^)A. 
Sei A n die Menge aller Punkte des B 0 , die durch Folgen ((^)) natiirlicher 
Zahlen dargestellt werden, die mit n ± — n beginnen. Dann ist A n homdo- 
morph dem B 0 ; ebenso ist 5 A n homoomorph dem B 0 . Nach 41-3-2 gibt 

ri^Jc 

es eine stetige Punktion f n auf A n , der en Wert menge B ist, sowie eine stetige 
Punktion /* auf S A n , deren Wertmenge B ist. Setzen wir f = f n auf 

A n (n = 1, 2, . . . , k — 1), /s= /* auf S A n , so ist / eine stetige Punktion 

nTzJc 

im B 0 und B die Menge ihrer mindestens &~fachen Werte. Setzen wir 
/ — f n auf A n (n = 1, 2, . . .), so ist / eine stetige Punktion im B 0 und B 
die Menge ihrer Werte unendlicher Vielfachheit. — Sei sodann g eine stetige 
Punktion im B Q , deren Wertmenge B ist. Ordnen wir jedem Punkte 
x = ((ni)) des B 0 den Punkt z ( x ) = ((n^)) mit n~ n 2i zu, so ist dies eine 
stetige Abbildung des B 0 auf sich selbst, fiir die jeder Punkt z ein Punkt 
unabzahlbarer Vielfachheit ist; setzen wir also / (x) — g (z (xj), so ist / 
eine stetige Punktion im B 0 , fur die B die Menge aller Werte unabzahlbarer 
Vielfachheit ist. 

Betrachten wir statt der stetigen Punktionen im B 0 nun die stetigen 
Funktionen im B n (n> 0), so gilt: 

41-4*6. 1st f eine stetige Funktion im B n (n ;> 0), so ist die Menge A k 
aller mindestens k-fachen Werte von f Summe einer im B 2 offenen und einer 
abzahlbaren Menge . 

Sei A' die Menge aller derjenigen Funktionswerte f (x) e A k , die zugleich 
Maxima oder Minima von / sind; nach 25-4-2 x ) ist A* abzahlbar. Sei 


1 ) Siehe Nachtrag S. 399. 
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nun y £ A k — A'; dann gibt es h Punkte x ± e B n (i = 1, 2, . . . , Jc), so daiB 
f ( x i) — 1/1 wir wablen q > 0 so klein, da£ die k Kugeln K X , Q disjunkt 
sind; da y ~ & A', gibt es in K X . Q zwei Punkte x[ 3 x'/, so daB/(a;^) < y 
<fjfi) 5 setzen wir y' = max (/ (4), / (4), . . . , / (4)), «/" = min (/ (4), 
/ (4) > * • • * / (4) * so ist y f < y < y" nnd nach 25*7*4 gibt es zu jedem 
2 £ ( yy") einen Punkt x* e K x ^ e mit / (x*) = z; jedes 2 £ (y', 2 /") ist also 
mindestens &-facber Wert von/, d. b. es ist (y',y") ^=A k . Zu jedem 
y s A k — A f gibt es also ein offenes Inter vail I y des B^ , das £ -4 jc ist. 
Setzen wir G = S' I y , so ist G eine offene Menge des R lt die ^==A k 

yeAfc-A' 

ist, und da A k — G ist A k — G abzablbar. 

I14’61. Ist f eine stetige Funktion im R n {n>0), so ist die Menge A 00 
alter Punkte unendlicher Vielfachheit von f Summe einer G 6 -Menge im P 1 
und einer abzdhlbaren Menge. 

Ist A k die Menge aller mindestens &-facben Werte von /, so ist nacb 
41*4*6 A k = G k + A k , wo G k offen im Bj und A k abzablbar. Wegen 
— L> A k ist also A^ = D G k ~f- A rf , wo A" Q S A k und mitbin ab- 

k k k 

zahlbar ist. 

Hingegen gilt im B 1 wie im B 0 : 

414*62. Jede analytische Menge B des B x ist die Menge aller Werte unab- 
zdhlbarer Vielfachheit einer stetigen Funktion im R 1 . 

Sei S die Scbrankungstransformation und B'= S (B). Nacb 24*2*2, 
24*2*12 ist der JR 0 bomdomorpb der Menge I aller irrationalen Punkte von 
[— 1, 1], Nacb 41*4*51 gibt es also eine stetige Funktion g auf I, fur 
die B die Menge aller Werte unabzablbarer Vielfacbbeit ist. Setzen wir 
S (g) = g', so ist \g' j <1 1, und B r ist die Menge aller Werte unabzabl¬ 
barer Vielfacbbeit von g'. Wir betracbten nun die Menge M aller Punkte 
(x 3 y) des P 2 x e I, y = g' (x ); sie liegt im Quadrate — 1 ^ x ^ 1, 

— 1 ^ y ^ 1 des Bo; dann ist B r die Menge aller y a B ± , fur die die 
Scbicbt M ^ von M unabzablbar ist. Sei M° die abgescblossene Htille 
von M im B 2 ; aus der Stetigkeit von g' auf I folgt, daB M° — M nur Punkte 
( x , y) mit rationaler Abszisse x entbalten kann; also ist jede Scbicbt 
( M° — Mfy'* abzablbar, und somit ist B / aucb die Menge aller y e B x , fiir 
die die Scbicbt (M 0 )^ unabzablbar ist. Sei O ein dyadiscbes Diskonti- 
nuum im B x ; wie wir in § 23, 3 saben, gibt es eine eindeutige stetige Ab- 
bildung P von C auf das Quadrat — 1 ^ x 1, — 1 y 1 des i? 2 * 
bei der jeder Punkt dieses Quadrates boebstens vier Urbilder bat; nacb 
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23-2*11 ist P~ x ( M°) ein abgeschlossener Teil F von C. Wir definieren nun 
eine Function h ( t ) auf F durch die Festsetzung: ist tsF und ist P (t) 
= (x ( t ), y (£)) der Bildpunkt von t in M °, so sei h(t) — y ( t ). Dann ist 
| h (t) | ^ 1 und aus der Stetigkeit von P folgt, daB h (t) stetig ist; da B' die 
Menge alter y war, fur die die Schicht (M 0 )™ unabzahlbar ist, so ist B' auch 
die Menge aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit von h (t). Wir er- 
weitern nun h (t) zu einer stetigen Funktion / (t) im R x : das KLomple- 
ment R x — F besteht nach 16-5-4 aus einer Halbgeraden t <P a, einer Halb- 
geraden t > b und abzahlbar vielen Intervallen (a v , b v ), wobei a s F, 

beF , a y sF, b v sF; wir setzen: f(t ) = h ( t ) fur teF, f(t) — h (a) -f - c ' ** 

fiir t<Za, f{t) = h (b) -b c" ^ * ~und: 

f(t)—f(a v ) + - (/ ( 6 >)—/ («■*)) in b v), falls / (a„) =#/(*„), 

(a.) + 6. (« — «„) (« — 6,) in K, &„), falls / (<*„) = / (6„), 
wobei die Konstanten c',c", c- v so zu wahlen sind, daB durchweg [/[ ^ 1 und / 
eine stetige Funktion im JR 1 wird; dann ist B' die Menge aller Werte un¬ 
abzahlbarer Vielfachheit von/; also ist auch S~ 1 (/) eine stetige Funktion im 
R x und B die Menge aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit von S~ 1 (f). 

41 - 4 * 7 - Sind die Raume E w , separabel und vollstdndig und ist A 

analytisch in E w xE^, so ist die Menge aller y s E^, fiir die die Schicht 
Af von A aus mindestens Jc (aus unendlich vielen, aus unabzahlbar vielen ) 
Punlcten besteht, absolut a?ialytisch. 

Nach 20-2-4, 20-2-7 ist E^x. E^ separabel und vollstandig; also ist A 
separabel und absolut analytisch. Da die Projektion von A in den Raum 
eine eindeutige, stetige Abbildung ist, folgt die Behauptung aus 41-4-1, 
41-4-2, 41-4-4. 

41 - 4 - 8 - Zu jeder analytischen Menge B des R x gibt es eine im R 2 abge- 
schlossene Menge F, so dafi B die Menge aller y s R x ist , fiir die die Schicht 
F^ von F unabzahlbar ist. 

Da der R x nach 25-3-2 homoomorph ist der Menge E = R x — 
{-f-co, — oo} , ist nach 40-5-2 B analytisch in E, also nach 40-4-21 auch im R x . 
Nach 41-4-62 gibt es also eine stetige Funktion/im R x , fur die B die Menge 
aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit ist. Nach 35-9*41 ist die die Funk- 
tion / darstellende Menge M — [f (x) — y] abgeschlossen in R x X R x . 
Setzen wir F = M (R x xE), so ist F abgeschlossen in R x xE , also, da E 
homoomorph dem R x , auch abgeschlossen im R 2 . Da offenbar B die Menge 
aller y s R x ist, fur die die Schicht F^ unabzahlbar ist, ist die Behaup¬ 
tung bewiesen. 
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Literatur: St. Mazurkiewiez u. W. Sierpiiiski, Fund. math. 6 (1924) S. 161. 
W. Sierpiiiski, Fund. math. 8 (1926) S.370; C. R. Vars. 24 (1931) S. 57; Mathem. 
Cluj 5 (1931) S. 49. W. Hurewicz, Fund. math. 15 (1930) S. 4. K. Borsuk, Fund, 
math. 11 (1928) S. 278. C. Kuratowski u. E. Szpilrajn, Fund. math. 18 (1932) 
S. 160. 

§ 42. Analytische und Borelsclie Mengen. 

1. Trennbarkeit. Sei E ein metrischer Raum, 93 (E) das System der 
Borelsehen Mengen in E. Wir nennen zwei Mengen M, M' in E 93-trenn- 
bar, wenn es zwei fremde Borelsche Mengen B, B' in E gibt, so daB M g B, 
M' B'. Da nach 33-4-2 aus B e 58 (E) auch folgt: E — B e 58 (E), ist 
dies gleichbedeutend mit: es gibt ein B e 58 (E), so daB M £ B, M' <^zE — B. 
Die Mengen M und E — M sind demnach dann und nur dann 93-trenn¬ 
bar, wenn M e 58 (E). Die Mengen M n (n — 1 , 2 , . . .) heiBen 93-trennbar, 
wenn es ein disjunktes System von Mengen B n e 93 (E) gibt, so daB 
M n <^B n <»«= 1, 2, . . .). 

42-1*1. Sind je zwei der Mengen M n (n = 1, 2, . . .) 93 -trennbar, so sind 
die Mengen M n (n = 1,2, . . .) 58-trennbar. 

Nach Annahme gibt es fur m #= n zwei fremde Borelsche Mengen B mn , 
B n m in E, so daB M m Cl B m n , M n ^ B n m ; bezeichnen wir mit B n den Durch- 
schnitt der Mengen B nm (m = 1, 2, . . ., m =# n), so sind die B n (n = 1, 
2, . . .) disjunkt, es ist B n e 93 (E) und M n ^ B n . 

42-1-11. Sind (fur jedes Indizespaar m, n) die beiden Mengen M m , M' n 
SQ-trennbar , so sind auch die Mengen M — S M m , M f == S M' n 58-trennbar. 

■hi n 

Nach Annahme gibt es zwei fremde Borelsche Mengen B mn , B' n m , so daB 
M m C= B mn , M' n g i B' n m ; setzen wir B = S D B mn , B' = S D B' nm , so ist 

m n n m 

B B f = A, Be 58(E), B'e 58 (E) und M <= P, M' Cl B'. 

42-1-2. Je zwei fremde separable, absolut analytische Mengen A, A.' in E 
sind 58-trennbar. 

Wir beweisen die gleichbedeutende Behauptung: sind A und A' nicht 
58-trennbar, so ist A A' =}= A. Nach 40*5*4 gibt es eine eindeutige stetige 

Abbildung B bzw. P' des B 0 auf A bzw. A\ Bezeichnen wir mit P„ i?u _ njc 

die Menge aller mit n x , n 2 , . . ., n k beginnenden Folgen ((%)) natiirlicher 
Zahlen, so ist A = S P ( B n ) , A' — S P' ( B n ). Sind A, A' nicht 93-trenn- 

n L 1 n t 1 

bar, so gibt es nach 42-1-11 ein n x und ein nf, so daB auch P (R n *) und 
P' (R n **) nicht 93-trennbar. X>a P (B n *) — S P (B n * n J, P' (P n **) — S P' (R n ** n J, 

n 2 ru 

gibt es dann nach 42-1-11 ein n z und ein n 2 , so daB auch P (. R n * n j) nnd 
P' (R n ** n **) nicht 93-trennbar. Indem man so weiterschlieBt, erha.lt man 

Hahn, Reelle Runktionen. 24 
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zwei Indizesfolgen ((%)) > ((%*)) > so daB ( ftir 3 e( i es &) P (-P»? «? . .. n%) 
und P (P n? * „** . . . „**) nicht 53-trennbar. Setzen wir ((%.)) = v*, 
((%*)) — v**> so ist dann aber P(v*) = P'(v**); denn ware P(v*) =j= P'(v**) a 
so gabe es zwei fremde, in E offene Mengen 0 3 G f , so daB P (v*) £ G, 
P'(v**)sG'; nach 28-1-2 ware dann fair fast alle h: P (R n * n % ... n* k ) 
g G, P' {R n ** n y .. . „**) g 6r', und es waren also P (P n * „*...„*) und 
P' (B n ** n ** ... n **) fur fast alle & 23-trennbar, entgegen dem Bewiesenen. 
Aus P (' v *) = P' (v**) folgt aber, da P P' (v**)eA', daJS A A'=$=A. 

42-1-21. Sind A, A ' fremde separable, absolut analytische Mengen in E, 
so sind A und A' JBorelsche Mengen in A + A'. 

Denn nach 42-1-2 gibt es zwei fremde Mengen B £ $8 (B), B' 6 $8 (B), 
so daB A g B, A' g B'; dann ist A = P (A + .4'), = -S' (ZL +-4'); 

also ist nach 83-4-7: A e 93 (A -\-A')> A' e 93 {A -\-A'). 

42-1-3. Ist E separabel und absolut analytisch, so ist, damit die in E ana¬ 
lytische Menge A eine JBorelsche Menge in E sei, notwendig und hinreichend, 
dap auch E — A eine analytische Menge in E sei. 

Notwendig: Ist A e 93 (B), so ist auch E — A e 93 {E), also nach 40-3-3 
auch E — A 6 51(B). Hinreichend: Nach 40-4-31 sind A und B — A ab¬ 
solut analytisch, also sind nach 42-1*2 A und B — A 93-trennbar in E; 
also ist A £ 53 (B). 

Bedeutet & ( E) das System der komplementar-analytischen Mengen in 
B (§ 40, 9), so gilt: 

42-1-31- 1st E separabel und absolut analytisch , so ist 33 (B) — 51 (B) . & (B). 

Dies folgt unmittelbar aus 42-1-3. 

Literatur: M. Suslin, C. R. 164 (1917) S t 88. N. Busin, Fund. math. 10 
(1927) S. 52. W. Sierpiiiski, C. R. Vars. 24 (1931) S. 57. 

2. Disjunkte Suslinsehe Schemata. Sei 501 ein ganz beliebiges 
Mengensystem. Das Suslinsehe Schema der Mengen M n ^ nn . . . £ SQfc 
heiBt disjunkt, wenn fur je zwei versehiedene Folgen ((n k )) naturlieher 
Zahlen die Durchschnitte M ni . M n ^ nz . iH ni „ s . „ . ... fremd sind. 

42-2-1. Ist jede der disjunkten Mengen A n (n — 1, 2, . . .) Kern eines dis¬ 
junkten Suslinschen Schemas in so auch A — S A n . 

n 

Sei A n Kern des disjunkten Suslinschen Schemas der Mengen M™^ ^ 

Wir bilden die Menge der Paare {n, n-^ eineindeutig ab auf die Menge der 
natiirlichen Zahlen, und setzen, wenn dabei das Paar (n, n x ) auf die Zahl m 
abgebildet wird: M^ n ^ . . . njfc = M m . . . . Dann bilden die Mengen 
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M m „ 2 ... nk ein Suslinsches Schema in , das offenhar disjunkt, und 
dessen Kern A ist. 

4:2*2*11. Ist jede der Mengen A n (n — 1, 2, . . .) Kern eines disjunkten 
Suslinschen Schemas in tyfl, so auch A = D A n . 

n 

Sei A n Kern des disjunkten Suslinschen Schemas der Mengen . . . n& * 

Ist v die Folge ((n%)) natiirlicher Zahlen und M " = . 

7H . . . njc . . . . , so ist nach § 40 (1*1): A n = S M™. Also ist nach dem 
ersten Distributivgesetze § 2 (2*3): 


wo 






A = DA n = S M\M*M% 

n a,0,y, ... 

Ml = Ml . . = 

M \ = - • • • usfund a = ((ct*)), p = ((6*)), y = ((<;*)), 

fiir sich alle Folgen natiirlicher Zahlen durchlaufen; es ist also ausfuhrlicher 
geschriehen: 


A = 


5 

>/?» v, • 


Ml . Ml „ . n n 

Ct± CL\ CL 2 OL\ CL 2 CL a 


■ Ml . Ml . Ml 4a 


M 3 e ,M* . M ® . . 

C 1 C x C 2 Cl 6*2 c s 


Wir ordnen in jedem Summanden die Doppelfolge der Faktoren nach Diago- 
nalen (§ 1, 6) in eine einfache Folge: 

A = S Ml . Afk . - Ml „ „ .Ml h .Ml . ... 


«, y, ■ 


Nun machen wir die Mengen M\ x (Uj = 1, 2, . . .) zu den Mengen erster 
Stufe eines Suslinschen Schemas ©; der auf M\ x folgende Abschnitt 
zweiter Stufe von © bestehe aus den Mengen M\ ia% (a 2 = 1, 2, . . .); jeder 
Abschnitt dritter Stufe von © bestehe aus den Mengen M\ x (6 2 = 1,2,...); 
jeder auf M^ an folgende Abschnitt vierter Stufe bestehe aus den Mengen 
M\ (a 3 = 1, 2, . . .), jeder auf M\ x folgende Abschnitt fiinfter Stufe aus 
den Mengen M^ b& (b 2 = 1, 2, . . .), jeder Abschnitt sechster Stufe aus den 
Mengen M z Cx (c x = 1, 2, . . .) usf. Dann ist offenbar © disjunkt und A der 
Kern von ©. 

Sei nun E ein metrischer Raum. Dann gilt: 

42*2*2. Jede F a -Menge in E ist Kern eines monotonen disjunkten Sus¬ 
linschen Schemas © in E abgeschlossener Mengen. 

Sei A ein F a , also A — S F n , wo F n abgeschlossen; die Mengen F n 

seien die Mengen erster Stufe des gesuchten Suslinschen Schemas ©. 

n x 

Setzen wir JH 0 = A, H n = S F i {n- L = 1, 2,-), so konnen wir schreiben: 

1 i= 1 

A = S (. F n — jff i), wo nun die Summanden disjunkte F a sind; also ist 

n x 1 

F n — Kn x ~i = s F n%rli> wo die F nin# abgeschlossene Mengen bedeuten; 

1 1 «a 1 * 


24* 
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sie seien die Mengen zweiter Stufe von <S ; die Abschnittsummen zweiter 
Stufe 8- — S F n „ = F n — sind dann disjunkt, und es ist S F n ,n, 

3 n a 1 * 1 n x n.i. 

— S {F n% — H Tli _ 1 )=A. Setzen wir H niQ =A, Un x n^ — S^F nii (n 2 = 1, 2, . ..), 

so konnen wir sckreiben: F n — H n _ 1 — S (F n — H n «„_*), wo 

1 

wieder die Summanden disjunkte F a sind; also ist F n ^ — H n n ^_ x 
= S F n , wo die jF n n-n abgeschlossene Mengen bedeuten; sie seien 

n 3 

die Mengen dritter Stufe von ©; die Abschnittsummen dritter Stufe 
= — 4^., Sind dann disjunkt, und es ist: 

72.3 

S F„ „ „ — A. Indem man so weiter schlieBt, erhalt man ein mono- 

'*1 7> 3 

tones Suslinsches Schema abgeschlossener Mengen F n ^ n * . . . n , in dem fiir 
Jc ^>2 die Abschnittsummen &-ter Stufe disjunkt sind und fiir alle k: 
S F n n — A ist. Nach 40*1.1 ist also A (©) = A. 

«i « s .. . nj. 14 k 

42*2*21. Ist E separabel, so ist jede F c -Menge in E Kern eines disjunkten, 
in E regularen Suslinschen Schemas. 

Wie wir beim Beweise von 40*3*5 sahen, ist jede in E abge¬ 
schlossene Menge Summe abzahlbar vieler in E abgeschlossener Mengen 
von einem Durchmesser ^ g; dasselbe * gilt daher von jedem F a 
in E. Wir konnen also beim Beweise von 42*2*2 annehmen: d {F niUn .. . n ) 

^ ~. Dann ist das im Beweise von 42*2*2 angegebene Schema © disjunkt 

und regular. 

42*2*3. Jede JBorelsche Menge in E ist Kern eines monotonen disjunkten 
Suslinschen Schemas <£ in E abgeschlossener Mengen. 

Nach 33*4*4 geniigt es zu zeigen: ist A e 33* ( E) (2 ^ £ < co x ), so ist A 
Kern eines disjunkten Suslinschen Schemas in E abgeschlossener Mengen. 
Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Da S3 2 (E) das System der 
^-Mengen in E ist, ist die Behauptung nach 42-2-2 richtig fiir £ — 2. Sei 
£ >2; angenommen, die Behauptung sei richtig fur alle 7 ) < £; ist A & 93^ (E), 
so ist nach 38*3*21 und 38*3*212 A — S A v , wo die A v disjunkt und 

V 

A y s S3- (r] y C £); dann aber ist A v = D A vn , wo A vn e < >8 rlvn ( r) vn C £); 

nach Annahme ist also A vn Kern eines disjunkten Suslinschen Schemas 
in E abgeschlossener Mengen, nach 42*2*11 also auch A v und nach 42*2*1 
auch A; und nach 40*1*2 kann © auch monoton angenommen werden. 

42*2*31. Ist E separabel, so ist jede Borelsche Menge JB in E Kern eines 
disjunkten regular en Suslinschen Schemas in E. 
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Nach 42-2-3 ist B Kern eines monotonen disjunkten Suslinschen Scliemas 
0' in E abgeschlossener Mengen F' m ^ . . min ; nach 42-2-21 ist E Kern eines 
disjunkten regularen Scliemas 0" in E abgeschlossener Mengen n% . . .n k - 

Wir machen die Burchschnitte F* F '' (m x , % = 1, 2, . . .) zu den Mengen 
erster Stufe eines Suslinschen Schemas die Burchschnitte F' mx OTa F" x 7h 
(m 1 , m 2 , % , n 2 = 1, 2, . . .) zu den Mengen zweiter Stnfe von 0, nnd zwar 
so, daB der anf F' nH F" folgende Abschnitt zweiter Stnfe ans den Mengen 
F ' mi m. F Z «, ( m 2 > « 2 = 1. 2, . . .) besteht; die Burchschnitte F ' mi m,m, F n l n,n, 
machen wir zn den Mengen dritter Stnfe von 0, und zwar so, da B der anf 
F m^ F 'n in , folgende Abschnitt dritter Stufe aus den Mengen 
(m 3 , n 3 = 1, 2, . . .) besteht nsf. Ba 0' monoton und 0" regular, ist offen- 
bar anch 0 regular; da 0' nnd 0" disjunkt, ist anch 0 disjunkt; 
nnd es ist A (0) = A (0') A (<&") = B E — B. 

42*2-32. Ist E separabel und vollstandig, so ist, damit B eine Borelsche 
Menge in E sei, notwendig und hinreichend , daft B Kern eines disjunkten 
Suslinschen Schemas in E abgeschlossener Mengen sei. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 42-2-3. Hinreichend: Sei 0 ein 
disjunktes Snslinsches Schema in E abgeschlossener Mengen F nx1l% . . . n 
und B — A((S); nach 40-1-2 konnen wir 0 als monoton voraussetzen. 
Bezeichnen wir mit <2> ni « a . . . njc das von den Nachfolgern der Menge F n ^ ni .. .n k 
gebildete Suslinsche Schema (§ 40, 1) und setzen A (© n;i n a . . .n k ) = niWa .. .n k > 

so ist, weil 0 monoton, anch das Suslinsche Schema 0 der Mengen 
An x n % . . . n k monoton; ferner bilden, weil 0 disjunkt, fur jedes k die Mengen 
A n n 2 ... n ein abzahlbares disjunktes System in E analytischer Mengen; 
nach 42-1-2 nnd 42-1-1 gibt es also fur jedes k ein System disjunkter 
Mengen „ a . . . ^ £ S3 (E), so dafi A n> ... n k £ ^ ; dabei konnen 

wir, da 0 monoton, noch B n i Wa ... njc ersetzen durch B n i B n ^ n * . . . B n „ a ... n]e > 
und konnen somit anch das Suslinsche Schema der Mengen B n ^n t ... n k 
als monoton annehmen. Setzen wir C n ^ „ a ... n k = n a ... n k - ^n, .. - n k > 
so ist also anch das Suslinsche Schema 0' der Mengen C n ^ n t ... njc mono- 
ton ; ferner bilden fur jedes k auch die Mengen C n ^ n t ... n k e i n disjunktes 
System Borelscher Mengen in E . Wegen A n ^ ...«£== Qn x . . . n k 
_ n k > ist A (0) £ A (00 £ A (0). Ba nach 40-1*4 A (0) = A (0), 
ist also auch A (00 = A (0) = B; setzen wir noch C^— S C n n .. . n , 

n x ... n h x * 

so ist nach 40-1-1: B — A (00 — D C (k) ; wegen G n ^ . . m Wjt s 93 (E) ist aber 
auch G (k) e S3 (E), also auch B e f& (E). 
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Literatur: 1ST. Lnsin, C. R. 164 (1917) S. 91. F. Hausdorff, Mengenlehre 
S. 184. 

3. AbMldungSSatze. Wir behandeln nun, wie scbon in § 33, 6 ange- 
kiindigt, eingehender die Abbildung Borelscher Mengen. Gibt es eine 
schlichte (§ 1,5) stetige Abbildung von A auf B, so sagen wir, B sei schlich- 
tes stetiges Bild von A. Mit P ni . . .» bezeiehnen wir die Punkt- 
menge des P 0 , die aus alien mit n ± , n 2 , . . ., n k beginnenden Folgen {{n{)) 
natiirlicher Zahlen besteht. In Analogie zu 40*5-4 gilt: 

42-3*1. Da?nit die Menge B schlichtes stetiges Bild einer abgeschlossenen 
Menge C des B 0 sei , ist notwendig und Tiinreichend, da/3 sie eine separable, 
absolut Borelsche Menge sei. 

Notwendig: Sei P eine schlichte stetige Abbildung von C auf B. Nach 
23*1*31 ist B separabel, und nach 18*4*61 konnen wir annehmen, B sei 
Punktmenge eines vollstandigen, separablen Raumes E. Wir setzen 
O . Bn,*,. . .n k = C n l n,_. . . n k und bezeiehnen mit M njnj . . . n , c die abgeschlos- 
sene Hiille in E von P (C n l n ), mit © das Suslinsche Schema der 
Mengen M n Un n . Wir zeigen nun, daB B = A (©); wir haben also zu 
zeigen: ist b & B, so auch b e A (©), und ist b e A (©), so auch b e B, — 
Sei v = ((n k )), M v = M ni M n ^ . . . ... Bj . . . dann ist A (@) = SM„, 

wo sick die Summation liber alle Folgen v natiirlicher Zahlen erstreckt. 
Sei nun b s B; dann gibt es ein v s C, so daB b = P (v); ist v — (( n k )), so 
ist v s C n ^ . . .n k fhr alle k, also be P ( C ni1ln . . . B ), also auch 6 e M n ^ n ^. . . n k 
fur alle k, also b e M v , also b e A (©). — Sei umgekehrt be A(<&)\ dann gibt es 
ein v 3 so daB be M v ; ist v — ((n k )) } so ist also b e M n ^ Un u . n fur alle k; 
da M n ^ n ^. . . n k die abgeschlossene Hiille von P (C n ^. nj ), gibt es also 

ein b k e P . . . nft ), so daB b k b < i; ist v k = P -1 ( b k ), so ist v k Uj ,; 

mithin gilt ^ y; da e (7 und C abgeschlossen, ist v s C, und wegen der 
Stetigkeit von P gilt P ( v k ) P (v), d. h. b k -* P ( v ); wegen ist 

also b = P (v), also b e B. Damit ist gezeigt, daB B = A (©), und es ist 
weiter gezeigt: ist b e M v , so ist veC und b=P (v); d. h. es ist M v = (P(v)}. 
— Daraus folgt nun weiter, daB das Schema © disjunkt ist; denn ist 
so ist, weil P schlicht, auch P (v) =j= P (r')> also sind M v und M v , 
fremd. Da B — A (©) war, ist also nach 42-2-32 B eine Borelsche Menge in 
E, und da E vollstandig, ist B eine absolut Borelsche Menge. Hinreichend: 
Sei B eine separable, absolut Borelsche Menge; nach 18-4-61 gibt es einen 
separablen, vollstandigen Raum E =2 B; nach 42-2-31 ist B Kern eines 
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disjunkten regularen Suslinschen Schemas © in E; nach 40.5-31 gibt es 
eine eindeutige stetige Abbildung P der dem Schema (3 entsprechenden 
Menge G des B 0 auf die Menge B, und nach 40*5*3 ist C abgeschlossen; 
da das Schema 0 disjunkt, ist offenbar die im Beweise von 40*5*31 an* 
gegebene eindeutige stetige Abbidlung P von C auf B schlicht. Also ist B 
schlichtes stetiges Bild von C. 

42*3*2. Ist B eine unabzdhlbare separable, absolut Borelsche Menge, so 
gibt es einen abzahlbaren Teil B' von B, so da,ft B — B' schlichtes stetiges 
Bild des P 0 ist. 

Nach 42*3*1 gibt es eine schlichte, stetige Abbildung P einer abgeschlos- 
senen Menge G des P 0 auf B. Nach 24*2*21 und 24*2*2 kann C zerlegt werden 
in zwei fremde Summanden C = G' 4- C", so daB C* abzahlbar, C" homoo- 
morph dem P 0 . Sei Q eine homoomorphe Abbildung des P 0 auf G", und sei 
P" = C" 1 P; dann ist Q\P" eine schlichte, stetige Abbildung des B 0 
auf P ( C"). Da P ( C") = B — P (O') und P (C") abzahlbar, ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

42*3*3. Ist B schlichtes stetiges Bild der separablen, absolut Borelschen 
Menge A, so ist auch B eine separable , absolut Borelsche Menge . 

Der Beweis ist, bei Beachtung von 42-3*1, analog dem von 40-5*5. 

Literatur: W. Sierpihski, Fund. math. 3 (1922) S.30; Mathem. Cluj 1 (1929) 

S. 18. 

4. Halbschlichte Abbildungen. Die eindeutige Abbildung P von A 
auf B heiBe halbschlicht, wenn es keine Punkte unabzahlbarer Viel- 
fachheit von P gibt (§ 41, 4), d. h. wenn jeder Punkt b s B nur abzahlbar 
viele Urbilder hat. Gibt es eine halbschlichte stetige Abbildung von A 
auf B, so nennen wir B ein halbschlicht es stetiges Bild von A. 
Wir werden zeigen, daB ein Analogon zu Satz 42*3*3 auch fur halbschlichte 
Abbildungen gilt. Dazu benotigen wir einige Hilfsbetrachtungen. 

42*4*1- Bei E ein vollstdndiger Baum, A eine separable, absolut 
Borelsche Menge, P eine eindeutige, stetige Abbildung von A auf die Menge 
JB a J71 - sind A x , A 2 , . . . , A n Borelsche Mengen in A, und bedeutet 
die Menge alter mindestens zweifachen Punkte von A^ 1 P, so ist jede zu 
einer der Mengen Gi (i — 1 , 2, . . . , n) fremde, in E analytische Menge 
M £ P (A x ) P ( A 2 ) . . . P (A J $8-trennbar von E — B. 

Da Ai separabel, ist nach 23-1-81 auch P (A*) , mithin auch und M sepa- 
rabel. Nach 33-5*2 ist A* eine absolut Borelsche Menge ; nach 41*4-1 ist somit 
Gi analytisch in E. Da G t M = A, gibt es nach 42*1*2 eine zu Gi fremde Bo¬ 
relsche Menge E in E, so daB M ^ JSf. Dann ist nach 33*4*7 E P (Ai) eine 
Borelsche Menge in P ( A *) ; setzen wir K — (A t 1 P) -1 (EP (A*)), so ist also 
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nach 33-6-1 K eine Borelsche Menge in A if also nacli 33-5-2 eine separable, 
absolut Borelsche Menge. Da K ^ A ± , P (K ) Ci = A , ist K IP eine 
schlichte stetige Abbildung, also ist nach 42-3-3 P ( K) = N P {A+) eine 
absolut Borelsche Menge; wegen M , M 5 P ( A 2 ) P ( A 2 ) . . . P (A n ) 
ist M 5 N P (A*), und wegen N P ( A *) £ B ist E — BEpE — N P (A*); 
d. h. M ist 93-trennbar von E — B. 

Behalten wir die Bezeichnungsweise von Satz 42-4-1 bei, und setzen 
P (A*) P (A 2 ) ... P (A n ) = JD 0 , D 0 C 1 C 2 ...C j ,= D k (k= 1 3 2, ..., n ), so gilt: 

42*4*2. Ist D k %5-tremibar von E — B, so auch D k _ 1 (& = 1, 2, . . ., n). 

Nach Annahme gibt es eine Borelsche Menge B' in E, so daB D k £ B', 
B' (E — B) — A . Nach 40-5-5 ist D 0 analytisch in E, nach 41-4-1 sind 
die Mengen C L analytisch in E, und da B' eine Borelsche Menge in E, ist 
nach 40-3-3 auch E — B ' analytisch in E; also ist auch D k _ 1 — B f 
= D 0 Cj C 2 . .. C Jc _ 1 (E — B') analytisch in E ; und da — B' wegen 

D k ^ B f fremd zu C k , ist nach 42-4-1 D k „ x — B ' 93Arennbar von 
E — B\ wegen B' (E — B) = A ist auch Z> A _ 1 B f 93-trennbar von E — B 9 
also nach 42-1.11 auch B k _ 1 = D k _ 1 B'- f* (D k _ 1 — B'). 

42-4-21. Ist C x C 2 ... C n ^-trennbar von E — B, so ist auch die Menge 
E 0 ~ P (Aj) P (A 2 ) . . . P ( A n ) 93 -trennbar von E — B. 

Dies folgt aus 42-4-2 wegen C k C 2 . . . C n = D n . 

Wir bezeichnen nun mit B n ^ ...n k die Menge aller Punkte des B 0 , die 
dargestellt sind durch eine mit den Gliedern n ± } n 2 , , n k beginnende 

Folge {(n v )) naturlicher Zahlen. Jede Menge B Hi Wj _ . bezeichnen wir als 
ein Interval! des B 0 , und zwar als ein Intervall &-ter Stufe; jedes solche 
Interval! ist nach § 33 (8) abgeschlossen im B 0 , also nach 18-2-22, 18-5*11 

vollstandig; ferner ist nach § 9 (3-4): d ( B ni ns . . . n ) = . 

42*4*3. Sei E ein vollstandiger Baum und P eine eindeutige stetige Ab- 
bildung des B 0 auf die Menge B £ E ; ist dann B keine Borelsche Menge in 
E } so gibt es ein disjunktes dyadisches Schema , in dem jede Menge k-ter Stufe 
A i x i z - - - i k ein Intervall mindestens k-ter Stufe des B 0 ist , und fiir jedes k 
der Durchschnitt der 2* Mengen P (A^ . . . ijk ) (i 2 , i 2 , . . . , i h == 0, 1) 

nicht 93 -trennbar von E — B ist. 

Da B keine Borelsche Menge in E, ist B nicht 93-trennbar von E — B. 
Nach 42-4*21 (fur n = 1) ist also auch die Menge C aller mindestens zwei- 
fachen Punkte von P nicht 93-trennbar von E — B. Ist I 1 , I 2 . 

die Menge aller Intervalle des P 0 , so ist <7 = S P (I n j) P (I n J } wo sich die 
Summation iiber alle Paare I n ^ , l n ^ fremder Intervalle erstreckt; nach 
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42*1-11 ist also mindestens ein Summand P (7 ) P (7 n# ) nicht §8-trennbar 
von P — B ; d. h. es gibt zwei fremde Intervalle A 0 , A x des P 0 , so daB 
P ( A 0 ) P {A-l) nicht 39-trennbar von E — P. Bezeichnet dann C ii (i 1 = 0, 1) 
die Menge aller mindestens zweifachen Punkte von Ai IP, so ist 
nach 42-4*21 C 0 C x nicht 93-trennbar von E — P. Nun ist C 0 C x — 
S P (7 n ) P ( I n J P (/„ 3 ) P (I n J, wo sich die Summation liber alle Quad- 
rupel I ni , In 2 » I Ua = -4i 4 disjunkter Intervalle erstreckt, von denen 
4, G * 4* a G -4 i a G 4 n K G A; nach 42*1*11 ist also mindestens 

ein Summand P (/ Bl ) P (7 W# ) P (I„ 3 ) P (/„ 4 ) nicht 58-trennbar von P — P; 
d. b. es gibt in A ii (%= 0, 1) zwei fremde Intervalle A ii0> A itl , so 
daB P (A 00 ) P (A 01 ) P (A 10 ) P (-^n) nicht 58~trennbar von E — P; die 
vier Intervalle A^ ^ (i x , i 2 = 0, 1) des P 0 sind von mindestens zweiter 
Stufe. Bezeichnet nun C i% ia die Menge aller mindestens zweifachen Punkte 
von Ai \ P 9 so ist nach 42*4*21 C Q0 C 01 C 10 C 1:L nicht 93-trennbar von 
E — B ; daraus folgt wieder: es gibt in A ii ^ zwei fremde Intervalle 
A iiiz0 , A ii igl von mindestens dritter Stufe, so daB der Burchschnitt 
der acht Mengen P (Ai * *) (i x , i 2 , i z — 0, I) nicht 53-trennbar von E — B . 
Indem man so weiter schlieBt, erhalt man das gewiinschte dyadische 
Schema der Mengen A i% ^ t . 

42*4-4- Jedes Jialbschlichte stetige Bild B des P 0 ist eine absolut Borelsche 
Menge. 

Sei P eine eindeutige stetige Abbildung des B 0 auf B. Nach 

18*4*6 gibt es einen vollstandigen Baum E 2 B. Angenommen, es 
ware B keine Borelsche Menge in E ; sei dann I) das durch das 

disjunkte dyadische Schema © von Satz 42-4*3 dargestellte dyadische Bis* 
kontinuum (§ 18, 9); wir zeigen, daB P (a') — P {a") fur je zwei 
Punkte a's D , a" e D. Ware namlich P ( a ') =j= P (a") , und sind 

Ai' i M - - . i k *>zw. At" s' ... 4' (k = 1, 2, . . .) die den Punkt a' bzw. a" 

enthaltenden Mengen des Schemas <S, so ware wegen d (A £ ' t ' . * . { £) —■ 0 , 
d {A £ " i".. m 2 -") -*■ 0 und wegen der Stetigkeit von P: 

P f'. . . i') P (A" i' . . . 4') = A fur fast alle 
es ware also auch der Burchschnitt der 2* Mengen P ^ 

(i x , i 2 , . . ., 4 = 0, 1) leer fur fast alle h 3 was unmbglich, weil fur 
jedes k dieser Burchschnitt nicht 33-trennbar von E — B ist. Ba also 
P ( a ') — P ( a") fiir alle a' e D, a" e D , und da nach 18-9*1 D die Mach- 
tigkeit X hat, kann P nicht halbschlicht sein. Ist also P halbschlieht, so 
ist P eine Borelsche Menge in P, also eine absolut Borelsche Menge. 

42-4-41. Jedes Jialbschlichte stetige Bild B einer separablen ,, absolut 
Borelschen Menge A ist eine absolut Borelsche Menge . 
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Da jede abzahlbare Menge eine absolut Borelsche Menge ist, bedarf dies 
eines Beweises nur, wenn A unabzahlbar ist. Dann gibt es nach 42-3-2 
einen abzahlbaren Teil A f von A, so daB A — A' schlichtes stetiges Bild 
des P 0 . Sei P eine schlichte stetige Abbildung des R 0 auf A — A' nnd Q 
eine halbschlichte stetige Abbildung von A auf B\ setzen wir (A — A ') 1 Q 
— Q', so ist P | Q' eine halbschlichte stetige Abbildung des P 0 auf Q (A—~A')\ 
also ist nach 42*4-4 Q (A — A') eine absolut Borelsche Menge; und da 
B = Q (A — A ') + Q {A') und Q (. A ') abzahlbar, ist auch B eine absolut 
Borelsche Menge. 

42-4-5- 1st A eine separable, absolut Borelsche Menge des Baumes 
P (1) X P (2) , und ist jede Schicht A ( 6 1) (b e P (2) ) abzahlbar, so ist auch die Pro¬ 
jection A f von A in den Raum P (2) eine absolut Borelsche Menge. 

Dies folgt aus 42-4-41, denn ordnen wir jedem Punkte a & A seine Pro¬ 
jection in den Baum E (2) zu, so ist dies eine halbschlichte stetige Abbildung 
von A auf A 

Wir nennen die Funktion / auf A schlicht, wenn sie keine mehrfachen 
Werte hat, d. h. wenn es zu jedem y s R x hochstens ein a e A mit / (a) = y 
gibt. Wir nennen die Funktion / auf A halbschlicht, wenn sie keine 
Werte unabzahlbarer Vielfachheit hat, d. h. wenn es zu jedem y e R 1 nur 
abzahlbar viele a & A mit f (a) = y gibt. 

42-4-6. Istf(x) eine halbschlichte Bairesche Funktion auf der separablen, 
absolut Borelschen Menge A, so ist ihre Wertmenge eine Borelsche Menge 
des R\ . 

hlach. 18-4-01 gibt es einen separablen vollstandigen Baum E ^ A. 
JNTach 35-9-3 ist die Menge [/ (x) = y\ eine Borelsche Menge in A XR x ; 
wie beim Beweise von 41-3-1 sieht man, daB sie auch eine Borelsche Menge 
in E x R x , also eine separable, absolut Borelsche Menge ist. Die Wertmenge 
von / ist die Projektion von [/ (x) = tf] in den R x , und da / halbschlicht, 
folgt die Behauptung aus 42-4-5. 

XJmgekehrt gilt: 

42-4*7- Jede Borelsche Menge des R x ist die Wertmenge einer schlichten 
stetigen Funktion auf einer abgeschlossenen Menge des R 0 . 

Dies ist ein Spezialfall von 42-3*1. 

42-4-8- Ist A eine separable , absolut Borelsche Menge, und ist P eine halb¬ 
schlichte stetige Abbildung von A auf B, so ist fur jedes k die Menge B & alter, 
mindestens k-fachen Punkte von P eine absolut Borelsche Menge. 

Der Beweis ist analog dem von 41-4-1 ; nur sind jetzt die dort mit P {H) 
bezeichneten Mengen nach 42-4-41 absolut Borelsche Mengen. 
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42*4*81. 1st A eine separable , absolut Borelsche Menge, und ist P eine 
halbschlichte stetige Abbildung von A auf B, so ist fur jedes 1c die Menge B' k 
aller k-fachen Punkte von P eine absolut Borelsche Menge . 

Denn ist B k die Menge aller mindestens &-fachen Punkte von P, so ist 
K = B„ - b m ; die Behauptung folgt also aus 42-4*8. 

42*4*82. 1st A eine separable , absolut Borelsche Menge , und ist P eine 
halbschlichte stetige Abbildung von A auf B , so ist die Menge aller Punkte 
unendlicher Vielfachheit von P eine absolut Borelsche Menge. 

Der Beweis ist analog dem von 41*4.2. 

42*4*9. Ist A eine separable, absolut Borelsche Menge des Baumes E (1) X E (2 \ 
und ist jede Schicht A ^ (b e E (2) ) abzdhlbar, so ist die Menge aller b e E (2) , 
fur die die Schicht A^ aus mindestens k ( bzw. aus 1c, bzw. aus unendlich 
vielen) Punkten besteht , eine absolut Borelsche Menge. 

Dies ist enthalten in 42*4*8 (bzw. in 42*4*81, bzw. in 42-4*82). 

42-4*91- Ist f(x) eine halbschlichte Bairesche Funktion auf der separablen , 
absolut Borelschen Menge A, so ist die Menge aller mindestens k-fachen 
Werte (bzw. aller Ic-fachen Werte, bzw. aller Werte unendlicher Vielfachheit) 
von f eine Borelsche Menge des B x . 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 42*4*9, analog dem von 42*4*6. 

Literatur: 1ST. Lusin, Leg. s. 1. ensembles analytiques S. 171ff.‘ 

5. Borelsche Mengen, deren Schiehten abzahlbar sind. Wir be- 
trachten nun Borelsche Mengen A in E^xE (2 \ deren jede Schicht 
A ^ (be E (2) ) abzahlbar ist. Wir beweisen zunachst einige Hilfsatze. 

Sei A eine beliebige Menge gj E^ X E (2) ; wir bezeichnen die £-te Ko- 
harenz (§ 12, 8) der Schicht A^ (b e E^) mit A b $. Dann gilt: 

42*5*1* 1 st E^ separabel und vollstandig , und gibt es zu jedem £ < o> x 
ein b s E {2) , so da/3 A b g V) A , so gibt es in E (1) ein disjunktes dyadisches 
Schema bestehend aus Mengen C ix in . . . i k vo7t folgender Art: zu jedem k 
(k — 1,2, . . .) und zu jeder Ordinalzahl £ <C co x gibt es ein b s E ^, so da/3 
jeder der 2 k Durchschnitte A b§ C ix is ... * 3 A (i x , i 2 , . . . , i k — 0, 1). 

Da E (1) vollstandig, ist nach 18*5*11 jede in E a) abgeschlossene Menge voll¬ 
standig ; da jE ,( 1) separabel, gibt es (fur jedes n) unter denKugeln K a I ( asE (1) ) 

n 

des Raumes E w nach 13-3*1 abzahlbar viele, die E (1) uberdecken, etwa: JT nl , 
JT n2 , . . K nm , . . .; seien K ± , X 2 ,. . . , K v , ... die samtliehen Kugeln K nm 
(n,m= 1, 2, . . .) und sei die abgeschlossene Hiille von K v . Wir zeigen: 
es gibt unter den K v zwei Kugeln E V(j > von folgenden Eigenschaften: 
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X. K° Vo = A ; 2. zu jedem | < gibt es ein 6 s E (2 \ so daB K D H, 
2) -dl. In der Tat, anderenfalls gabe es zu jedem Paare K v ,, JS^,, mit 
iT°, = yt eine Ordinalzahl £ v , v „ <Cco 2 , so daB fur jedes b e E (2) min- 
destens einer der beiden Durchsehnitte A b ^ fvii !?„, , A h ^ n K v „ leer ist; 
nach 8*4*1 gabe es ein £* C co l9 so daB alle £ v , „„ C £* ; dann ware auch fur 
je zwei Kugeln K v ,, K v , t mit K ° = /l und fur jedes 6 a mindestens 

einer der beiden Durchsehnitte A b ^ K v , , A b %* K v „ leer; dann aber enthielte 
A bS m fiir jedes b e E (2) hochstens einen Punkt, es ware also A b ^ + 1 — A 
fiir alle be jEJ ( 2 Ventgegen der Voraussetzung. — Nun nehmen wir an, es 
seien unter den K v 2 k Kugeln K v . (h, V •««» 4*0.1) von 

t *2 * * * IJc ” * 

folgenden Eigenschaften gefunden: 1. ihre abgesehlossenen Hiillen K° 

%<«•••<* 

sind disjunkt; 2. zu jedem gibt es ein b e E^\ so daB jeder der 2* 

Durchsehnitte A b *K v , . . ^/L Wir zeigen: dann gibt es unter den 

Kugeln K v 2 i+1 Kugeln K £ -K",. (V, x = 0, X) mit Radien 

< ~, von folgenden Eigenschaften: 1. ihre abgesehlossenen Hiillen 

^_ ij.i k+1 sind disjunkt; 2. zu jedem £ < co 2 gibt es ein b e E (2 \ 

so daB jeder der 2* +1 Durchsehnitte A b i E v , . . ”3/1. In der 

Tat, anderenfalls gabe es zu jedem Systeme K v &) (A = 1, 2, . . . , 2* +1 ) 
von 2* +1 Kugeln K v , deren abgesehlossene Hiillen disjunkt, deren 

Radien ^ sind, und von denen je zwei in jeder der 2 k Kugeln K 

tc v i x i a ... 

liegen, einen Index £„<i) „<a)... ,.( 2 *+ 1 ) C , so daB fiir jedes b e E^ 
mindestens einer der 2 fc+1 Durchsehnitte A b . JST^a) leer 

ist; nach 8*4*1 gabe es ein g* <C coj , so daB alle £„(i) „( 2 ) # # # v ( 2 fc + 1 ) < £*; 
dann ware auch fiir jedes der genannten Systeme von 2 k ^ ± Kugeln K v (x> 
mindestens einer der 2* +1 Durchsehnitte A b ** K v w leer; dann aber ent¬ 
hielte A b £* fiir jedes b e JS' (2) von mindestens einer der 2 k Kugeln K 

o h * * * 

hochstens einen Punkt, fiir jedes b e jE 7 <2) ware also mindestens einer der 
2 k Durchsehnitte A b K v ^ ^ = /l , entgegen der Art, wie die Kugeln 

E v ,^ ^ ^ gewahlt waren. — Damit ist gezeigt, daB es unter den K v fiir 

jedes h ein System von 2 k Kugeln K v . . . (i x , i 2 , . . . , i k — o 1) mit 

Radien ^ j und mit den Eigenschaften J. und 2. gibt, und es ist 




' 1 


K v 


Setzen wir nun 


so haben wir das gesuchte disjunkte dyadische Schema. 


<* = K- . 

* H Za * • * ■»'& 
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Sei nun P ©ine halbschlichte stetige Abbildung von i? (1) auf eine Punkt- 
menge B £ E (2) ; die Menge aller Punkte ( x, P (x)) von E^'X.E^ (x e E (1} ) 
bezeichnen wir mit A ; dann ist fur jedes b e B die Schicht A b = A ( b x) von A 
auch die Urbildmenge P~ 1 ( b) von b, also abzahlbar. Wir zeigen nun: 

42-5*2. 1st E^ separabel und vollstandig, und ist P eine halbschlichte 
stetige Abbildung von E w auf eine Punhtmenge B £ E {2) , so gibt es eine 
Ordinalzahl y < a> x , so dap fur jedes b e B die y-te Kohdrenz A b y des Urbildes 
A b von b leer ist. 

Anderenfalls gabe es zu jedem £ < co x ein b e B, so daB A b g^) A; nach 
42-5-1 gabe es dann in E (1) ein disjunktes dyadisches Schema bestehend aus 
Mengen G iv ^ , .. * , so daB zu jedem h und zu jedem £ <io> x ein b e B gehort, 
fur das jeder der 2 k Durchschnitte A b §C it i s . . . i k ZD A, und mithin auch 
A b C ix i a . . . i ZD A ist. Sei C das durch das dyadische Schema der C ix ia . . . i k 
dargestellte dyadische Diskontinuum; dann miissen alle x £ C dasselbe 
Bild P (x) haben; denn anderenfalls gabe es zwei Punkte x f s C , x" s C 
mit P (x') =f= P (x "); ist dann a;' der Punkt x ((i ^ und a;'' der Punkt x^ 
von C (§ 18, 7), so ware wegen x's Cy y % x" £ Cyy yy . . . und wegen 
der Stetigkeit von P fiir fast alle h: P (Cy y t ... *') . P (Oyy yy — i") ~ A; 
da.rm aber ware fiir jedes beB mindestens einer der beiden Durchschnitte 
A b C<' t '... i ' k , A b G iVi n.,.q leer, entgegen der Art, wie das dyadische 
Schema der C ixia ,.. ijc gewahlt war. — Da also alle xeC dasselbe Bild 
P (cr) haben, und da nach 18-9-1 C unabzahlbar ist, ware P nicht halb- 
schlicht, entgegen der Annahme. 

42*5*3- 1st E separabel und vollstandig, und ist P eine halbschlichte stetige 
Abbildung von E, so gibt es abzahlbar viele Borelsche Mengen M v in E, so dap 
E — S M v und M v 1 P schlicht. 

V 

Wir bezeichnen wieder mit B das Bild P (E) von E, mit A b die TTrbild- 
menge -P _1 (6) des Punktes beB, mit A irl die rj-te Koharenz von A b ; dann 
ist E = S A b . Nach 42-5-2 gibt es ein y <(o 1 , so daB A bv = A fiir alle 

beB; nach § 12 (8-2) ist also A b = S (A„ b —A bv+1 ). Wir setzen nun: 

(A bv -A bv+1 ), E; = S B A b f(v <Y)> Clann ist E* = E‘ +1 +E n , 
E = S* E n . Es geniigt also, zu zeigen: es gibt fiir jedes J? <y abzahlbar 
viele Borelsche Mengen in E, so daB E n = S N^ v und N n , 1 P schlicht. 

— Zu jedem asE, gibt es nach Definition von E v ein be B, so daB ae 
4. —A b ; nach Definition der Koharenzen (§ 12, 8) ist dann a lsolier- 
ter Punkt von A bn ; bezeichnet also H 1 , H z , Ei , . - - em abzahlbares 
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aiisgezeichnetes System in P offener Mengen (§ 13, 1), so gibt es ein H i , 
so daB a der einzige Punkt von Hi A br) , also auch der einzige Punkt xsHiE* 
mit P ( x) = b\ setzen wir 1 P — P ni > so ist demnach b einfacher 

Punkt von P ni \ ist umgekehrt b einfacher Punkt von P ni , so ist P~\ (b) 
isolierter Punkt von A br] , also P~f (6) £ A br) — A btJ+1 , somit P~}{b)aE n . 
Wir sehen also: bezeichnet B rii die Menge der einfachen Punkte 
von P rji , so ist E v — S P~\ (B vi ). — Wir zeigen nun durch transfinite 

Induktion, daB die E* (rj <C y) Borelsche Mengen in E sind. Das ist richtig 
fur w — 0, da El = S A b0 = S A b = E. Angenommen, es sei richtig 

b s B b a B 

fur alle £<Crj; ist dann rj Grenzzahl, so ist A b — D A b *, also, da 
A bi A b , §/ — A fur b 4= auch E* — JD E !!, also ist, ebenso wie die Pt, auch 
P* eine Borelsche Menge in E ; ist hingegen r\ eine isolierte Zahl, so ist 
K, =K-i— E n -1 ! tierin ist, wie wir sahen, E n _ x = SP~2 t da B rj _ li 
die Menge der einfachen Punkte von P r] _ li = E*_ 1 1 P, und da nach 

Annahme P*_ x eine Borelsche Menge in P, ist nach 42-4*81 B r] _ li eine abso- 
lut Borelsche Menge, also auch eine Borelsche Menge in P r) _ li (H i E* r) _ 1 ), 
somit ist nach 33*6-1 P^^i (B r] _ li ) eine Borelsche Menge in P i P*_ 1 , also 

nach 33*4*73 eine Borelsche Menge in P; wegen P^_ x = S Pzln (P„_ li ) 

i 

ist also auch E r] _ 1 eine Borelsche Menge in P, also auch P* == E* r] _ 1 — E n _ 1 . 
— Da also P* eine Borelsche Menge in P, so ist, wie wir eben sahen (es ist 
nur rj — 1 durch rj zu ersetzen), auch P~\ eine Borelsche Menge in P; 

und da E n = P P~l (B vi ), und da nach Definition von B tri offenbar 

i 

P~\ (B vi ) 1 P schlicht, ist die Behauptung bewiesen. 

Wir nennen eine Punktmenge A Cp^xP (2) eindeutig bezuglich 
P (1) (bzw. P (2) ) , wenn es zu jedem a s P (1) hochstens ein b s E^ gibt, so 
daB (a, b) a A (bzw. wenn es zu jedem b e P (2) hochstens ein a e P (1) gibt, 
so daB {a, b) e A). 

42*54* Sind P (1) und P (2) separabel und vollst&ndig, und ist A eine Borelsche 
Menge in P (1) xP (2) , deren jede Schicht A^ (a s P (1) ) abzdhlbar ist 3 so gibt 
es abzdhlbar viele disjunkte , beziiglich P (1) eindeutige Borelsche Mengen A v 

in P (1) xP <2) , so dafi A — S A v . 

, v 

Da nach 20*2*4 und 20-2-7 ^ (1) xP (2) separabel und vollstandig ist, ist A 
eine separable, absolut Borelsche Menge; es gibt also nach 42-3-1 eine 
schlichte stetige Abbildung Q einer abgeschlossenen Menge C des P 0 auf A. 
Wir definieren nun eine Abbildung P von C durch die Festsetzung: ist 
Q (c) = (x , y) (c s C , ( x , y) e A), so sei P (c) — x. Die Abbildung P von 
C ist stetig und halbschlicht; da C separabel und nach 18-5*11 vollstandig. 



§ 42 . Analytisehe und Borelsche Mengen. 


383 


gibt es also nach 42-5*8 abzahlbar viele Borelsche Mengen M v des P 0 , so 
dab C — S M v und M v 1 P schlicht; dann 1st Q ( M v ) eindeutig beziiglich 

V 

E a \ es ist A = S Q (. M v ) } und nach 42-3-3 ist Q ( M v ) eine absolut Borelsche 

Menge. Setzen wir A x = Q (M 2 ) 3 A v = Q (M v ) — (Q {M 2 ) + . . .-\~Q 

(v = 2, 3, . . .), so leisten die Mengen A x , A 2 , . . . , , ... das Verlangte. 

biteratur: ZEST, busin, be£. s. 1. ensembles analytiques S. 238ff. 

6. Mmimalpunkte. Sei .A £ Eye P x . Ein Punkt (a, b) eA {asE, be R 2 ) 
heibt ein Minimal punkt von A s wenn es keinen Punkt {a, y)eA {ye P 2 ) 
mit y C b gibt. Die Menge aller Minimalpunkte von A bezeiehnen wir 
mit A< m) . 

42*6*1- Ist E separabel und ist A eine analytisehe Menge in E X , 
so ist A — A^ analytisch in E X P 1 . 

Ist (a, b) e A, so ist, damit {a 3 b) e A — A< m) sei, notwendig und hin- 
reichend, dab es ein rationales r < b und einen Punkt {a, y) e A mit y <Lr 
gebe. Bezeichnet A r die Menge aller (x, y) e A mit y <C r und A' r die Menge 
aller ( x 3 y) s A mit y > r 3 ferner E r die Projektion von A r in den Baum E 3 
setzen wir endlich A' r . ( E r X P 2 ) = -A ", so ist also A — A (m) = S A ", 

r 

wo sieh die Summation iiber alle rationalen Zahlen r erstreckt. Wir haben 
also nur mehr zu zeigen, dab A " analytisch in E X P x . — Die Menge A r 
(bzw. A') ist analytisch in E x P x als der Durchschnitt von A und der in 
E X P x offenen Menge aller (x 3 y) e Ex P± mit y < r (bzw. y > r) ; also ist 
E r analytisch in E nach 40-6-11, somit ist E r X P 2 analytisch in Ex P 2 nach 
40-7*2, somit ist auch A" analytisch in E X P x , w. z. b. w. 

42-6-2. 1st E separabel und ist A eine Borelsche Menge in E X B 1 , so ist 

A (m) 

eine Jcomplementdr-analytisehe Menge in E X P 2 . 

Denn E X P 2 =A^ n) + {A— A {m) ) -f (Ex^—A), und hierin ist A — A (m > 
analytisch in E X Pji nach 42-6-1, und E X P 2 — A ist als KZomplement 
einer Borelschen Menge in E X P ± nach 33-4-2 selbst eine Borelsche, also 
nach 40-3-3 auch eine analytisehe Menge in E X P ± » 

42-6-21* Ist E separabel und vollstdndig , und ist A eine Borelsche Menge 
in ExP ls deren Schichten A^p ( x&E ) abzahlbar sind , so ist A (m) eine Borel¬ 
sche Menge in E X P x . 

Verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie beim Beweise von 42-6-1, 
so sind nun A r und A' r Borelsche Mengen in E X P±, und nach 42-4-5 ist E r 



384 


V. Kapitel. Die analytisehen Mengen. 


eine Borelsche Menge in E; also ist A — A (m) eine Borelsche Menge in 
F X , mithin auch A^ m) . 

42-6*3. Zujeder analytisehen Menge B in E gibt es eine Menge (§ 33, 4) 
A in E X Bj, so dap B die Projektion von A (m) in den Baum E ist. 

Sei B eine analytische Menge in E; dann gibt es nach 40-1-2 ein monotones 
Suslinscjh.es Schema 0 in E abgeschlossener Mengen F ni so daB 
B = A (©). Sei [y n 9 z n ] (n x —1,2,,,.) eine Folge disjunkter Intervalle 
des B x , so daB z ni C y ni + 1 ] sei [y nx n 3 , z ni «J ( n. 2 = 1, 2 , . . .) eine Folge dis¬ 
junkter Intervalle £ |[y ni , so daB s ni „ a < y„ in#+1 ; sei [« 

(?t 3 = 1, 2, . . .) eine Folge disjunkter Intervalle Si , so daB 

n a ^ Vn x n 3 n 3 +1 us ^* Sei n a . . . n A . — -^n x n a . . . [ 2 /n 1 n a . . z n x n s . . . n^] > 

dann ist Jf niWjs . .. n x . abgesejhlossen in ExB 1 , und je zwei M n ^ n ^.. , nj . mit 
gleicjh viel Indizes sind fremd. Die Jf ni n# . .. n bilden also ein monotones 
Suslinsches Scjhema 0 in E X abgeschlossener Mengen, dessen ICern 

— ^4 (0) nach 40-1-1 eine 93 3 -Menge in E X B ± ist. Sei A' die jProjektion 
von A in den jRaum E\ wir zeigen nun, daB A'—B. Sei x* sB; dann 
gibt es eine Indizesfolge ((%)), so daB x * e F n * «* • * - F n * ; 

da 7 it ... n^. Z n* n* . • • n%n*j c+ = \.Vn\nt - - - n? . . . ] » 

gibt es ein y* s D [ y n * n * ... n %, s»? „* . . . n %]l dann ist (x*, y*) 
£ M n * M n * n * ... M n * also ( x*, y*) e A, mithin x* e A'. Bei 

umgekehrt x*e A'; dann gibt es ein y* 9 so daB ( x *, y*) s A; mithin gibt es 
eine Indizesfolge {{n k )), so daB (x*, y*) s M n * M n * n * . . . M n * n * . . . n * . . 
dann aber ist a;* e F n * F n * n * . . . F„* n % ... n% > also %* s B. — jNPun 
zeigen wir: B ist auch die Projektion von A (m) in den jRaum E. Da wir 
eben gezeigt haben, daB B die jProjektion von A ist, geniigt es zu zeigen: 
in jeder nicht leeren Schicht A^ von A (x e E) gibt es einen Punkt von 
A (m) . Sei also A^ Z)ZL; unter alien Mengen M n ^ mit M Ui A^ 3 -A gibt es 
eine von kleinstem Index n*; unter alien Mengen M n * „ 3 mit M n * A^ A 
gibt es eine von kleinstem Index n^ usf.; ist dann [ y*, z*] = 
D \y n \ ni .. . n% > z nf ni . .. n%]> so ist offenbar ( x, y*) s A< m K 

42-6-4- Ist E ein separabler Youngscher Baum, dessen insichdichter Kern 
3 /I ist, so gibt es eine Menge A in E x B x , fur die A (m ^ nicht aria- 
lytisch in E X B x ist. 

Nach 40-9-2 gibt es eine analytische Menge B in E, die keine Borelsche 
Menge ist.- Nach 42-6*8 gibt es eine 95 3 -Menge A in E X R 1 , so daB 
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B die Projektion von A^ in den Eaum E ist. Dana kann A^ nieht ana* 
lytisch in E X JR ± sein; denn da A (m) nach 42*6*2 komplementar-analytisch, 
ware A (m) sonst naeh 42-1*3 eine Borelsche Menge in E XJR X , und da A^ m) 
eindeutig beziiglich E, ware nach 42*4*5 auch B eine Borelsche Menge in E 3 - 
entgegen der Annahme. 

Biteratur: St. Mazurkiewicz, Fund.math. 10(1927)S. 172. W. Sierpihski, 
Fund. math. 12 (1928) S. 211. 


§ 43. Implizite Funktionen. 

1. Umkehrfimktionen. Sei A eine Teilmenge des R 1 , sei / eine Funktion 
auf A und B die Wert menge von / (§ 41, 3); dann ist auch B C[ B x . Ist 
insbesondere die Funktion / schlicht, so gibt es zu jedem y s B genau ein 
x s A mit / (x) = y; ordnet man jedem y s B dieses x s A zu, so entsteht 
eine schliehte Funktion auf B, deren Wertmenge A ist; sie heiBt die Um- 
kehrfunktion von / und wird mit / (_1) bezeichnet. Der Bereich von 
/ <_1 ) (§ 25, 4) ist die Wertmenge von/. Die die Funktion/ (_1) darstellende 
Menge (§ 35, 9) [/ (-1) ( y ) — ist identisch mit der die Funktion / dar- 
stellenden Menge [/ (cc) = y]. 

43-1*1. Ist A abgeschlossen im B x und f eine schliehte stetige Funktion 
auf A, so ist auch der Bereich B von abgeschlossen und auch 

ist stetig. 

Nach 15*2*31 ist A in sich kompakt, nach 23-3-1 ist also auch B in sich 
kompakt, also nach 15*2*31 abgeschlossen. Die Stetigkeit von/ ( ~ 1) folgtaus 

24*1*1. 

43*1*2. Ist A eine Borelsche Menge im j E x und f eine schliehte Bairesche 
Funktion auf A, so ist auch der Bereich B von f c-1 ? eine Borelsche Menge und 
auch / (_1 ^ ist eine Bairesche Funktion . 

Nach 42*4*6 ist B eine Borelsche Menge. Sei A z die Menge aller x e A 
mit x > z; da nach 35-3*4 A z If eine Bairesche Funktion auf A zi ist nach 
35*9*3 die die Funktion A z 1 f darstellende Menge M z eine Borelsche Menge 
in A z x B x . Wegen A e S3 (B x ) ist auch A z e S3 (Bf ), also ist A z eine absolut 
Borelsche Menge, also nach 33-7-3 auch A z X JR ± , also nach 33*5*2 auch M z ^ 
Die Menge [/ (-1> (y) > z] ist nun die Projektion der Menge M z ^A z xB x in 
den Baum B x ; da M z eine separable absolut Borelsche Menge, ist also nach 
42-4-5 auch [f (y) > z] eine absolut Borelsche Menge, also ist nach 35*2*3 
/ (_1 * eine Bairesche Funktion. 


Hahn, Beelle ranktionen. 


25 
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Eine Prazisierung von 43-1*2 in dem Sinne, daB die Umkehrfunktion einer 
(£|-Funktion gleichfalls eine (£|-Funktion ware, ist nieht moglich. Vielmehr 
gilt: 

43*1*3- Zu jedem £ <C gibt es eine schlichte (S^-Funktion im R x , 
deren Wertmenge der JR X ist , und deren Umkehrfunktion e (£j (R x ) ist . 

Sei rj ^ 3 nnd £< yj <C(D X . Nacb 33*9*3 gibt es eine Menge M' £^R X , die 
genau eine SS^-Menge im R x ist; dann ist M" = R x — M' nach 33-4-2 genau eine 
SS^-Menge im R 1 ; da jede abzablbare Menge eine S3 2 -Menge ist, sind M' und 
M" unabzablbar; lassen wir aus M' und M" alle rationalen Punkte und 
die Punkte +oo, — oo weg, so sind also aucb die iibrigbleibenden Mengen 
M *, M** unabzablbar und M* ist nach 33*4-51 genau eine S3 57 -Menge, M** 
genau eine 58^-Menge im R x . ISTaeb 42*3-2 gibt es abzablbare Teile A*, A** 
von M* und M **, so daB N* — M* — A* und JV** = M** — M** scblicbte 
stetige Pilder des R 0 ; dabei ist R x — N* N** -f- A, wo A eine abzahl- 
bare, die Punkte + oo, — oo sowie alle rationalen Punkte des R x entbaltende 
Punktmenge bedeutet, die Mengen N* 3 N**, A disjunkt sind, und N* 
genau eine S3^-Menge, W** genau eine 23^-Menge im R x ist. — Seien I* bzw. 
I** die Menge aller positiven bzw. negativen irrationalen Punkte des R x ; 
nacb 24*2*12 und 24*2*2 sind J*, I** bomoomorph dem R Q ; also ist jy* bzw. 
jtf** scblicbtes stetiges Bild von I* bzw. I**; d. b. es gibt eine scblicbte 
stetige Punktion /* auf I* } deren Wertmenge N* ist, und eine scblicbte 
stetige Punktion /** auf I**, deren Wertmenge N** ist. Wir definieren 
nun eine scblicbte Funktlon / im R x so, daB /* 1 / = /*, J** 1 / = /**, 
und so, daB die Wertmenge von / der R x ist. Zu dem Zwecke setzen wir: 
/ (+ °o) — + oo, /(- oo) = — oo, und baben, da f fur die irrationalen y 
durcb I* 1/ = /*, I** 1 / = /** bereits definiert ist, nocb / fur alle ratio¬ 
nalen Punkte des R x zu definieren. Seien zunacbst r x , r 2 , . . . , r n , ... die 
samtlicben nicbt ganzzabligen rationalen Zablen, und sei ((x n )) eine 
Polge irrationaler Zablen mit x n — r n 0; dann sei / (r x ) die erste ins Inter - 
vall (/ (a?!) — 1, / (ccf) + 1) fallende Zabl r n , und wenn die Punktionswerte 
/ (r 2 ) , . . . , / (r k _ x ) scbon bekannt sind, so sei / (r k ) die erste ins Intervall 

(f ( x k) —^ ,f(xjc) + fallende, von / (r x ),...,/ (r k _ 1 ) verscbiedene Zabl 

Hierdurcb ist / aucb fur alle nicbt ganzzabligen rationalen x definiert. 
Fur die Punktionswerte f (x) bei ganzzabligem x wablen wir nun die 
samtlicben, bisber nocb nicbt als Punktionswerte von / verwendeten Zablen 
der abzahlbaren Menge A (unter denen gewiB alle ganzen Zablen vorkommen). 
Hierdurcb ist / als scblicbte Punktion im R x definiert, deren Wert-- 



§ 43. Implicite Funktionen. 


387 


menge der R x ist. — Nun zeigen wir, daB fs &nach 37*1*21 
genugt es zu dem Zwecke, zu zeigen: / ist stetig in jedem irrationalen 
Punkte des R 1 . Sei also x ein irrationaler Punkt des R ± , und sei etwa 
x ;> 0 ; da I* 1 f —f* und /* stetig war, geniigt es, zu zeigen: fiir jede Folge 
rationaler Punkte p v mit p v -+x gilt f (p v )-^f (x). Nun Fatten wir oben mit 
r x , r 2 , . . ., r n , . . . die s amt lichen nicht ganzzahligen rationalen Punkte des 
i 2 2 bezeichnet, und ((x n )) war eine Folge irrationaler Punkte mit x n — r n —0. 
Ist dann p v = r n , so folgt aus p v ~* x auch x n x, also, da die x n und x 
irrational und I* If = f* stetig: f (x n J)f (x); und da [/ (r n ) — / (x n ) [ 

<C — war, gilt auch / (r n J —>/ ( x ), d. h. / ( p v ) ->/ ( x ), w. z. b. w. — Nun ist 

nur .mehr zu zeigen, daB/^ - ' 1 ^ — e (£f (Rj). Pazu geniigt es nach 85*2*21 zu 
zeigen, daB [/ (-1) (#) ;> 0 ] ^ a (iy. Nun ist ( 3 /) > 0] die Menge 

aller Werte von / ( x) fiir x ;> 0 ; und da /* 1 / = /* und N* die Wert- 
menge von /* ist, entsteht [/ (_1) (y) > 0 ] aus W* durch Hinzufiigen 
abzahlbar vieler Punkte, ist also nach 83*4*51 ebenso wie N* genau eine 
SS^-Menge im R x ; wegen rj > g ist also f/ (_1) (#) > 0] 93^ (Rf), w. z. b. w. 

Literatur: W. Sierpiiiski, Fund. math. 3 (1922) S. 26. 

2. Die eine Funktion darstellende Menge. Wir betrachten nun 
nochmals die in § 35, 9 eingefuhrte eine Funktion / darstellende Menge 
[f (dc) = $]. Wir kdnnen nun sehen, daB die Umkehrung von 35*9*3 fiir 
£ 1 nicht gilt. Sei in der Tat / die Funktion von 43*1*3 und / (-1 ^ ihre 

Umkehrfunktion; da f ist nach 35*9*3 die / darstellende Menge 

lf(x) = #] £ 93 2 (Pi X Rj ); da [/ (-1) (y) = x] ==[f {£) = $], ist also auch 
die / c-1) darstellende Menge eine 93 2 -Menge in R 2 X R ± , aber es gilt, wenn 
£ ^ 2, nicht / (-1) e (£| (iy. — Wohl aber gilt: 

43*2*1. Ist f eine Funktion auf der separablen , absolut analytischen Menge 
E } und ist [f (x) — y] eine analytische Menge in E X R lP so ist f eine JBai- 
resche Funktion in E. 

Sei M — [f ( x ) — y\ 3 M z die Menge aller ( x 3 y) e M mit y > 2 und M' z 
die Menge aller (x, y) e M mit y ■<* z. Als Purehschnitt von M und der 
in E x R 1 offenen (bzw. abgeschlossenen) Menge aller ( x , y) e E xRx mit 
y> z (bzw. mit y ^ z) ist M z (bzw. M ') analytisch in E x R x ; da E x R x 
nach 40*7*3 absolut analytisch, sind also nach 40-4-81 auch M z und M' z 
absolut analytisch. Pa die Projektionen von M z und M' z in den Raum E 
die Mengen [/ (x) > z] und [/ (x) ^ z] sind, sind diese Mengen nach 40*6*1 

25* 
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absolut analytiscb. Da E — [/ (x) > z] + [/ (#) ^ z l> sind also nach 
42-1-21 [/ ( x ) > z] und [/ (ce) ^ z] Borelscbe Mengen. in E, also ist nach 
35*2*8 / eine Bairesche Funktion in E. 

43*2*2. 1 st E separabel und absolut analytisch, und ist M eine in 
analytische Menge , in der es zu jedem x s E genau einen Punht (x, y) s M 
gibt , so ist M eine Borelsche Menge in ExR ± . 

Durch. die Menge M ist eine Funktion auf E definiert, fiir die [f(x) — y\ 
— M ist; nach 43*2*1 ist f eine Bairesche Funktion auf E, nach 35-9*3 ist 
also M eine Borelsche Menge in E X R ± . 

43*2*3. 1st E se'parabel und absolut analytisch, und ist A eine beziiglich 
E eindeutige analytische Menge in E X R 1 , so gibt es eine Bairesche Funktion 
f in E 3 so da/3, wenn B die Projehtion von A in den Raum E bedeuteti 

[_Bl/0g) = 2?l = -4. 

Nach 40*4*2 ist A auch analytisch in B X R ± ; nach 40*6*1 ist B absolut 
analytisch. Ordnen wir jedem x e B das einzige y e R x mit {x, y) s A zu, 
so entsteht eine Funktion g auf B : die nach 43*2*1 eine Bairesche Funktion 
auf B ist. Nach 35*3*4 gibt es eine Bairesche Funktion / auf E, so dab 
B If — g; dann ist [B If (x) — y] = A. 

Ist A eine beziiglich E eindeutige kompiementar-analytische Menge in 
E XR 13 so gilt ein analoger Satz nicht: Sei E ein separabler Youngscher 
Baum, dessen insickdichter Kern ~ff) A ist; dann gibt es nach 40-9-2 eine 
analytische Menge B in E, die keine Borelsche Menge ist; nach 42*6*3 gibt 
es eine Borelsche Menge C in E X R 1 , so dab B die Frojektion von 
in den Baum E. Die Menge C {m) ist eindeutig beziiglich E und nach 42*6*2 
komplementar-analytisch in E X Rj • G-abe es nun eine Bairesche Funktion/ 
in E, so da!3 [_B lf(x) = y\ — so ware nach 35*9*3 [f(x) = y\ eine 

Borelsche, also auch-eine analytische Menge in E X R x \ und da nach 40*7*2 
B X R ± analytisch in E X R ± ist, ware auch = (B X Rf ). [f(x) — y\ ana¬ 
lytisch in E X R x , also nach 42*1*31 auch eine Borelsche Menge in E X R x , 
und da nach 20-2*71 E X R x eine Youngsche, also absolut Borelsche 
Menge, ware nach 33*5*2 auch eine absolut Borelsche Menge; 

also ware nach 42*4*5 B eine Borelsche Menge in E, entgegen der An - 
nahme. 

Sind B und G Mengen in E X R x , so bezeichnen wir als den unter C 
gelegenen Teil von B, in Zeichen: BuC, die Menge aller Punkte 
(x, y) s B, zu denen es einen Punkt (x', y') e C mit x f = x, y' >y gibt. 
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43-2*4* 1st E separabel und vollstandig, sind B und C analytische 
( bzw. Borelsche) Mengen in E X R-± und ist C eindeutig bezuglich E, so ist 
BuC eine analytische {bzw. Borelsche) Menge in E X R x . 

Sei C' die Projektion von C in den Raum E; nach 40*6*11 (bzw. 42*4*5) 
ist G* eine analytische (bzw. Borelsche) Menge in E; also ist nach 40*7*2 
(bzw. 33*7*2) C'XB X eine analytische (bzw. Borelsche) Menge in ExR ± . 
Nach 43*2*3 gibt es eine Baixesche Funktion f in E, so da£ [ C' 1 / {dc) — $] 

— C; nach 35*9*2 ist [/ ( x ) >• $] eine Borelsche Menge in E X R 1 . Da BuC 

— B . {C'xMf) . [f {dc) >> y\ 9 folgt die Behanptnng. 

3. Implizite Funktioneil. Wir setzen B 2 — B x X B 1 , allgemein fiir 
n 1: B )l+1 = JR n xB 1 ', dann haben die Punkte des Raumes R n die Ge¬ 
stalt {y 1 , y 2 , * • - , y n ) mit yi s B 1 {i = 1, 2, . . . , n). Sei nun E ein metrischer 
Raum; wir betrachten den Raum E X B n ; seine Pnnkte haben die Gestalt 
(x, y 1 , y 2 , . . ., y n ) no it x e E, y ± e i? 2 {i = 1, 2, . . . , n). 

Seien f.j ( x 3 y 2 , y 2 > ... 3 y n ) (j — 1 , 2 ,..., m) Bairesche Funktionen auf 
E xB n . Wir betrachten das System der m Gleichnngen: 

(3) f j {x 3 y x , y 2 , . . . , y B ) = 0(j=l 3 2,.,.,m). 

Setzen wir f — |/i | I /2 | + * • • + \f m | > so ist nach 35*1*0 nnd 30*5*1 

anch / eine Bairesche Funktion auf E XB n , und das System (3) ist vollig 
Equivalent der einen Gleichung: 

(3*1) f (x, y l3 y 2 , . ., y n ) — 0 . 

Wir beschranken also die Allgemeinheit in keiner Weise, wenn wir statt 
des Gleichungssystems (3) eine einzige Gleichung (3*1) betrachten. 

43-3*1- 1st f eine Bairesche Funktion auf E X B n , so ist die Menge M 
alter der Gleichung (3*1) geniigenden Punkte von E X B n eine Borelsche Menge 
in E X B n . 

Setzen wir {x } y x , y 2 , . . . 3 y n ) = u 3 so ist M die Menge aller us E X B n 
mit / (u) = 0 ; die Behauptung folgt also aus 35*2*31. 

Wir sagen: im Punkte x* sE ist y y duxch die Gleichung (3*1) eindeutig 
definiert, wenn es mindestens einen dieser Gleichung genugenden Punkt 
(x*, y ± , y 2 , . . . „ y n ) s E X B n giht, und wenn fur je zwei dieser Gleichung 
geniigende Punkte {x*> y\ , y 2 , . . ., y' n ), (x* 3 y", y", . . ., y'') gilt: y] = y/ - 
Sei Cj die Menge aller x s E„ in denen durch (3-1) eindeutig definiert 
ist; ist G$~f)A und ordnen wir jedem x e Cj den durch (3*1) definierten 
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Wert von zu 3 so entsteht eine Funktion (x) auf Gj , die wir die durch 
(3*1) definierte implizite Funktion y 1 (x) nennen; die Menge Gj 
heiBt dann der Bereich der impliziten Funktion y,j (x). 

43*3*2. I si E separabel und vollstandig , und ist f eine Bairesche Funktion 
auf E X B n , so ist der Bereich Gj der durch (3-1) definierten impliziten Funk¬ 
tion yj (x) Differenz zweier analytischer Mengen in E. 

Sei M die Menge aller der Gleickung (3*1) genugenden Punkte 
(x, , Vn) £ & X Rn und die Projektion von M in den Baum 

ExB± der Punkte (x , yf ); nach 43*8-1 ist M eine Borelsche Menge in E X B n 

— (ExB ± ) X B n _ j t also eine separable absolut analytische Menge; also ist nach 
40*8*1 M' eine separable absolut analytische Menge ^ E X B x ; bezeichnen 
wir noch mit M" die Projektion von M' in den Baum E, so ist also auch M” 
absolut analytiseh. Nach 41-4-7 ist nun die Menge N aller x s M", die bei 
der Projektion von M' in den Baum E mindestens zwei TJrbilder in M' 
haben, absolut analytiseh. Da offenbar Gj — M" — N, ist die Behauptung 
bewiesen. 

Wir sagen: y 3 - ist durch (3*1) durch we g eindeutig definiert, wenn «/ ? - 
fur jedes x* s E, zu dem es uberhaupt einen der Gleichung (3-1) genugenden 
Punkt (x* 9 y x , y 2 , . . . , y n ) e E X B n gibt, eindeutig definiert ist. 

43*3*3. 1st E se'parabel und vollstandig , ist f eine Bairesche Funktion auf 
ExB n , und ist y.- } durch die Gleichung (3*1) durchweg eindeutig definiert , 
so ist der Bereich Gj der durch (3*1) definierten impliziten Funktion y$ (x ) eine 
analytische Menge in E, und ( x) ist eine Bairesche Funktion auf Gj . 

Ist M die Menge aller der Gleichung (3*1) genugenden Punkte von 
E X B n , so ist Gj die Projektion von M in den Baum E; da M nach 43-3-1 
eine Borelsche Menge in ExB n , also eine separable, absolut analytische 
Menge ist, so ist Gj nach 40-6-1 eine separable, absolut analytische Menge. 

— Die die Funktion y- } (x) darstellende Menge \y,j (aJ) = y] ist offenbar 
die Projektion von M in den Baum E X B ± der Punkte (x, yi ); sie ist also 
nach 40-6-1 eine absolut analytische Menge, also auch eine analytische 
Menge in Gj X B ± , mithin ist y 1 (x) nach 43-2-1 eine Bairesche Funktion auf Gj. 

43*3*4- 1st E separabel und vollstandig, ist f eine Bairesche Funktion auf 
ExB n , und gibt es zu jedem xeE hochstens einen der Gleichung (3*1) ge¬ 
nugenden Punkt ( x , y ± , y 2 , . . . , y n ) s Ex B n , so ist der Bereich G der n 
durch (3*1) definierten impliziten Funktionen y. (x) ( j — 1, 2, . . . , n) eine 
Borelsche Menge in E, und jede dieser Funktionen ist eine Bairesche Funktion 
auf G. 
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Sei M die Menge aller der Gleichung (3*1) geniigenden Punkte von E XE n 
und M' die Projektion von M in den Raum E; fur den Rereich C- von y ? - (x) 
gilt dann: C. = M' (j = 1, 2, . , . , n). Da nach 43*3*1 M eine Borelsche 
Menge in E x£ n , also eine separable, absolut Borelscbe Menge, und da 
es zu jedem x a M' genau ein ( x, y x , , . . . , y n ) a M gibt, ist aber M f 

nacb 42*4*5 eine Borelscbe Menge in E. — DaB die (x) Bairescbe Funk- 
tionen auf C — M f sind, ist in 43*3*3 entbalten. 

Literatur: H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 192. N. Lusin, 
Leg. s. 1. ensembles analytiques S. 222. P. IsTovikoff, Fund. math. 17 (1931) S. 8. 

§ 44. Lusinsche Siebe. 

1. Abzahlbare Siebe. Seien E und K beliebige Mengen, und 901 ein 
System von Teilen der Menge E ; jedem k s K sei eine Menge M k a 9J1 
zugeordnet. Wir bezeichnen das System 1 ) Sailer M k (k a K) als Lusinsehes 
Sieb in 90?:, wenn jeder Menge M h ( kaK) eine reelle Zabl y (M k ) zugeordnet 
ist, und zwar so, daB fur k 4 = 1c' aucb y (M k ) 4 = y (M k ') ist; die Zabl 
y (M k ) nennen wir die Kobe von M k . Ist K abzahlbar, so nennen wir 
£ ein abzahlbares Sieb. Ist das System der Mengen M k von £ bei 
Ordnung nach wacbsender Hobe woblgeordnet, so heiBt das Sieb £ wohl- 
geordnet. 

Die Menge aller xeE, die einer Mengenfolge ((M kn )) aus £ mit abnehmen- 
den Hdhen (y (M k n+i) <; y (M k ™)') angehoren, bezeichnen wir als die durcb 
das Sieb £ erzeugte Menge; wegen 7*1»4 kann das aucb so ausge- 
sprocben werden: damit ein Punkt x a E zu der durcb £ erzeugten Menge 
gehore, ist notwendig und binreicbend, daB die Menge aller M k a £ mit 
xe M k (bei Ordnung nacb wacbsender Hobe) nicbt woblgeordnet sei. 
Ist das Sieb £ woblgeordnet, so ist also die durcb £ erzeugte Menge = A. 

Zwei Siebe heiBen Equivalent, wenn sie dieselbe Menge erzeugen. 
Entsteht das Sieb £' aus £ durcb Weglassen eines (bei Ordnung nacb 
wacbsender Hobe) wohlgeordneten Teilsystemes, so sind £ und £' Equi¬ 
valent. 

Das Sieb Q~2)A beiBt regular, wenn es in ibm keine Menge kleinster 
Hobe gibt, oder — was dasselbe beiBt — wenn es zu jeder Menge M k * a £ 
unendlich viele M k a £ mit y (M k ) <Z y (M k *) gibt. 

44*1*1. Zu jedem nzcht wohlgeordneten Siebe £ gibt es ein aquivalentes 
regulares Sieb £'. 

x ) Zwei zu verschiedenen k gehorige Mengen M k gelten im folgenden als 
verschieden, aucb wenn sie aus denselben Elementen bestehen. 
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Sei £ z das System aller M k e £ mit y {M k ) ^ 2 . 1st £ nicht regular, so 
gibt es Zahlen z, fur die £ z (bei Ordnung nach waehsender Hdhe) wohl- 
geordnet ist; sei z 0 das Supremum dieser 2 ; da 2 nicht wohlgeor dnet, ist 
z 0 <C -j~ 00 ; offenbar ist £ z wohlgeordnet, also sind £' = £ — £ Zo und £ 
aquivalent und es ist £' 2D A- Sei M k 's S'; dann gibt es unendlich viele 
M k e S' mit y (M k ) < y (.M*'); denn gabe es nur endlich viele, so ware 
das System aller M k e S mit y {M k ) ^ y {M k ') wohlgeordnet, was wegen 
y {M k ') > z 0 unmoglich ist; also ist S' regular. 

44-1-2. Jede durch ein abzahlbares regular es Sieb Q in Sffl erzeugte Menge 
ist eine analytische Menge iiber 90£. 

Wir konstruieren aus S ein Suslinsches Schema © in folgender Weise. Die 
Mengen M n ^ erster Stufe von <S seien die samtlichen abzahlbar vielen Mengen 
M k {1c s K) von S; die Nachfolger M n ^ der Menge M n ^ erster Stufe seien die 
samtlichen Mengen von S, deren Hbhen C y (M n J sind; die Nachfolger 
M n ^„ 3 der Menge zweiter Stufe M n ^ nn seien die samtlichen Mengen von £, 
deren Hdhen <C y {M n ^ n ^ sind usf. Dann ist offenbar die durch das Sieb S 
erzeugte Menge identisch mit dem Kerne A ((B) des Suslinschen Schemas ©. 

Hiervon gilt folgende Umkehrung: 

44-1-3. Ist 90£ ein Ring , .so wird jede analytische Menge A iiber 9Dt erzeugt 
durch ein abzahlbares reguldres Sieb in 902. 

Kach 40-1-2 gibt es ein monotones Suslinsches Schema © in 902, be- 
stehend aus den Mengen M n ^ m .. n k » so daB A — A (©). Sei [y nx , y n J 
(n x — 1, 2, . . .) eine Dolge disjunkter Intervalle des R x mit y n ^ < y n +1 ; sei 
W„ T > y ni m.J ( m 2 = 1, 2, . . .) eine Folge disjunkter Intervalle aus [y' ni , y n ] 
“it < Vn, 1 5 sei [y' ni ni , y^ Mt M J (n 3 = 1, 2, . ..) eine Folge disjunkter 
Intervalle aus [y' n±nt , y„ jM J mit y n± < y Ki n> „ o+1 usf. Setzen wir 
y (M nx n z .. ,n k ) — y Ux n a ... , so wird aus dem Suslinschen Schema © ein 

regulares abzahlbares Sieb £. Sei die durch das Sieb £ erzeugte Menge; 
wir zeigen, daB A f = A. — Sei a s A; dann gibt es eine Indizesfolge {{n k )), 

so daS as . M n ^ .. ,n h -; da, y (M n ^... ^ „ i+l ) 

<C ... n k )> ist auch a e A '. Sei umgekehrt a s A '; dann gibt es in £ 

eine Mengenfolge (( M ' v )) mit abnehmenden Hohen y {M' v ), so daB a e M' v 
fur alle v ; jede Menge M' v ist eine der Mengen M n ^ nn . . . e ©, sie habe 
die Indizes n* } . . ., n v k ^; wegen y (M' +1 ) < y {M' v ) ist n x +1 n x , fast alle 
n x haben also denselben Wert n*; ebenso haben fast alle n v 2 denselben 
Wert usf.; da © monoton, ist dann a&M n *, asM n * n * usf.; es ist also 
a s M n >* n * „* fur alle h , d. h. es ist a £ A. 

Xiiteratur: N. Lusin, Fund. math. 10 (1927) S. 1. W. Sierpihski, Fund. math. 
11 (1928) S. 16. C. Kuratowski u. E. Szpilrajn. Fund. math. 18 (1932) S. 160. 
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2 . Analytische Siebe. Sei min insbesondere E ein metrischer Raum, 
B eine beliebige Punktmenge in Ex B x ; die samtlichen Scbichten 
B^ (y s B x ) von B bilden, wenn y als die Hohe von B^ betracbtet wird, 
ein Lnsinsches Sieb Q (B ), das wir als das durch die Menge B gelieferte 
Sieb bezeichnen. Die dnrcb das Sieb Q. (B) erzeugte Punktmenge A Cl B 
heiBt die durch B gesiebte Menge; sie bestebt aus alien xeE, zudenen 
es in B eine Folge von Punkten (x 3 y n ) mit y x >■ y 2 > . . . > y n ;> ... 
gibt. 1st B ^B' und A die durch B gesiebte, A ' die durch B' gesiebte 
Menge, so ist 

1 st B eine analytische, bzw. Borelsche, bzw. abgeschlossene Menge in 
ExB ± i so nennen wir das Sieb Q(B) ein analytisch.es, bzw. Borel- 
sches, bzw. abgeschlossenes Sieb in E. 

44-2-1. Ist E separabel und vollstandig, so ist die durch ein analytisches 
Sieb Q (B) in E erzeugte Menge A analytisch in E. 

Da E X R x separabel und vollstandig, gibt es nach 40-5-4 eine eindeutige 
stetige Abbildung Q des B 0 auf ExB ± . ISTach 33-8-1 gibt es eine FoJge ein- 
deutiger stetiger Abbildungen P n des B 0 auf sich selbst, so daB zu jeder 
Punktfolge ((t n )) des JR Q ein t s JR 0 mit JP n (t) = t n (n = 1, 2, . . .) gehort; wir 
setzen Q n = P n [ Q ; dann ist auch Q n eine eindeutige stetige Abbildung des 
B 0 auf ExB x . Sei (x n (t), y n (t)) (x n (t) s E, y n (t) s B x ) der Bildpunkt Q n (t) 
von t e B 0 ; wegen der Stetigkeit von Q n ist fur je zwei Indizes n, n' die Menge 
aller t s It Q mit x n (t) — x n , (t) abgeschlossen; also ist auch die Menge F 
aller t mit x x ( t ) == x 2 (t) — ... — x n (t) = .. . abgeschlossen im B 0 ; wegen 
der Stetigkeit von Q n ist ferner die Menge aller t mit y n ( t ) < y n , (t) offen 
im B 0 ; also ist die Menge G aller t mit y x ( t) ;> y 2 (t) ;> . . . > y n (t) > ... 
ein G 6 im JS 0 . Wir setzen nun C = F .G . D Q" 1 ( B ); da Q~ x {B) nach 

n 

40-5-1 analytisch im B 0 , ist also auch C analytisch im P Q . Fur alle te G 
ist x x (t) — x 2 (t) — . . . = x n (t) = . . .; hierdurch ist jedem teC ein Punkt 
x (t) (= x 1 ( t) = x 2 (t) — . . .) von E zugeordnet; die so definierte Abbildung 
Q* von C ist eindeutig und wegen der Stetigkeit der Q n stetig. Wir zeigen, 
daB A = Q* ( C ). Sei te C; Wegen C £ £~ 1 (B) ist dann Q n (t) s B, d. h. 
(x (t), y n (t)) s B, und wegen C £ G ist y 1 {t)> y 2 {t)> - - - >■ y n {*) > * - -; 
somit ist x(t)eA; damit ist gezeigt, daB Q * (C) gi. Sei nun um- 
gekehrt xe A; dann gibt es in B eine Folge von Punkten b n — {x, y n ) 
(n = 1, 2, . . .) mit y 1 > y 2 > . - - > y n > * * -; sei t n s Q" 1 ( b n ); nach Defi¬ 
nition der P n gibt es ein tsB 0 ,so daB P n ( t ) = t n fur alle n; dann ist Q n ( t) 
= b n ; mithin ist te D Q^iB); wegen x n (t) = a;, y n (t) = y n ist ferner 

x x (t) = rr 2 (t) == . . . = £c n (t) = . . . und y x ( t) > y 2 (t) > . . . y n (t) > . . - , 
also ist tsF .G; somit ist te C; und wegen x x (t) = x 2 («) = ... = x n (t) 
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= ...== x ist x ( t ) — x s d. h. x e Q* (C); damit ist gezeigt, daB auch 
A £ Q* (C ). Also ist A — Q*(C), w. z. b. w. — Da Q* eindeutig und 
stetig und C analytisch im B 0 , also separabel und absolut analytisch, ist 
nach 40*5*5 auch A absolut analytisch. 

Die XJmkehrung von 44*2-1 ist in den Satzen 44*3*1, 44*3*11 enthalten. 

Literatur: N. Lusin, Leg. s. 1. ensembles analytiques S. 180. 

3. Spezielle Borelsche Siehe. Ist £ (. B) ein Borelsches Sieb in E, 
und ist jede Schicht B^ (x s E) von B abzahlbar, so nennen wir £ (B) 
ein spezielles Borelsches Sieb in E. 

44-3-1* Jede analytische Menge A des metrisohen Baumes E wird erzeugt 
durch ein spezielles Borelsches Sieb in E. 

Sei 8 ein monotones, aus in E abgeschlossenen Mengen M UxUn .. . nje 
bestehendes Suslinsches Schema mit A (8) — A. Ordnen wir der Menge 
M nx n2 ... njc wie beim Beweise von 44*1*3 die Zahl y ni n a ...n k zu und ist 
... die Menge aUer ( x, y) e E xM 1 mit xs M n ^... „ t , y= y n ^. 
so ist E Ui „ a .. \ nk abgeschlossen in ExB ± ; die Summe B aller F Ui n> .. . 

(Jc = 1, 2, . . ; n l3 n 2 , . . ., n k = 1, 2, . . .) ist also ein F a in ExB x ; scmit 
ist £ (B) ein spezielles Borelsches Sieb in E, und die durch £ (B) erzeugte 
Menge ist, wie beim Beweise von 44-1*3 gezeigt, die Menge A. 

44-3-11. Jede analytische Menge A des metrischen Baumes E wird er¬ 
zeugt durch ein abgeschlossenes Sieb in E. 

Sei B die im Beweise von 44*3*1 definierte Menge, J5° ihre abge- 
schlossene Hulle, und A' die durch £ (B°) erzeugte Menge; wir werden 
zeigen, daB A — A'. Da A die durch £ (B) erzeugte Menge und B Cl B°, 
ist A gi'; es ist also nur mehr zu zeigen, daB A' £ A, d. h. wir haben 
zu zeigen: ist (x, y v ) (v = 1, 2, . . .) eine Polge von Punkten aus B° mit 
Vi> Vs > • * - > y v > * • - > so ist xeA. Da ( x , y v ) s B° gibt es in B eine 
Polge von Punkten (x' v , y' v ) (v = 1 , 2, . . .), so daB y' ± > y' 2 > . . . > y v > . . . 
und x v x . Jeder Punkt ( xy ' v ) gehort zu einer der Mengen F ni7tz . . . n , 
sie habe die Indizes n 2 , . . . , n k ^; wegen y v+ i<i y v ist auch ^ +1 <L n\, 
fast alle n\ haben also denselben Wert ; ebenso haben fast alle n\ den- 
selben Wert n % usf. Da das Suslinsche Schema der Mengen M n ^ nz njs 
monoton war, ist also x' v e M n * fur fast alle v, x' v s M n * n * fur fast alle v usf. 
Da die Mengen M ni . . . nje abgeschlossen und x' v ~* x, ist also x e M n *, 
xeM n\nt usf - : es ist also xeM n *M n * n *.... . M n ., d. h. es ist 
x & A, w. z. b. w. 
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Sei B irgendeine Menge ^ExR x und A die durch das Sieb £ (B) er- 
zeugte Menge. 1st dann x s E — A , so gibt es in der Schicbt _Z?£ 2) von B 
keine Punktfolge ( x , y n ) (n = 1, 2, . . .) mit y x > y 2 > . . . > y n > . . 
d. h. die Menge f^ 2) ist, nach wacbsenden y geordnet, woblgeordnet; 
ibre Ordinalzahl bezeichnen wir mit g x ; wegen B^ ist nach 8-4*3 

£ x <Z co ± . — Sei nun M ^ E — A; gibt es ein <C co 2 , so daB £ x ^ £* 
fiir alle xsM, so beiBt die Menge B (das Sieb £ ( B )) limitiert auf M. 
Eine auf E — A limitierte Menge B (ein auf E — A limitiertes Sieb £ (B)) 
beiBe limitiert. 

Wir bezeicbnen im folgenden mit I n ^ n% ... n k die Menge aller Punkte 
{{ni)) des B 0 , deren erste k Stellen die Werte n x ,n 2 , . . . , n k baben. Ferner 
bezeicbnen wir, wenn A ^ E, B gj E xP 2 , als den sieb nacb A projizie- 
renden Teil von B, in Zeichen Bp A, die Menge aller ( x, y)eB, fur die 
x s A. Ist A eine Borelscbe Menge in E und B eine Borelsche Menge in 
E xB 1 , so ist aucb Bp A eine Borelscbe Menge in E x P 2 , denn nacb 
33-7*2 ist A X R 1 eine Borelscbe Menge in E X B 1 , und B p A = B . (A X Bj). 

44*3-2. 1st E separabel und vollstdndig, £ (B) ein spezielles Borelsehes 
Sieb in E und A die durch £ (B) erzeugte Menge, so ist £ (B) limitiert auf 
jeder zu A fremden analytischen Menge M in E. 

Wir nebmen an, £ (B) sei niebt limitiert auf M, und leiten daraus einen 
Widersprucb ber. Nacb 42*5*4 ist B = S B v ", wo die B v bezuglieb E ein- 

deutige Borelscbe Mengen in E X B x bedeuten; ist dann B u B v der unter B v 
liegende Teil von B (§ 43, 2), so gibt es, da B niebt limitiert auf M , nacb 
8*4*1 einen Index v x , so daB aucb B u B v niebt limitiert auf M; dann 
ist B v unabzahlbar. Nacb 40*5*4 gibt es eine eindeutige stetige Abbildung 
P des JR 0 auf M, und nacb 42-3*2 gibt es eine schbcbte stetige Abbildung 
P x des B 0 auf eine Menge ^ B v ^, so daB B Vx — P (1) abzahlbar; dann 
ist aucb B u niebt limitiert auf M ; und da M — P(B 0 ) — SB (/„ ), 
-B™ = P x (R 0 ) = SP 1 (!„'), also: 

(B « BW) p M — S (B u P x (/„/)) p P (/,,). 

gibt es zwei Indizes n x , n\, so daB B u P 1 (I n ') niebt limitiert auf P 
Da nacb 42-3*3 P x (/„/) eine Borelscbe Menge, ist nacb 43*2*4 aucb 
B u P x (!„') eine Borelscbe Menge in E X P 2 . Nacb 42*5*4 ist B u P x (I n ') 
= S B^P, wo die JBj 1 * bezuglieb E eindeutige Borelscbe Mengen bedeuten; 

V 

da B u P ± (/„') niebt limitiert auf P (/„) ist, gibt es einen Index v 2 , so daB 
aucb B u B^ niebt limitiert auf P (7 n ) ist. Nacb 42*3*2 gibt es eine 
sebliebte stetige Abbildung P 2 des JR 0 auf eine Menge J5 (2) £ B ^, so daB 
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B^ — jB ( 2 > abzahlbar; dann ist B (2) ^ B u J5 (1) and es ist aach 7? w B {2 > 
nicht limitiert aaf P (I n ) ; wegen: 


P (J % ) = s P (/„ „), p (2) = P 2 (Po) = „s t 


ist; 

(B u £™) P P(I n j = S (5«? S (4;'„;'))?P(/ V ,); 

n s , n^, n a 7 

-wegen P 2 (/„<> „;/) £ P (2) <5 P 24 P 1 (7„/) ist aacb: 


p«P 2 (Ini'<') ( J »;) (=sb u p 1 

n 2 

also: 

BuP z (/„” = S(Bu P 1 (/„- . P M P 2 (/„" „y)), 

« a 

mit-hin: 

(P « P< 2) ) p P (Z,,) = S „{BuP 1 (I K n ').Bu P 2 (/„« „»)) p P (Z Bi „.), 

« 2 , , n 2 

and da BuB nicht limitiert aaf P(7„ ) s gibt es Indizes n 2 , n 2 , n", 
, so daB BuP^ (I n f %n [) . BuP 2 (^»£'»") nicht limitiert aaf P {I n ^ n J. In- 
dem wir so weiter schlieBen, erhalten wir eine Folge schlichter stetiger 
Abbildangen P x 9 P 2 ,, P* , ... des P 0 aaf Mengen B (i) gj B , die 
beziiglich E eindeatig sind, and far die g B u B^ gilt, sowie 

Indizesfolgen ({n h ))» ((n' k )) 9 ((»*)) > - •> ((™ ( ,?))* • * so daB die Menge: 

B u Pi (/„/ „/. .. n 0 . Bu P 2 *" . . . . BuP k (4<*> n <*> ... „»>)) 

nicht limitiert aaf P (7 Hx n 2 . . . ist. Sei 2* der Pankt ((n k )) des P 0 and ^ 
der Pankt fan$)) des -^o (i == 1, 2, . . . ) , ferner a;* der Pankt P (t*) sM 

and (x*, y*) der Pankt P* (£*) a B^K Da B u Pi (J n (O n W . . . „(*)) far 7 ^ i 

nicht hmitiert aaf P (7 n 7l # gibt es sicher eine Folge von Pankten 

fak , Vh) e Pi (7 n (i) n <S) . .. n <£>) mit x k a P {I Ux n 3 .. . n k ) > wegen der Stetigkeit 
von P gilt dann x k —*x*; da aach (x*, y*) a Pi (7 n C0 n <»). „0p) far alle 7, 

folgt aber aas der Stetigkeit von P* aach x k —>x*; also ist x* — x* , also 
Pi (ti) = (a;*, y?) . Da ^ B u B^ and P* fa) a B w , ist ferner 

y* +1 < y*. Wir haben som.it gefunden: ist £ (7?) nicht limitiert aaf AT, 

so gibt es in B eine Panktfolge (a;*, y*) (i = 1, 2, . . .) , so daB a;* e J7, 

yj +1 < 2 /*. Dann aber wurde x* zu der darch £ (7?) erzeagten Menge 
A gehdren, im Widersprache zar Annahme M £ E — A. 


Literatar: W. Sierpihski, Fund. math. 17 (1931), S. 77. N. Lusin, Le?. 
s. 1. ensembles analytiques S. 183. 


4. Die Konstituenten. Sei wieder B eine beliebige Panktmenge in 
E X P ± and £ (B) das darch sie gelieferte Sieb. Wie in § 42, 6 bezeiehnen 
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wir die Menge aller Minimalpunkte einer Menge M g E X mit M (m K 
Wir definieren nun zu jeder Ordinalzahl £ eine Menge Bg durch: 

(4) -B 0 = B > -Bf — B — S (*„)<->. 

Setzen wir noch (B^ m) — <7* , so ist B f+1 = B t — G ( t . X>ie Projection 
von in den Raum E bezeichnen wir mit . Offenbar ist B § g B ^ f , 
<7j g <7j, fur £ < £'. Die Mengen <7^ sind eindeutig bezuglich E; ist ccs 
und (x, y) sCg , (x, y') e B^ (£ C £'), so ist y <. y'; insbesondere: ist 
x s C*g , (x 3 y) eC § 9 ( x, y') a C s , (£ C £'), so ist y < y r . 

Wir setzen nock: 

o;* - d c* 

wobei fur £ — 0 zu setzen ist: D C* — E; dann ist <7^ = Oj* 1 fur alle £, 

r}<£ 

44*4*1- 1st x a Cg* , so hat die Schicht B^ von B die Gestalt : B^ = 
wo Wt, nach wachsenden y geordnet, eine wohlgeordnete Menge 
der Ordinalzahl £ ist. 

1st x a <7J* * so gibt es zu jedem rj < £ genau einen Punkt ( x, y n ) e C 7} , 
wobei y n < y n , fur rj <Z.r}' (<C £); die Menge W s der Punkte y n (?] C £) 
ist also wohlgeordnet, und hat naeh 7-3*1 die Ordinalzahl £. Da B^ 

= -B - S' (-B ) < ” I) = B- S C„ , ist Bf> = (B t )^ +W ( . 
v <i 

44*4*2. Fur £ ^ co 1 ist C J* — A. 

Dies folgt aus 44-4-1 und 8-4-3. 

Nun setzen wir: = <7|* — • Wegen 44-4-2 ist K § = A fur £ ^ o > 1 . 

Die Mengen K? (£ <Coo^) heiBen die Konstituenten von E bezuglich 
des Siebes £ (J3). Das System der Konstituenten (£ < co x ) ist disjunkt. 
44*4*3. Es ist E = S . 

S<CO 1 

Denn wegen <?* = E ist E = S (C** — G^) + = 5 K* + <7**; 

£<a>i 1 i<a>i 1 

die Behauptung folgt also aus 44-4-2. 

44*4*4. 1st A die durch das Sieb £ (B) erzeugte Menge und x a Kt, so ist, 
damit x e A sei, notwendig und hinreichend, dap (B^f^ 3 A se ^- 

Kotwendig: Ist (B^)^ — A , so ist nach 44-4-1 B^ wohlgeordnete also 
xeE — A . Hinreichend: Wegen xeK^(—C*^ —1st x~sC*^, 
d. h. x~eCf, es ist also B^p Cg = A, d. h. B^ (B^ m) — A; ist also 
(Bg)^ 3 A, so gibt es in (-6*)^ 2> kein kleinstes y, somit ist JS£ 2) nicht 
wohlgeordnet, also x s A. 

44*4*41. 1st A die durch das Sieb St (B) erzeugte Menge, so ist — A die 
Menge aller x s E, fiir die die Schicht B { p bei Ordnung nach wachsenden y 
wohlgeordnet von der Ordinalzahl £ ist . 

Dies folgt unmittelbar aus 44-4*4 und 44-4*1. 
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44-4-5. 1st E separabel und vollstandig und ist 2 (jB) ein spezielles BoreL 
sches Sieb in E, so ist Bt (£ < co x ) eine Borelsche Menge in E XB X . 

Dies folgt wegen 42*6*21 aus der Definition (4) der Mengen B^ durch 
transfinite Induktion. 

444*51. Ist E separabel und vollstandig und ist 2 (B) ein spezielles Bar el- 
sches Sieb in E, so ist jede Konstituente (f < oof) eine Borelsche Menge 
in E. 

Wegen 44*4*5 und 42*6*21 sind die Mengen C* = (Bff m ^ Borelsche 
Mengen in E X B 1 . Da eindeutig bezuglich E, ist nach 42*4*5 auch die 
Projektion G J von in den Raum E eine Borelsche Menge in E, also auch 
C** = D Cl , also auch K $ = C\* - C** +1 . 

444*6. 1st E sepambel und vollstandig, ist 2 (B) ein spezielles Barelsches 
Sieb in E, ist A die durch 2 {B) erzeugte Menge und M eine zu A fremde 
analytische Menge in E } so gibt es ein < co 1 , so daft MK* = A fur f f *. 

Dies folgt aus 44*3*2 und 44*4*41. 

44*4*7. 1st E separabel und vollstandig und ist 2 (B) ein spezielles Borel - 
sches Sieb in E, so ist, damit die durch 2 (B) erzeugte Menge A eine Borelsche 
Menge in E sei, notwendig und hinreichend, daft 2 {B) limitiert sei. 

Notwendig: Ist A eine Borelsche Menge in E, so auch E — A ; die Be- 
hauptung ist also enthalten in 44*3*2. .Hinreichend: Ist 2 (jB) limitiert, 
so gibt es wegen 44*4*41 ein f* <co 1 , so dafi — A = A fur £ > ; 

dann ist nach 44*4*3 E — A — S (K& — A ). Bezeichnen wir mit Bl 

* 

die Projektion von B^ in den Raum E, so ist nach 44*4*4: — A = 

K | — B*. Nach 44*4*51 ist eine Borelsche Menge in E: nach 44*4*5 
und 42*4*5 ist B ^ eine Borelsche Menge in E, also auch Kt — A, also auch 
E — A, also auch A . 

Literatur: N. Lusin, Leg. s. 1. ensembles analytiques S. 187. IST. Lusin u. W. 
Sierpiiiski, Journ. de math. (9) 2 (1923) S. 53. 



Nachtriige und Erganzungen. 

Am Schlusse von § 25, 4 (S. 181) ist einzufugen: 

254*2. Ist f eine Funlction auf der separablen Menge A, so gibt es nur 
abzdhlbar viele FunJctionswerte von f, die Maxima ( bzw. Minima) sind. 

Sei H 1} H 2 , . .., H n) ... ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A 
offener Mengen (§ 13, 1). Ist y ein Maximum von /, so gibt es ein as A 
und eine Umgebung U a> so daB f(a)—y und f(x) <> y fiir alle xsA U a ; 
also gibt es auch einen Index n y) so daB asH n und j(x) <iy fur alle 

xsH„ ; ist aucb z ein Maximum von /, so gibt es ebenso ein a* s A und 

n y 

einen Index n z , so daB f(a') = z, a f sE n ^ f{x ) ^ z fur alle xsH . Ist 
2 =f=y, so ist offenbar n z =t=n yi d. h. verscbiedenen Maxima von / sind 
verschiedene Indizes n zugeordnet; also gibt- es nur abzahlbare viele 
Maxima von /. 

Literatur: W. Sierpiiiski, C. B. Yars. 1912, S. 236; Prace mat.-fis. 27 
(1916) S. 17. 

Zu § 30, 2 (S. 234): Satz 30*2*1 hat zu lauten: 

30*2*1. 1st ZLef5(@), so ist ©(6) £=$(©)<,; ^ st so ist 

©(©) £g(@)** IstEs®( S), soist%(&) £©(©),; to^e©(@), so 

g(@)S@(@) a . 

Zu § 30, 2 (S. 236): In 30*2-3 und 30*2*31 ist die Voraussetzung Es^Ut 
hinzuzufiigen. 

Zu § 31. Die in der Literatur zu § 31 angefiihrte -Abhandlung von 
Sierpiiiski ermoglicht es, einige Satze dieses Paragraphen einfaeher 
und systematischer zu beweisen. 

Man kann § 31, 5 (Das Mengensystem 9ft}) und § 31,6 (Das Mengen- 
system 9ft*) unmittelbar an § 31,1 schlieBen, indem man den Beweis von 
31*6*1 durch den folgenden ersetzt: 

Aus 3*7*4 folgt 9ft* g 9ft 2 9ft 2 . Bleibt zu zeigen 9K 2 9K 2 C 2ft*, 
d. h.: ist Ae9ft 2 9R 2 , so ist auch As9ft*. Sei also Aa9R 2 8ft 2 ; dann ist 
A = D J3, = S Oi mit Bis 9ft 1 , <7,£9ft,; hierinist weiter -5 B .*, C7 4 = 
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mit B ik s 501, C ik a^R, und nach 8-5*2 kann angenommen werden: 

£ B ik , <7 iJfc+1 £<7 iJt . Wir setzen: P ik = B lk B 2k . . . B ik C ki , Q n = P ln 
+ P 2n -h • - P nn - Dann ist es geniigt also, zn zeigen: 

4 = T Am Q r 3 d. h.: ist as A, so ist auch asQ n fiir fast alle n, 

n 

und ist a — & A, so ist auch a ~ e Q n fur fast alle n . — Sei also as A ; 

dann gibt es ein i *, so daB asC ; dann ist auch ctsG iilfk fiir alle 

Jc; ferner ist asB i iur alle i; zu jedem i gibt es also ein Jc i3 so daB asB ik 
fiir Jc '^7c i ; setzen wir Jc* — max (Jc l3 Jc 2 , ..., Jc^), so ist also as B ik fur 
z = 1, 2, . . ., i * und Jc ^ Jc* ; also ist as P i * k fiir Jc ^ Jc*, also auch asQ n 
fiir n ^ max (i*, Jc*). Sei sodann a~eA; dann gibt es ein i*, so daB 
a^~ s B im ; dann ist auch a~sB i * k fiir alle Jc, also auch a~sP ik fiir i > i* 
und alle Jc; ferner ist a~sCi fiir alle i ; zu jedem i gibt es also ein Jc i3 
so daB a~sC ik fiir & ^ ; setzen wir k* =max (Jc l3 Jc 2 , . . ., &**), so ist 

also a~sC ik fiir i — 1, 2, ..., i* und Jc Jc*; also ist a~sP ik fiir 
i— 1,2, . . ., i* und Jc ^ Jc* ; und da, wie schon gezeigt: a~sP ik fiir 
i ^ i* und alle Jc, ist a~sQ n fiir n^Jc*. 

Zu Beginn von* § 31, 2 fiige man die Definition ein: Das Funktionen- 
system <© auf E heiBe (abweichend von der in der Algebra iiblichen 
Terminologie) ein Ring, wenn aus und f 2 s © folgt: max (/ x , / 2 )£ 0, 

min (f x , f 2 ) s ©. Dann gilt: 

31*2*0. Ist © ein Bing, so auch © x und © x . 

In den Satzen 31-2*2, 31*2*21, 31*2*3 und in Formel (2) S. 242 kann 
die Voraussetzung, © sei autark, ersetzt werden durch die Voraussetzung, 
© sei ein Ring. 

Auf S. 244 fiige man den Satz ein: 

31*3-0. Ist © ein Bing , so auch ©*. 

In den Satzen 31*3*3, 31*3*31 kann die Voraussetzung, © sei autark, 
ersetzt werden durch die Voraussetzung, © sei ein Ring. Nach Satz 
33*3*31 fiige man ein: 

Wir bezeichnen ein Funktionensystem ©, fiir das ©J = © ist, als ein 
/{-System. Dann gilt: 

31*3*32. Ist © ein Bing, so ist © x das Jcleinste ju-JSystem iiber ©. 

Nach 31*3*31 ist ©* ein /{-System. Sei ein /{-System iiber ©, d. h. 
© £ X — S£ x ; aus © g % folgt ©5; £ , also © x £ 

Auf S. 246 fiige man den Satz ein: 

31*4*0. Ist © ein Bing, so auch ©*. 

Die Satze 31*4*2, 31*4*4 sind zu ersetzen durch: 

31*4*2. Ist © ein Bing , so ist ©* —© 2 © 2 . 
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Der Beweis, daB 3* 3 2 3 2 , bleibt ungeandert. Es ist noch zu zeigen, 

daB 3 2 3 2 £ 3*, d. h.: ist fs 3 2 3 2 , so ist auch Sei also fe 3 2 3 2 ; 

dann ist / = lim = Bm /", wo f-eS 1 , /" £ <B X und f i+1 f/ +1 S:/"; 

Merin ist weiter /; = lim f ik , /" = lim/" mit f ik e<3, f" k e<B, f' ih+l ^f- k , 

fi'*+1 Wir setzen: fo= . . .,//*,//*), /„ = max „, 

9zn> ■ ■ ■> 9nn) - Dann ist f n e<S, es genugt also, zu zeigen:/ = lim/ n , 

n 

d. h.: ist w <C/(r), so ist auch u<Cf n (x) fur fast alle n, und ist u>f(x), 
so ist auch ^ > f n (x) fur fast alle — Sei also w <f(x); dann ist auch 
uCf'/ix) fur fast alle i ; sei etwa u Cf-l(x); dann ist auch u<f-* k (x) 
fur alle &; ferner ist u <C. f'^x) fiir alle i ; zu jedem £ gibt es also ein 
k i3 so daB u <f' iJc {x) fiir k ^ ^; setzen wir k* = max (^ 1? & 2 , . . ., k ^), 
so ist also uC f' ik {x) fiir i=l, 2, . . £* und k ^ k*; also ist 

u < fiir k^k*, also auch u Cf n (x) fiir n ^ max (i*, i;*). Sei 

sodann u^>f(x); dann gibt es ein i*, so daB u’^>f^(x); dann ist auch 
u >fi*k( x ) f^ r a ll e also auch u ;> g ik (x) fiir i ^ i* und alle k; ferner 
ist u >f"(x) fiir alle i; zu jedem i gibt es also ein k i} so daB u 
fiir k ^ ki; setzen wir k* — max (k x , k z , . - ., k im ), so ist also u > f ik {x) 
fiir i — 1, 2, , i* und k ;> k* ; also ist u > g i;fc (a;) fur £ = 1, 2, . . . , £* 

und k ^ k* ; und da, wie schon gezeigt: u > g ik (x) fiir i ^ i* und alle k, 
ist u > f n (x) fiir n ^ k* . 

In den Satzen 31-4.41, 31-4-5 kann nun die Voraussetzung, X sei autark 
und additiv, ersetzt werden durch die Voraussetzung, X sei ein King. 
Der Beweis von 31-4-5 ist zu ersetzen durch: 

ISTach 31-3-0 ist ein King, also nach 31-4-2: (St*)* = ($£j) 2 . (StJ) 2 . 
Hierin ist (5£i) 2 = ((^J) 1 )! ; nach 31-8-3ist (St*) 1 = St 1 , also (Sti) a = (St 1 )! — St 2 ; 
ebenso ist (Sti) 2 = X 2 . Also ist nach 31-4-2: (St 1 )* = X 2 St 2 = X* . 

Sodann fiige man ein: 

31-4-51. Ist 3 ein Ring, so ist ((g*) 1 = @ 2 , (3*)x = 3 2 . 

Da nach 31-4-2 3*S© 2 ? ist (3*) 1 £ (3 2 ) 1 ; da hierin 3 2 = (3 1 ) 1 und 
<B ± nach 31-2-0 ein King, ist nach 31-2-21: (<S 2 ) 1 =3 2 , also (3*) 1 S ( S 2 - 
Da 3 X £ 3* 5 ist auch umgekehrt 3 2 == (Si) 1 £ (3*) 1 . 

31*4*52- 1st (3 ein Ring, so ist 3* ein /x-System. 

Denn nach 31-4-51 ist (3*)J — 3 2 3 2 , also nach 31-4-2 (3*)i = 3*. 

In 31-4-6 kann die Voraussetzung, X sei autark, ersetzt werden durch 
die Voraussetzung, X sei ein King. 

Zu § 32, 2 (S. 252, 253): In Satz 32-2-1 kann die Voraussetzung, 3 sei 
autark, ersetzt werden durch die Voraussetzung, 3 sei ein King. In 
Satz 32-2-11 kann die Voraussetzung, 3 sei vollig autark, ersetzt werden 
durch die Voraussetzung, 3 sei ein King und ein System. 

Hahn, Keelle runJxtionen.. 


26 
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Zu § 34* 1 (S. 277): Neben 34*1*2, 34*1*21 treten die ganz ebenso zu 
beweisenden Satze: 

344-20. 1st © ein Ring, so ist fur jedes f ^ 1 auch & und ©^ ein Ring. 

344*22. Ist © ein Ring und f Grenzzahl , so auch das System (1*11) 
ein Ring. 

In 34*1*3, 34*1*31, 34*1*32 kann die Voraussetzung, © sei autark, er- 
setzt werden durch die Voraussetzung, © sei ein Ring. 

Neben 34*1-4 tritt: 

34*1*40. Ist © ein Ring, so ist fur jedes f ;> 1 ©^ und ©^ ein ju-System. 

Denn nacb 34*1*3 und 34*1*32 ist (© f ) 1 = © f+1 , (S 1 ) 1 = &, also nach 
84*1*1: (©*)J = @* +1 ©* = ©*. 

Zu § 34,2 (S. 279, 280): Aus 34*1*20 folgt: 

34*2*21. Ist © ein Ring , so t’stf fur jedes f ^ 1 ©| em 

In 34*2*3 und 34*2*31 kann die Voraussetzung, © sei autark, ersetzt 
werden durch die Voraussetzung, © sei ein Ring. Aus 34*2*3 folgt dann: 

34*2*32. Ist © ein Ring, so ist fiLr jedes £ ^ 1 ©f ew /u-System. 

In 34*2*8 und 34*2*61 kann die Voraussetzung, © sei autark und ad- 
ditiv, ersetzt werden durch die Voraussetzung, © sei ein Ring. 
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Abbildung 3, 148; A. analytischer 
Mengen 347; A. Borelscher Mengen 
269, 374. 

abgescblossen bis auf eine Menge 
erster Kategorie 137. 
abgescblossen in einer Menge 61. 
abgescblossene Halbgerade — Menge 
aller Punkte x g> a oder x a des 
R l9 des R l ; a. Hiille 57; a. Hiille in 
B 62; a. Kngel 54; a. Menge 54, 58, 
60, 81; a. Umgebnng 55. 
abgescblossenes Interval! im 413; 
im B 1 180; im R n 146; a. Mengen 
system 10^ 14; a. Sieb 393. 
abgesonderte Mengen 85, 87. 
Ableitnngen einer Menge 76.' 
Abscbnitt einer wohlgeoxdneten 
Menge 35; A. eines Suslinschen 
Schemas 339. 

Abschnittsumme 339. 
absolut abgeschlossene Menge 118; 
a. analytische Menge 346; a. Borelsche 
Menge 269; a. perfekte Menge 123. 
absolute Menge 269; 

'*a. Eigenschaften 68. 
absolutes F a 118; a. G d 126; a. Maxi¬ 
mum, Minimum 180, 185, 299. 
Ab'stand zweier Punkte 47, 184; eines 
Punktes von einer Menge 51, 93, 184; 
zweier Mengen 51, 94. 
absteigend wohlgeordnetes Mengen- 
system 81. 

Abweichung zweier Mengen 52, 108, 
124. 

abzahlbar unendlicbe Menge 23. 
abzahlbare Menge 24. 
abzahlbarer Grdnungstypus 30. 
abzahlbares Sieb 391. 


additives Eunktionensystem 238. 
Adharenz 75. 

ahnliche Abbildung 30; a. Mengen 30. 
ambige Bairesche Funktion 279, 284; 

a. Borelsche Menge 261, 264. 
analytische Menge liber 342; a. 
Menge in E 344; a. M. in Produkt- 
raumen 351. 

analytisches Sieb 393. 

Anfangszahl 43. 

aquivalente Aussagen 1; a. Mengen 20 ; 

a. Siebe 391. 

Aquivalenzsatz 41. 
asymmetrische Relation 20. 
aufsteigend wohlgeordnetes Mengen- 
system 80. 

ausgezeichnetes System offener Men¬ 
gen 77. 

Aussage 1. 

Aussagenfunktion 1. 

Auswahl 9. 

Auswahlaxiom 9. 

Aus wahlrelation 9. 
Auswahluberdeckung 96. 
auBerer Punkt 59. 
antarkes Eunktionensystem 236. 

B-Eunktion 332. 

%, 58 f -, S8f-Menge 264; S3 1 -, S^-, S9J-, 
$6 2 -, $8 2 -Mengen 264; $B 2 -Mengen 265, 

• 303. 

35-trennbar 369; 33^-trennbar 

267; $|-trennbar 266, 274. 
Bairesche Eigenschaft einer Eunktion 
356, einer Menge 354; B. Eunktion 
uber (g 277, 279; B. Eunktion in 
E 284, 302, 345. 


26* 
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Bairescb.es System 278. 

Begrenzung, Begrenzung spunk 159. 

beiderseitiger Haufungspunkt 171, 
208. 

Bereick 232; B. einer Funktion 4, 180; 
B. einer impliziten Funktion 390; 
B. einer Relation 3. 

beschrankte Funktion 180, 185; b. 
Menge 52; b. M- in vollstandigen 
Raumen 124; b. Menge von Zaklen- 
folgen 225; b. Pnnktfolge 113. 

Bild, Bildmenge 3. 

Bildpunkt 159. 

Borelselie Menge uber 3k 258, 261; B. 
Menge in E 264, 344; B. M., deren 
Scbicbten abzahlbar sind 379; B. M. 
in Produktraumen 270; B. M. und 
Bairesche Fnnktionen 280, 285. 

Borelscbes Sieb 393; B. System 260. 

©|-Funktionen 284; mit An- 
naherung q eine G£|-Funktion 291; 
im Punkte a eine (£|-Funktion 292; 
im Pnnkte a mit Annabernng q eine 
&f-Fnnktion 292. 

s 

©|-konvergent 309. 

Cantors ekes Biskontinuum 124. 

Cauckyscke Folge von Punkten 112; 
von nickt leeren Mengen 124. 

ekarakteristiseke Funktion 5; ck. F. 
v. Rim A n , Rim A ni Bim A n 19; ck. 

n n 

F. einer bis auf eine Menge erster 
Kategorie offenen Menge 204; ck. 
F. einer Borelscken Menge 286; ck. 
F. einer Menge, die die Bairescke 
Eigenschaft kat 356. 

5-Forper 16; d-ProzeB 15; <5- 

' Ring 16, 260; <5-System 15, 241, 
260, 266. 

Darbouxscke Fnnktion 186. 

darstellende Menge (die eine Fnnktion 
d. M.) 295, 387. 

Diagonalen: Ordnung einer Doppel- 
folge naek 30. 5. 

dickt geordnete Menge 29. 


dickte Menge 63, 65. 
dickt er Ordnung sty pns 30. 

Differenz von Mengen 6. 
disjunktes dyadisekes Schema 122; 

d. dyadisekes Teilsehema eines Sus- 
linschen Sckemas 363; d. Mengen- 
system 10; d. Suslinsches Sckema 370. 

diskontinnierlicke Menge 102. 
Biskontinu um 122. 
Bistributivgesetze 6, 9, 10, 22. 
Divergenzmenge einer Funktionen- 
folge 320. 

Di vergenzpnnkt einer Funktionen- 
folge 211. 

IOoppelf olge 5, 7. 

IOreiecksnngleickung 48. 
Dualbruck 25. 

Durckmesser einer Menge 52. 
Durckschnitt von Mengen 6, 7. 

IOurckscknittsatze 94, 119. 
dyadisck darstellbare Menge 121; d. 
rationale Zakl 25. 

dyadiseke Folge 119; d. Ordnung 
einer Doppelfolge 5. 
dyadiseker KLomplex 119. 
dyadisekes Diskontinuum 122, 127, 
173; d. Sckema 120. 

eckter Teil einer Menge 2. 
eigentlickes Maximum (Minimum) 
einer Funktion 181. 

eindeutige Abbildung 4; e. Menge 382; 

e. Relation 4; e. stetige Abbildung 159, 
295; e. st. A. eines dyadiseken Diskon- 
tinuums auf ein Intervall 161, auf ein 
Quadrat 161; e. st. A. e. Intervalles 
auf ein Quadrat 167. 

eindeutiges stetiges Bild — stetiges 
Bild 159. 

ein-eindeutige Abbildung ( Relation) 4. 
einfach-gleichmaBige Xonvergenz 211. 
eingesekrankt: auf O e. Teilabbildung 
156, Teilfunktion 180. 
ein-mekrdeutige Abbildung (Rela¬ 
tion) 4. 

Einsckiebungssatze fur Funktionen 
252, 283, 287, 300; fur Mengen 251, 
263, 266. 
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einseitige Hiille einer Funktion 208; 

e. Scbrankenfunktion 209. 
einseitiger Grenzwert 209; e. Hau- 
fungspunkt 171, 208. 
endlicbe Funktion 180; e. Zahl 177. 
endlicher Systembruch 25. 
Entfernung zweier Punkte 47, 184; 
eines Punktes von einer Menge 51, 93, 
184; zweier Mengen 51, 94. 
erster Art (Unstetigkeitspunkt e. A.) 

210; e. Kategorie s. Kategorie. 
erstes Element einer Menge 29. 
Erweiterung einer Abbildung 156; 
einer eindeutigen Abbildung 164; 
einer halbstetigen Funktion 300; 
einer Homoonaorphie 174; einer ste- 
tigen Funktion 255. 
Erweiterungssatze fur Funktionen 
254, 283, 288, 300, 388; fiir Mengen 
253, 263, 267, 346. 

Existenzsatze fur analytische Mengen 
352; fiir Bairesche Funktionen 294; 
fiir Borelscbe Mengen 274. 

E ff -Mengen 60, 62, 131, 313. 
(&)-facher Punkt einer Abbildung 361, 
379; (&)-f. Wert einer Funktion 365, 
379. 

Faktorenraum 168. 

fast alle Glieder einer Folge 5. 

Feld einer Relation 20. 

Folge 5; F. Bairescber Funktionen 
309; F. Borelscbe Mengen 312; An- 
ordnung von Folgen natiirlicher Zab- 
len 45. 

formal aquivalente Aussagenfunktio- 
nen 1; f. a. Relationen 3. 
for male Implikation 1. 
fremde Mengen 7. 

Funktion 4, 180. 

G b -Mengen 60, 62, 135, 138. 
y 1 -, y z ~, /^-System 316. 

Gebiet 102. 

Gegenbereieb einer Relation 3. 
genau eine 58^-, $8 J- Menge 274; 

g. eine <S £ -, d’-, (if-Funktion 294. 


geordnete Menge 29. 
gerade Ordinalzabl 39. 
gescblossenes Funktionensystem 238. 
gesiebte Menge 393. 

Gitterpunkt 50. 

gleiebgradig stetige Funktionenfolge, 
Funktionenmenge 228. 
Gleichheitsrelation 20. 
gleicbmaBig stetige Abbildung 156, 
164; gl. st. Funktion 185, 299. 
gleichmaBige Konvergenz 215, 216; 
gl. K. in einem Punkte 214, 217; 
Punkt gleicbmaBiger K. einer Funk¬ 
tionenfolge 218. 

Grenzf unktion einer Funktionenfolge 

211 . 

Grenzpunkt einer Punktfolge 109. 
Grenzsclwankung einer Funktionen¬ 
folge 223; einer Funktionenmenge 227* 
Grenzwert einer Funktion 181,199,200* 
Grenzzabl 38. 

Grundzabl eines Systembrucbes 25. 

halbbeschrankte Menge von Zablen- 
folgen 225. 

Halbgerade s. abgescblossene, offene 

H. 

halbkompakte Menge 95. 
balboffenes Interval! im R x 413; im 
R x 180; im R n 146. 

halbscblichte Abbildung 375, 381; 
b. Funktion 378. 

balbscblicbtes stetiges Bild 373. 
balbstetige Abbildung 148; b. Funk¬ 
tion 296, 298, 304. 

Haufungspunkt einer Menge 56, 68; 

H. einer Punktfolge 108. 
bebbar unstetige Funktion 198. 

Hobe einer Menge in einem Sieb 391. 
bomoomorphe Abbildung 169; b. 

Mengen (Raume) 47, 169. 
Homoomorpbie 169. 

Hiille einer Funktion 188; H. e. F. bei 
Vernaeblassigung von 3k-Mengen 201. 

Implikation 1. 
implizite Funktion 390. 

Induktion 38- 



406 


Sachregister. 


Infimum einer Folge Bairescher Funk- 
tionen 315; einer Funktion 180; einer 
Zahlenmenge, Zahlenfolge 179. 
iunerer Punkt 55. 
insichdichte Menge 71. 
insichdichter Kern 74. 
in si'ch kompakte Abbildung 150; 
i. s. k. Menge 92, 121, 161; i. s. k. M. 
im H n 145- 

in sick von erster, zweiter Kate- 
gorie 134. 

Intervall im 413; im R 1 180; im 
B n 146. 

Inverse einer geordneten Menge 29. 
inverse Abbildung (Relation) 3, 152; 

i. Sehrankungstransformation 178. 
inverser Ordnungstypus 30. 
irrationaler Punkt des R n 50. 
isolierte Menge 70, 85; i. Zahl 38. 
isolierter Punkt 68. 
isometrische Raume 48. 

Kardinalzahl 21. 

Kategorie: Mengen erster, zweiter K. 
130; von erster, zweiter K. in einem 
Punkte 131; in sich von erster, 
zweiter K. 134. 

Kern eines Suslinschen Schemas 339. 
Kernmenge einer Punktion 206. 
Kette 100. 

Klasse einer Baireschen Punktion 279, 
284; Punktionen erster Kl. 302, 309; 
F. zweiter Klasse 305; F. dritter 
Klasse 307. 

Koharenz 75, 95. 

kompakte Funktionenmengen 231; 
k. Mengen 91; k. M. im JEi n 145; 
k. M. in vollstandigen Raume n 115; 
k. Mengen von (£|-Funktionen 310. 
Komplement einer Menge 2, 6, 46. 
komplementar-analytische Menge 
352, 355, 358. 

Komplex 5. 

Komponente einer Menge 101. 
Konstante 180. 

Konstituente 397. 

Kontinuum 102. 
Kontinuumb.ypoth.ese 44. 


konvergente Folge Bairescher Funk- 
tionen 309; k. Folge stetiger Funk- 
tionen 220; k. Funktionenfolge 211; k. 
Mengenfolge 105; k. Punktfolge 109; 
(5j-konvergente Funktionenfolge 309. 
Konvergenzmenge einer Funktionen¬ 
folge 320. 

Konvergenzpunkt einer Abbildung 
157; einer Funktionenfolge 211. 
Koordinaten eines Punktes im JR n , im 
jR* 50 . 

Korper 12; S -, cr-Korper 16, 262, 266. 
Kugel 48. 

1-System 19, 251, 263, 266. 
leere Menge 2; 1. Relation 3. 
letzte Ableitung 76; 1. Koharenz 76, 81. 
letztes Element einer Menge 29. 
Limes einer Folge von Ordinalzahlen 
44; einer Mengenfolge 18; einer 
Punktfolge 109. 

Limes superior, inferior einer Folge 
Bairescher Funktionen 316; einer 
Folge Borelscher Mengen 313; einer 
Folge stetiger Funktionen 305; einer 
Funktionenfolge 316; einer Mengen¬ 
folge 17. 

limitierte Menge 395. 
limitiertes Sieb 395. 
lineare Menge 208. 
linksseitig stetige Funktion 210. 
linksseitige obere, untere reduzierte 
Schranke, Schrankenfunktion 209; 
1. reduzierte Hiille einer Funktion 208. 
links sei tiger Grenzwert 209; 1. Hau- 
fungspunkt 171, 208. 
lokal-zusam menhangende Menge 
102, 164. 

Lxickenschnitt 32. 

Lusinsches Sieb 391. 

^-System von Funktionen 400, von 
Mengen 249. 

Machtigkeit 21; M. des Kontinuums 
26; M. eines Ordnungstypus 30. 
Maximum einer Funktion 181, 399. 
mehr-eindeutige Abbildung (Rela¬ 
tion) 4. 
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Menge 2. 

Mengenfolge 7. 

Mengensystem 10. 

metrische Axiome 47; m. Menge 
(metrischer Raum) 47. 

metrisierbarer Raum 91. 

Metrisierung 88. 

mindestens A-facher Punkt einer Ab- 
bildung 361, 378; m. &-faeher Wert 
einer Funktion 365, 379. 

Minimalpunkt einer Menge 383. 

Minimum einer Funktion 181, 399. 

Mittelpunkt einer Kugel 48. 

mono ton abnehmende (wachsende) 
Fnnktion 215, Funktionenfolge 214, 
Mengenfolge 16; Limes einer m. 
Mengenfolge 19, 106. 

monotones Mengensystem 80; m. 
Suslinseh.es Schema 339. 

nacb 29. 

Kachfolger in einem Suslinschen Sche¬ 
ma 339. 

Kaherungseigens ehaf ten Bairescher 
Fnnktionen 291. 

Kahemngsgrenze einer Mengenfolge 
105. 

legation 1. 

Ketz 53. 

nirgends dichte Menge 64, 65. 

nor male Funktionenmenge (Fnnk¬ 
tionenfolge) 229. 

normaler Kern einer Funktionen¬ 
menge (Fnnktionenfolge) 229; n. 
Raum 86. 

nulldimensionale Menge 103. 

Kullfolge 173. 

obere Entfernung zweier Mengen 52; 
o. Naherungsgrenze einer Mengen¬ 
folge 104; o. Schranke, o. Scbranken- 
funktion 190, 300; o. reduzierte 

Schranke, o. r. Schrankenfunktion 
197, 300; o. Schranke, o. Schranken¬ 
funktion bei Vernachlassigung von 
2k-Mengen 201, 300. 

oberer Naherungspnnkt einer Mengen¬ 
folge 104. 


oberhalb stetige Abbildnng 149; o. 
st. Funktion 296, 298; o. stetiges Zer- 
legungssystem 161. 

offen bis anf eine Menge erster Kate- 
gorie 137. 

offen in einer Menge 61. 
off ene Halbgerade = Menge aller Punk- 
te x > a oder cc < a des jR x , des R ± ; 
o. Menge 46, 48, 54, 56, 60, 61, 81; 
o. M. im R x 103, im R n 146, 147; o. 
Teilfunktion 205. 
offener Kern 56; o. K. in B 62. 
off enes Intervall im R x 413; im R x 180; 

im R n 146. 

Ordinalzahl 36. 
orduende Relation 29. 

Ordnnng 29; O. einer Baireschen 
Fnnktion 277, 279, 284; O. einer 
Borelschen Menge 258, 261, 264. 
Ordnungstypus 30. 

partiell stetige Fnnktion 327. 
perfekte Ableitnng 77; p. Menge 72, 
88; p. Mengen in Youngschen Ban men 
129; p. Teile analytischer Mengen 356. 
perfekter Kern 75, 76. 

Potenz von Machtigkeiten 22; von 
Mengen 10. 

Produkt von Anssagen 1; von Mach¬ 
tigkeiten 22; von Mengen 9. 

Produktmenge, Produktranm 141. 
Projektion 168, 350, 378. 
projizierender Teil (sich nach A pr. 
T. von B) 395. 

Punkt eines metrischen Raumes 47; 
eines topologischen Raumes 46; P. 
gleichmaBiger, ungleichmaBiger Kon- 
vergenz 218; P. unabzahlbarer, uu- 
endlicher Vielfachheit einer Abbildung 
361, 379. 

Punktf unktion 180. 

Punktmenge eines metrischen Raumes 
47; eines topologischen Raumes 46. 
p unkt weise ungleichmaBig konver- 
gente Funktionenfolge 219; p. un- 
stetige Funktion 194; p. u. F. bei 
Verna chlassigung von 2k-Mengen 202, 
von Mengen erster Kategorie 204. 
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quasigleichmaBige Konvergenz 213. 

Radius einer Kugel 48. 

Rand, Randmenge, Randpunkt 59. 
rationaler Punkt des R n 50. 
re eh tsseitig stetige Eunktion 210. 
rochtsseitige ohere, untere reduzierte 
Sehranke, Schrankenfunktion 209; 
r. reduzierte Hiille einer Eunktion 
209. 

rechtsseitiger Gxenzwert 209; r. 

Haufungspunkt 171, 208. 
reduzierte Hiille einer Eunktion 196; 
r. Kugel 48; r. Sehranke, Schranken¬ 
funktion 197, 300; r. Schwankung, 
Schwankungsfunktion 199, 300; r. 
Umgebung 47, 48. 

reduziertes dyadisehes Diskontinuum 
173. 

reelle Eunktion 28, 180. 
reflexive Relation 20. 
regularer Raum 86. 
regulares Sieb 391; r. Suslinsches 
Schema 345. 

Relation 3- 

relativ abgeschlossene, offene Mengen 
61. 

Relativbegriffe 61, 68. 
relative F a , O d 62. 
residual in einem Punkte 136. 
Residualmenge 134. 

Ring von Eunktionen 400, von Men¬ 
gen 11; <5-Ring, a -Ring 16, 260. 

o'-Korper 16, 262,266; cr-ProzeB 15; 
cr-Ring 16, 260; a- System 15, 241, 
260, 266. 

Schicht einer Menge 147. 
schlichte Abbildung (Relation) 4; 

schl. Eunktion 378. 
schlichtes stetiges Rild 374. 

Schnitt 32. 

S chrankenf unktionen 190, 300; 

Sehr. bei Verna chlassigung von 9k- 
Mengen 201, 300. 

S chrankungstransf ormation 178. 
Schwankung, Schwankungsfunk¬ 
tion 191, S00, 301; Schw. bei Ver¬ 


na chlassigung von 9k-Mengen 201, 
300. 

separable Menge 78. 
separierte Menge 73, 85. 
separierter Bestandteil 74. 
sich auf a zusammenziehende Um- 
gebungsfolge, Eolge offener Mengen 79. 
Sieb 391; durch B geliefertes S. 393. 
spezielles Borelsches Sieb 394. 

Stellen eines Systembruch.es 25. 
stetig bei Verna chlassigung von 2k- 
Mengen 202; st. bis auf eine 9k-Menge 
203, 302; st. bis auf eine Menge erster 
Kategorie 204, 290; st. geordnete 
Menge 32. 

stetige Abbildung 154; st. Erweiterung 
einer Abbildung 156; st. Eunktion 88, 
89, 183, 184, 191, 192, 296; st. Kon¬ 
vergenz 222. 

stetiger Ordnungstypus 32. 
stetiges Rild 159. 

Stetigkeitseigenschaf ten Baire- 
scher Eunktionen 289. 

Stetigkeitspunkt 183; St. partiell 
stetiger Eunktionen 332. 

Strecke des JB n , des R^ 98. 

Stuck 58, 88. 

Stufe: Abschnitt, Menge n -ter St. in 
einem Suslinschen Schema 339; Inter - 
vall n -ter Stufe im R 0 376; Menge 
n -ter Stufe in einem dyadischen 
Schema 120. 

Sum me von Aussagen 1; v. Machtig- 
keiten 21; v. Mengen 6, 7; v. Ordinal- 
zahlen 36; v. Ordnungstypen 31. 
Supremum einer Folge Baireseher 
Eunktionen 315; einer Eunktion 180; 
einer Zahlenmenge, Zahlenfolge 179. 
Suslinsches Mengensystem 343; S. 
Schema 339. 

symmetrische Relation 20. 
symmetrisches Eunktionensystem 
239. 

Systembruch 25. 

Teil einer Menge 2; eines metrischen 
Raumes 48; eines topologischen Rau- 
mes 47. 
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Teilabbildung 156. 

Teilfolge 5. 

Teilfunktion 180, 205. 
topologiscbe Axiome 46; t. Menge 
(topologiscber Raum) 46. 
total imperfekte Menge 140, 359; t. un- 
gleichmafiige Konvergenz 218; t. un- 
stetige Funktion 193. 
transfinite Indnktion 38; tr. Ordinal- 
zabl 36. 

transitive Relation 20. 
trennbar durch offene Mengen 86; 
23*-trennbar 369; 93^-trennbar 

267; 33|-trennbar 266, 274. 
Treppenfunktion 256, 283. 
triadiscb rational 25. 

(n)-tupel 5. 

iibera 11 von zweiter Kategorie 133. 
iiberdeckendes System 81. 
Uberdeckungssatze 81, 95. 
tTberdeckungssy stem 81. 
Umgebung eines Punktes 47, 48; einer 
Menge 51. 

Umgebungsfolge: sicb auf a, zu- 
sammenziebende U. 79. 

Umkehrfunktion 385. 
unabzablbare Menge 24; u. Vielfacb- 
beit eines Pnnktes einer Abbildnng 
361; u. V. e. Wertes einer Funktion 
365. 

unendliebe Vielfacbbeit eines Punktes 
einer Abbildung 361, .379; u. V. e. 
Wertes einer Funktion 365, 379; u. 
.Zabl 177. 

unendlicber Raum70; u. Systembrucb 
25. 

ungerade Ordinalzabl 39. 
ungleicbmaJBige Konvergenz 218. 
ITngleicbmaJBigkeitsgr ad einer 
Funktionenfolge 217. 
uniforme Konvergenz 211. 
Universalmengen 271, 352. 
unmittelbar folgendes, vorangebendes 
Element 29; *u. folgende Ordinalzabl 
37; u. vorbergebende O. 38. 
unstetige Funktion 183. 


Unstetigkeitspunkt 183; U. erster 
Art 210; Verteilung der U. einer 
Funktion 192. 

unter G gelegener Teil einer Menge 388. 
untere TSTaberungsgrenze einer Mengen- 
folge 104; u. Scbranke,u. Schranken- 
funktion 190, 300; ' u. reduzierte 

Scbranke, u. r. Scbrankenf unktion 
197, 300; u. Scbranke, u. Scbranken- 
funktion bei Verna cblassigung von 
2k-Mengen 201, 300. 
u n t e r e r Naberungspunkt einer Mengen- 
folge 104. 

unterbalb stetige Abbildung 148; 

u. st. Funktion 296, 298. 
unverdicbtete Menge 83. 
unverdicbteter Teil einer Menge 83. 
unvollstandige Grenzfunktion einer 
Funktionenfolge 321. 
unzusammenbangende Menge 97. 
Urbild 3. 

TJrbildmenge 3, 4; U. bei eindeuti- 
gen stetigen Abbildungen 160; bei 
oberbalb, unterbalb stetigen A. 152; 
bei stetigen A. 155; U. einer Funktion 
232; eines Funktionensystems 234; 
IT. stetiger Funktionen 187. 

Verdicbtete Menge 83. 
verdicbteter Teil einer Menge 83. 
Verdicbtungspunkt einer Menge 82. 
Vergleicbung von Macbtigkeiten 41. 
Vernacblassigung von 2k-Mengen 
200 . 

Vervollstandigung einesRaumes 115. 
voile Menge 2. 

vollig autarkes Funktionensystem 238, 
244; v. uniforme Konvergenz 211. 
vollstandige Menge 113. 
vor 29. 

Vorganger in einem Suslxnscben Sche¬ 
ma 339. 

Wabrbeitsvert 1. 

Wertebereieb einer Funktionenfolge 
225. 

Wertmenge einer Funktion 359, 378. 
woblgeordnete Menge 34. 
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Sachregister. 


wohlgeordnetes Sieb 391. 
Wohlordnungssatz 39. 

Youngsche Menge 126, 175. 

Zahlklasse 43. 

zusammengesetzte Abbildung (Re¬ 
lation) 3; z. Funktion 184. 
zusa mmenhangende Abbildung 151; 


-Menge 97; z. M. des A 98, des * 

Zusammensetzung Bairescher Bunk 
tzonen 288; Z. eindeutiger stetiger 
Abbildungen 160; Z. oberbalb, unter- 
balb stetiger A. 154; Z . stetiger A 
155; Z. stetiger Bunktionen 184 
zweite Kategorie s. Kategorie 
zwischen 29. 



Yerzeichnis der yerwendeten Symbole. 

A (die leere Menge) 2. 

{a} (die nur aus dem Elemente a bestehende Menge) 2. 

{a x ,a % , . .., a n } (die ans den Elementen %, a 2 ,,.., a n bestehende Menge) 2. 
{{Vn)) (die Edge der Elemente y l9 y 2 , . .. y ni .. .) 5. 
aed (a ist Element der Menge A) 2. 
a~eA (a ist nicht Element der Menge A) 2. 

[q>(%)] (die durch die Aussagenfnnktion <p(x) definierte Menge) 2. 

[cp (x, y)] (die durch. die Aussagenfunktion (p(x,y) definierte Relation) 3. 

[/(*) > y], lf{4) < y]> \j{£) ^ y\> lf( £ ) ^ vb If ( £ ) = y] (Menge aller x, 
in denen f(x) > y ist, usf.) 187, 232. 

[/ (6) > V ], [/ {&) < tf [, [f(x) ^ p ], [f(x) ^ 0J, [/(£) = y ], [/(£) < g ( 2 ?)] 
(Menge aller Punkte {x,y), in denen f{x)>y ist, usf.) 294. 

PjQ (die aus P und Q zusammengesetzte Relation) 3. 

R~ x (die zu R inverse Relation) 3. 

/ ( “ 1} (die Umkehrfunktion von /) 385. 

A IP, A If, A 1, A 1 (3 (die auf A eingeschrankte Abbildung P 3 Funk- 
tion / usf.) 156, 180, 253, 254. 

A £ B, B^A (A ist Teil von B) 2. 

ACB, B^)A (A ist echter Teil von B) 2. 

A (c B 86. 

A~ B (A und B sind Equivalent, gleichmachtig) 20. 

A ^ B (A und B sind ahnlich) 30. 

A^B (A und B sind homoomorph) 169. 

— A (Komplement einer Menge) 2, 46. 

A + B, AB, A. B, A—B (Summe, Durchsehnitt, Differenz zweier 
Mengen) 6. 

Ax B (Produkt zweier Mengen) 9, 141. 

A B (Potenz von Mengen) 10. 

k 

S A i} S A m> SA n , S A% n (Summen von Mengen) 7. 

i=l m eM n k, n ‘ 

k 

D A it D A m , D A n , D A k „ (Durchschnitte von Mengen) 7. 

i=l msM n k,n 1 
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* 

P Ai , P A. n (Produkte von Mengen) 9. 

4=1 m s M 

a-\-b, a.h, ah, of (Summe, Produkt, Potenz von Machtigkeiten) 21, 22. 
E a m , 17 h m (Summe, Produkt von Machtigkeiten) 21, 22. 

■m s£I msM 

E cl v (Summe von Zahlen) bedeutet lim (<z x -j- a 2 -f- . . . -f- a n ); sind alle 

v n 

a v :> 0 oder <; 0 so existiert dieser Limes immer; er kann anch 
= —j— °o, oder =—co sein. 

max (a x , a 2 , ... , a n ), min {a x , a 2 , . . ., a n ) (die groBte, kleinste unter 
den Zahlen a l9 a 2 , ..., a n ). 

sup x oder sup A (Supremum der Zahlenmenge A, d. h. kleinste Zahl, 
xeA die von keinem xeA uberschritten wird) 179. 

inf x oder inf A (Infimum der Zahlenmenge A , d. h. groJSte Zahl, die 
xsA von keinem xeA unterschritten wird) 179. 

supa nJ inf a n (Supremum, Infimum der Zahlenfolge a n , d. h. kleinste, 

71 71 

bzw. groBte Zahl, die von keiner Zahl a n der Polge uberschritten, 
bzw. unterschritten wird) 179. 

sup /(x), inf f{x ) (Supremum, Infimum einer Funktion) ISO. 

X « A xs A. 

Lim A n , Lim A n , Lim A n (Limes superior. Limes inferior. Limes einer 

n „ n 

Mengenfolge) 17, IS. 

lim A n , lim A n , lim A n (ohere Naherungsgrenze, untere Naherungsgrenze, 

» n 

Naherungsgrenze einer Mengenfolge) 104, 105. 
lim a n (Limes einer Folge von Ordinalzahlen) 44. 

n 

lim a n , a n -*a, a n -+ -f- oo, a n —►— oo (Grenzpunkt einer Punktfolge) 109,179. 

n 

lim a n , lim a n (Limes superior, inferior einer Zahlenfolge, d. h. Supre- 

n n 

mum, bzw. Infimum aller Zahlen z, fur die a n ;> z, bzw. a n <1 z fur 
unendlich viele n) 179. 

lim fix), fix) —► b fiir x->a (Grenzwert einer Funktion) 181. 

x-^-a 

lim fix), lim f (x) , f(a —0) , /(«+0) (einseitige Grenzwerte einer 

x—*a — 0 x — *a +0 

Funktion) 209. 

lim f (x ), lim / jx) (Limes superior, inferior einer Funktionenmenge) 227. 

fsM fsM 

a <^a', a<^A / , A / << a, A <^A' \a vor a' usf.) 29. 

Z a (a-te Zahlklasse) * 43. 

3 (Machtigkeit des ILontinuums) 26. 

(Machtigkeit der Menge der natiir lichen Zahlen) 23. 

43. 
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co (Ordnungstypus der Menge der natiirlichen Zahlen) 30. 
co a (Anfangszahl der Zahlklasse Z a ) 43. 

(Anfangszahl von , kleinste nicht abzahlbare Ordinalzahl) 44. 
a* (der zu a inverse Ordnungstypus) 30. 
r} (Ordnungstypus der Menge der rationalen Zahlen) 31. 

X (Ordnungstypus der Menge der reellen Zahlen) 32. 

W(oc) (Menge der Ordinalzahlen <a) 36. 

■f oo, — oo (unendliche Zahlen) 177. 

S (a), S (/) (Schrankungstransformation) 178, ISO. 

S' 1 (a) (inverse Schrankungstransformation) 178. 

JR 0 (Bairescher Nullraum) 50, 78, 104, 112, 114, 172. 

(euklidische Gerade) 49, 114. 

\ 178. 

B n (euklidischer Raum von n Dimensionen) 49, 78, 99, 145. 

R n 389. 

R w (Hilbertseher Raum) 50, 78, 99, 114. 

Q„ 89, 145. 

(a , b) (offenes Inter vail des R x , des B x , d. h. Menge aller der Un- 
gleichung a < x < b geniigenden Zahlen). 

[ a , 6] (abgeschlossenes Intervall des , des , d. h. Menge aller der 
Ungleiehung a x b geniigenden Zahlen). _ 

[a , b), (a , 6] (halboffene Intervalle des i? x , des , d. h. Menge aller 
der Ungleiehung a x b bzw, a <C x ^b geniigenden Zahlen). 

<«i> ® 2 > • • •. ®»; & 2 > • K) > [“i- • • • > ®»; K> V • • •> &J> 

[®i > ®„; b i> b 2 > ■ ■ •> b n)> (®i> ® 2 . • • •> 6 2 . • • (offene 

abgeschlossene, halboffene Intervalle des B n ) 146. 

U a , £7^ (Umgebung des Punktes a, der Menge A) 47. 

U' a (reduzierte Umgebung von a) 47. 

U Bq (Umgebung g der Menge B) 51. 

U Bg (abgeschlossene Umgebung g der Menge B) 55. 

K aQ (Kugel vom Mittelpunkte a und Radius g, Umgebung g von a) 48. 
K' ae (reduzierte Kugel, r. Umgebung g v. a) 48. 

K ag (abgeschlossene Kugel) 54. 
a b (Entfernung, Abstand zweier Punkte) 47. 

|| a — b || (Abstand zweier Punkte des B x ) 178. 

a B, AB (Entfernung, Abstand eines Punktes von einer Menge, zweier 
Mengen) 51. 

d (A) (Uurchmesser einer Menge) 52. 
d (A , B) (obere Entfernung zweier Mengen) 52. 
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e (A, B) (Abweichung zweier Mengen) 52. 

A 0 (abgeschlossene Hiille von A) 57. 

A 1 (Menge der Haufungspunkte von A) 56. 

A s (£-te Ableitnng von A) 76. 

A s (i-te Koharenz von A) 75. 

A * (Menge der Verdiehtungspunkte von A) 83. 

A g (Begrenzung von A) 59. 

A h (Menge der zu A gehorenden Haufungspunkte von A) 68. 

A i (offener Kern von A — Menge der inneren Punkte von A) 55. 

Aj (Menge der isolierten Punkte von A) 68. 

Ajc (insiehdichter Kern von A) 74. 

A r (Band von A) 59. 

A s (separierter Bestandteil von A) 74. 

A u (unver dichteter Tell von A) S3. 

A v (verdichteter Teil von A) 83. 

A (m) (Menge der Minim alpunkte von A) 383. 

A j Ajj (Menge aller Punkte, in denen A von erster, zweiter Kategorie 
ist) 131. 

A in (Menge aller Punkte, in denen A residual ist) 136. 

BuC (unter C gelegener Teil von B) 388. 

Bp A (sick, nach A projizierender Teil von B) 395. 

a U k v )) (^- er ^er dyadischen Polge ((&„)) zugeordnete Punkt einer durch ein 
dyadisehes Schema dargestellten Menge) 120. 

/“(*). /.(*)./!(*) 236. 

f(a) s f{a) (obere, untere Schranke von / in a) 190. 
f 1 (a) , f 1 (a) (obere, untere reduzierte Schranke von / in a) 197. 
f- («) , /J (a ), /I (a), f \ (a) (einseitige reduzierte obere, untere Schranke 
von / in a) 209. 

^ ^ ^ ( 0 p ere? untere Schranke von / in a bei Vernachlassigung 

von 9J2-Mengen) 201. 

P° (a) , P° (a) (Hulle von / in a) 188. 

P) (a ), P 1 (a) (reduzierte Htille von / in a) 196. 

P)_ {a ), Pj + (a) , P\ (a ), P\ (a) (einseitige reduzierte Hiillen von / in a) 
208, 209. 

Pj m (a), P<- m (a) (Hulle von f in a bei Vernachlassigung von 9)2-Mengen) 

201 . 

co f {A) (Schwankung von / auf A) 191. 

(Of {a), co {a) (Schwankung von / in a) 191. 
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coj (a), co 1 (a) (reduzierte Schwankung von / in a) 199. 
a> (9K) (a) (Schwankung von / in a bei Vernachlassigung von 901-Mengen) 201. 
X (a) (UngleichmaBigkeitsgrad einer Funktionenfolge im Punkte a) 217. 
a (a) (Grenzschwankung einer Funktionenfolge, einer Funktionenmenge 
im Punkte a) 223, 227. 

F a , Os 60. 

Sftcrs 991 5 (kleinstes cr-, <5-System tiber 991) 15. 

m ed , 19. 

901 1 , , m 1 241. 

991 2 , m 2 247, 

901 f , 901 1 (System der Borelschen Mengen £-ter Ordnung iiber 901) 258. 
901i (kleinstes ^-System iiber 991) 249. 

901J (System der ambigen Borelschen Mengen £-ter Ordnung iiber 991) 261. 
90 l B (Borelsches System iiber 991) 260. 

901^ (System der analytischen Mengen iiber 901) 342. 

901* (durch den A-ProzeiB aus 901 entstehendes System) 250, 399. 

0 1 , 241. 

O 2 , 0 2 247. 

&, (&g (System der Baireschen Funktionen I 1 -ter Ordnung iiber 0) 277. 
0j (System der ambigen Baireschen Funktionen £-ter Ordnung iiber 0) 279. 
@1 (kleinstes /^-System iiber 0) 244, 400. 

0^ (Bairesches System iiber 0) 278. 

0* 246, 400. 

$8*, $ 8 ^, $8* (E), S3,* (E) (System der Borelschen Mengen £-ter Ordnung 
in E) 264, 267. 

23f, S3f (E) (System der ambigen Borelschen Mengen £-ter Ordnung in E) 
264, 267. 

23^, $8 B (E), 23 (E) (System der Borelschen Mengen in E) 266, 267, 344^ 
G£, ©1 (System der stetigen Funktionen in E) 284. 

(E ), ©1 (E) (System der Baireschen Funktionen £-ter Ordnung 
in E) 284, 287. 

(£|, &£-{E) (System der ambigen Baireschen Funktionen £-ter Ordnung 
in E) 284, 287. 

(£ 5 , & B (E) (System der Baireschen Funktionen in E) 285, 287. 

21 (E) (System der analytischen Mengen in E) 344. 

51 (E) (System der komplementar-analytischen Mengen in E) 352. 
©(©),© (B), §(B), & (B) 234. 

0 (901, *), 0 (*, 901), 0 (901, 01) 235. 

A ((B) (Kern des Suslinschen Schema 



SOEBEN ERSCHIEN: 


Vorlesungen liber Fouriersche Integrate 

Yon Dr. S. BOCHNER, Miinchen. 1932. VIII, 244 S. 
mit 9 Abb. im Text, Preis EM. 16.40, Lw. KM. 18,— 
(Mathematik in Einzeldarstellungen, Band XII) 

Trotz der vielseitigen Verwendbarkeit der Fourierschen Integrals in der 
Analysis felilt es bisher an einer zusammenfassenden Darstellung fiber diesen 
Gegenstand. Mit dem vorliegenden Buch wird der Versuch gemacht, diese 
Liicke auszufiillen. — Ausfiihrlichbehandelt werden: die Auswertungbestimmter 
Integrale durch den Fourierschen Integralesatz, leicht anwendbare Kon- 
vergenzsatze flir Fouriersche Integrale in mehreren Veranderlichen, 
die Poissonsche Summationsformel in einer und mehreren Veranderlichen und 
die far die Wahrscheinlichkeitstheorie grundlegenden Satze iiber trigonome- 
trische Transformierte; aufierdem verallgemeinerte Fourier sche Integrale 
samt Auflosung von linearen Differential- und allgemeinen Gleichungen mit 
konstanten Koeffizienten und von gewissen Randwertproblemen beziiglich 
harmonischer Funktionen. 

AUS DEM INHALT: 1. Grundlegende Eigenschaften trigonometrischer Inte¬ 
grale. — 2. Darstellungs- und Summenformen. — 3. Das Fouriersche Integral- 
theorem. — 4. Stieltjessche Integrale. — 5, Das Operieren mit den Funktionen 
der Klasse $o* — Verallgemeinerte trigonometrische Integrale. — 7. Ana- 
lytische und reale Funktionen. — 8. Quadratische Integrierbarkeit. — 9. Funk¬ 
tionen von mehreren Veranderlichen. 

Einflilirung in die 

Theorie der kontinuierlichen Gruppen 

Yon Prof. Dr. G. KOWALEWSKI, Dresden. 1931. X, 
394 S. mit 9 Abb. im Text. Preis RM. 24.—, Lw. RM. 26.— 
(Mathematik in Einzeldarstellungen, Band IX) 

AUS DEM INHALT: 1. Infinitesimale Transformationen und eingliedrige 
Gruppen. — 2. Mehrgliedrige Gruppen und die infinitesimalen Transforma¬ 
tionen. — 3. Die Lieschen Fundamentalsatze. 4- Transformationsgruppen auf 
der Geraden und auf der Ebene. 

Differenftialgleichungen reeller Funktionen 

Von Prof. Dr. E. KAMKE, Tubingen. 1930. XIV, 436 S. mit 
43 Abb. i. Test. Preis RM. (28—>25.20, Lw.RM.(29.80) 26.80 
(Mathematik in Einzeldarstellungen, Band VII) 

AUS BESPRECHUNGEN: 

Die Darstellung zeichnet sich durch Scharfe der Begriffsbildung und der Be- 
•weisfiihrung vrie durch Klarheit und Sorgfalt des gesamten Aufbaues aus. 

Zeitschrift fur de?i mathematischen und naturwmenschaftlichen Unterricht. 
The outstanding feature of this excellent text on differential equations in the 
real domain is the exhaustive treatment of existence theorems for the ordinary 
case. The American Mathematical Monthly . 
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